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ald fitt 3^i^^Q aufrid^tiäer ^reunbf^aft unb banfbarer 6rin« 
-^ffejrung an einfiend genoffene gutige Unterflu^ung im @tu^ 
i bium ber mat^ematif^en ^iffenfc^aften 
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> j^renb b(r toenfgeii , fett tmmem %xAn\X^ bed 2e^ram<> 
te5 ber ^%ren 9)la(^etnatif an ber ^ieflgen Untoerfttat t^erfloffe^ 
nen 3a^re / bin üd^ nic^t n^ir allein "tx^vi meinen 3u^orem / fonf 
bern aud^ t^on ^reunben bet ntatf^ematifc^en SEDiffenf^aften / berett 
SBer^dCtniffe e0 nic^t gematteten ^ meine öffentlichen SBorträge }u 
befugen f fo oft um 3)litt^eilung ber benfelben jum ®runbe lie^ 
genben i^efte erfucf^t »orben / baf id^ mic^ genot^iget fe^e , biefe 
bem Xirutfe ju übergeben* 

Die X>auer bed Unterriebtee / tvelc^em id^ )>orfie^e , betragt, 
ber gegenn>ärtigen Q^inric^tung ber oben genannten Sebranjlatt ju« 
folge, für jeben einjelnen Z^^xtx jmei Sa^re; taglic^ finbet eine 
SSorlefung ^i(xii , n^elc^e abmed^felnb bem einen ober bem anbe<> 
ren biefer Sa^rgdnge gebort; bie TfniabI ber fdmmtlid^en Sectio* 
tteti fu^^ einen ^a^vQan^ entfernt fid^ ba^er bei ber i)orgef4>riebenen 
2(u«be^nung bed ©tubienjla^red nid^t bebeutenb von f)unbert. Um 
^iet)on jur 7(u«arbeitung jmecfmäf iger S3eifpiele über bie i^orgetra« 
genen Sebren unb jur SDieberbotung fd[;n)ierigerer @dge / roo\>on 
ber gunjlige ßrfolg be« Unterri^teö groftentbeil« abfangt, bie 
notb^e 3^it JU erübrigen , babe iä) mid) barauf befc^rdnf t / für 
jeben ber beiben fie^rcurfe fed^jig SBorlefungen ju entwerfen, totl^t 
i^ ^iemit bem ^ublifum in jmei Sdnben vor trugen lege. 

3(b gefiele, baf id^ mid^ in SSef reff ber {wecf ma^igften äßa^I 
ber abju^anbelnben ®egenfldnbe , mit Slücf (I^^t auf ben boppelteit 
burcb ben von mir ertbeilten Unterrid;t ju erreicbenben S^edf 
ndmli(^ formelle Bilbung ber 3uborer unb 2(uörüflung berfelben 
mit ben ju ben mannigfaltigen practif(f>en ^fnmenbungen ber 9Rais 
t^ematif bienltc^flen ^ülfemitteln , bei ber ungeheuren ©rope bee 
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©cbiefeö biefer 2ßiffenf(T;aft niä^t fetten in SJerlegen^eit befanb. 
eitt fie^rer, tt)el(^cr bie ^natpfie liebt unb fi^ in berfelben mit 
&eid)tiQteit bem^t, lauft man(f;mal ®efal;r/ feinen ©c^ülern auf 
Äojlen ber practifc^ braud^bareren SWetfjoben ju retd;Iici^ mit Wo* 
^en Äunftjlucfen be« Kaicute aufjutrarten ; ob icf> jebeö 9Äal fo 
glurf lid; »ar , bie golbene 9ÄitteIftraße jU treffen , muß id^ bem 
Utt^eile ber @ad;»erp:dnbi9en an^eim ftellen. 3^ ^^ff^ n>eni,qflen6 
biejenigen/ benen »eber bie ^(nta^e jur SÄat^ematif, noc^ bie 
not^igen SBorfenntniffe au« ben ©fementen biefer SHJiffenfc^aft 
mangeln, unb weld^e meinen SJorlefungcn mit 5CufmerEfamfcit fot« 
gen / in ben (Stanb ju fe^en , bie beften SBerf e ber Steueren o^ne 
gtope 5Wuf>e unb mit 9lu|en ju ftubiren ; eine Hoffnung , in tt>e^ 
d^er mid^ bie ^ortfc^ritte / welche i^ bei't)ieten meiner ®d)üUt 
mit 5ßergnügen bemerfe , beflarf en« (Btett aber ^abe ic^ ernjHid^ 
nacb (Srunblic^feit geftrebt, unb mir burd^aud feine SJorauöfe^ung 
erlaubt, n)eld;e in einem ' jlreng n)iffenfd^aftlid;en ©pfiteme eine« 
SSeweife« bebarf. 

Die SWat^ematifer ^aben fic| oft ju ben uberrafd^enbjlen 
@ntbecfungen ben SBeg burt^ bie ^rei^eit eröffnet, 9{efultate be6 
analptifd;en (Salculd über bie ®ren)en l^inau« auejube^nen, an 
n>elc^e bie ®u(tigfeit berfelben^ t)ermoge ber nrfptunglid;en in bie 
9tec^nung «verwebten SSebingungen , gebunben toav. ^ie^er gebort 
t^ornef^mlic^ ber ®ebrauc^ biöergirenber unenblid;er 5>lei^en ate Mo^ 
f er Transformationen ber burd> biefelben t^orgeflellten Orof en, 
toeld^en felbjl ber unflerbli^e @uler in ber ^(b^anblung de se- 
riebus divergentibus (Novi Commentarü Acad. Petropoli- 
tanae^ Tom. V) audbrudflid^ in ©d^uft genommen, unb aW »oU 
lig iuldßig erCIdrt l^at« €$eitbem aber neuere Unterfuc^ungen (man 
fe^e unter anbern ^oiffon*d 95emerfungen in bem Journal de 
Tecole polytechnique J cahier 19, pag. 501 etc.) bie Un* 
ric^tigfeit mand^er mittelfl bioergirenber SRei^en erhaltenen (Srgeb^ 
niffe analptifc^er X)ebuctionen bemerflid;- mad^ten, unterliegt bie 
9lotf>tt>enbigfeit, biefe SRei^en m9 ber 2(nalpji3 ganjlid^ ju »er-- 
bannen / (einem S^eif^l me^r« SCDo fte richtige 9lefuUate gemä^« 
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mt, fmbet matt ttttttter/ baß bie ju ettier etiblt^^ett ^fttja^t i^rer 
®lteber |itt}uFotntnettbe<Srgätt}ung auf bie SfefuUate bet Stec^nuttg 
feinen ^nfluß audubt. ©obalb man f{d; aber außer @tanbe be^ 
ftnbet, biefen ßinfluß in beurtfieilen; ifl man ber @efabr ju irren 
pretSgegrten. 2^^ M^ beß^alb mic^ in meinen SSorlefungen ber 
^mi>enbun() bit^ergirenber Steigen enthalten, unb bin gleicfü im 
©ifgange berfelben bemüht gemefen / bie bie je^t beFannten > wv* 
}»gßc^ wn ® a u ß unb 6 a u d^ p bearbeiteten ^ ^ennjeid;en ber 
6i)nt)ergen} unb Divergen} ber unenbUd^en Steigen au6 einanber 
gn fe|en. £)a||e(be gilt ducf; ^on ben ^^^obucten unenblid^er ^ac<f 
torenfi>rgen , unb »on ben änenblid;en ^Pttenbrud;en» 

^ie ^xtt^üm^Vf »elc^e ficfy in biefie^re ^on ber ßntoicfe^ 
lung ber (Sinuffe urib 6ofinuffe ber S$i^tfad;en eined fBogend nad^ 
ten y otenjen ber ® inuffe unb ßofinuffe be6 einfad;en 5Bo9end unb 
ber le^teren ©r^ßen nac^ ben ei^fleren^ gra§tcnt^(ö n>ec(en %n» 
ßerad)tlaffung beö magren @tnne6 ber ^ o i t) r e'fd;en SSinomtaN 
formel/ eingefc^Iid^en l^aben^ unb t?on^oiffon juerfl n)a^rge« 
nommen n>orben ftnb/. famen erfl t)or ^urjem burd^ ^oinfot 
unb C {; m toicUt jur @prad;e / unb jogen bie allgemeine ^uf« 
merffamfeit auf ficf). 3^; fMcl;te biefelben in gegenwartiger @d[)rift 
nac^ metner SBeife gu befeitigeti. Einige ber bei biefem ®egen- 
ftanbe begangenen SD^ißgriffe rubren t^on einer ju tveit getriebenen 
^nmenbung ber nic^t immer gleid; fidleren unb julcißigen SJletbobe 
ber unbefiimmten (Soefficienten b^t^; td; ^abe ba^er ben t^on biefer 
iDlet^obe unabf^angigen X)ebucttonen bur(^ge|)enbe ben SSorjug 
gegeben« 

^ie Sifferenitalred^nung ^abe tc^ / bem SSeifpiete ber aud^ 
geietdbnetjlen Sefirer ber neueren 3^tt fotgenb / auf bie Se^re wn 
ben ©renjen tjerdnberlic^er ®r3ßen gegrunbet , tnbem t^ bie 1)if^ 
ferettjialien al6 unenblic^ abne^menbe X)ifferettjen betrad^te. Diefe 
DarjJeUungetveife eine* ber n)id;tigflen 2beife ber gefammtcn %na^ 
Ipfi« befi^t, meine« ©rad^ten«, i)or allen übrigen nid;t nur al- 
lein ben SBörjugber größeren Sinfad;^cit, fonbern aucb^ ^(x^ fte 
nid^t minber anempftej^It/ ben einer uutabel^aften @trenge; 



vm 

«)oraii8gefe^t / ba^ man bte bloß unenbßifi fletn berbenbett 
©ro^en ntd^t/ inbem man fte burd^aud }u mitflic^ unenbßc^ 
f leinen ® rufen mad^en toiü, aM einem irrigen ®efl(fft6puncte 
anjiel;t* 

SSeifpiele über bte in bicfer ^d^rtft entn>i(fe(ten t^eoretifd^en 
(Sa^e unb ÜT^^t^oben mirb man bafelbfl feine anberen fihben/ ald 
fi4^ burd; bie ^(nwenbungen fru|)erer @äige jur SSegrunbung foW 
gettber wn felbfl barbieten* 2^^ ^^^be aber/ ton ben 9tu0en/ 
toeld^en id; burc^ bie ^erau6gabe gegenn>drtiger Siorlefungen fhf« 
ten burfte / tiac^ Gräften }tt feigem , auö bem jum ®ebrau<^e bei 
meinen S^ortragen berettö gefammelteti SBorrat^e wn S3eifpt^Iett 
bie infh:uctit){len ^eraud^eben / unb meiner jie^igen Arbeit binnen 
futjer gri|l ttad;fölgen kjfen. 

aCBien, im Senner i827* 



« • 



3n^ü[t bee erften SSanbca- 



Id^rfle Sortefitiid. tiitt htn9tgt{f fcr Xnaf^fiS ttnb tf er Me 

!Be|ei4imtig niib CHnf^etfitng ber SoRcAonea ' • » • i 

3mrit< S)0r(<rtttt9. Ü^er M< unenbH^ sro| imb onenMI^r f fdn 

ocr^enben 0r6f<n utib uto bU ®rfttsen i^erdnbern^ec ®r5f«n • 6 

Z>tUU Socrefnng* Ü6er bie 9lei^en • *••••• 19 

m 

Stierte, fünfte uub fe^Ste^iBorCefnitg.' Übet bfe itennseh^eit 

ber Gonvergen) unb ^tvergeni ttnenbüc^er Steigen' • iS, %H, ^> 
Siebente Sorfefuiig. Ober bie (Sntv^dtlnn^ btr ^uncftoneit ia 

unenbn<be SRei^en, ttnb aber ben binomif^en Sebtfab * • . Z6 
Tl^te IBorlefung. jft6ef bfe Ontoi^dttg ber ÜxpontnÜoJi * 0r^eti 

tmb Sogorit^men 4^ 

Kennte Oorlefttng. d6er bie Convergeni nntnhü^tt ^actoren« 

fbfgen ^ <9 

Qt^ntt IBocfefnng. Über bfe Cnmmfrung ber 9teibe 

gg «(«+,)p(p+,) a(«+i)(a4-i)P(ß+i)(p+^) 

<5i(fte unb }iob(fte Sßorlefttttg. tlber bie ftetten^riicbe • ' 6%, 69 
^reiaebnt^ iBortefnng. Über bie ftettenbrd^n, berenSA^Ier tat, 

nnb beren S^enner gan^e ^iUn finb . . • • • • 76 
S^feriebnte nnb fünfftebnte tB.orlefnng. Über bie GinntTe 

nnb (Sognnife ber Xreie^ogen 81 , 88 

®ecbiebnte fßprUfnng. Ü6er bie <Roiyre'f4e fBinomioifomiet 95 
Siebsebnte nnb a^t^t^utt S^orlefnng. Über bie Gintiffe 

nnb Goflnuffe ber IBielfacben einet ttbgenb für ieben SDertb beb 

S^ttitiplicatorb 109, 109 

SRennaebnte IBorlefang* Über einige Sofgerungen aue ben Cr* 

gebniifen ber )9or(erge(enben Sortefnngen • • • ,116 



ltf>S^ 






_ ^9 



.^2^ 



tt 



ß^y 



iJL 





^U^ X 






'Z 




- ^-/<^>. 



/V=.j 



.N^ ^ 



/i 






^;f? 



/2 -/ 



Ä > ^ e 



-^f^^e 






cl' 
7^» 




/ 



/ 



l- 



/. 



.^O^-*").^ /,.,./,, 



'V 



■y-i'C'^.f 



/(ih- 



■»»■^^ 



o 



«orlefottgütt . 



'über bie 



U^nt matUmaitt: 



■ « 



• K 



SJo m |)rof (ffor 



**i»»^*w%»^»5 



»odefungen aber bie 'XnaisSiL 




^ 2Ö i e n. 

««>ni(fl HU» im 9$tlai« itl tfarl Qervf». 

1827. 



95 r r e t) e^ 




^ä^renb b(r iDenig^q / fett tmtnem Antritte bei Sepram«* 
te« ber ^6^eren SO>lat^etnati( an ber ^tefigen Unberfitdt ^erfloffe^ 
nen 3<^$^^/ Mnnd^ nid^t n)tr allem wn meinen 3u^orern / fonf 
bern aud^ ^on ^reunben bec tnat^ematifc^en SG^iffenfc^aften / beren 
SSer^ältntffe e6 nid^t geftatteten^ meine öffentlichen S^ortrjge )u 
befuc^en , fo oft um SD^itt^eilung ber benfelben jum ®runbe lie« 
genben ^efte erfucf^t »orben / bap i^ rnidf» genot^iget fe^e / biefe 
bem ^rudfe ju übergeben. 

X)ie X>auer bed Unterri(bte9 / tvelc^em ic^ t^orfte^e / betragt;* 
ber gegenn)drtigen G^'inrii^tung ber oben genannten SebranflaU }U< 
folge , für jeben einjelnen 3"^^f ^r 8»« Z^^^.^ 5 tdglic^ finbet eine 
9^orIefung (Statt , »el^e abwed^felnb bem einen ober bem anbei* 
ren biefer 3ö^«^9änge gebort; bie 5fnjabl ber fdmmtlic^en Sectio* 
nen für einen ^a^t^an^ entfernt flc^ baber bei ber t)orgef(briebenen 
Tfudbe^nung bed @tubien|a^reö nidfit bebeutenb wn bunbert. Um 
^mon jur Aufarbeitung jmectmd^iger S3eifpiele über bie t^orgetra« 
genen Sebren unb jur SBieberboIung fd^mierigerer @d^e / wot)on 
ber gunflige (Srfolg bed Unterric^tea groftentbeitö abbdngt/ bie 
notbtge 3^it JU erübrigen , habe i^ mid; barauf befd;rdn(t / für 
jeben ber beiben fie^rcurfe fed^jig fBorlefungen }u entn^erfeu/ totl^t 
i($ ^iemit bem ^^ublifum in jmei S3dnben \)or Augen lege. 

2^ gefiele; baf i(^ mid^ in 93etreff ber )me(f mdgigflen äSa^l 
ber ab}u^anbelnben ®egenfidnbe / mit 9tu(f ftc^t auf ben boppelten 
burc^ ben \>on mir ertbeilten Unterrli^t jU erreid;enben S^^^f 
ndmlic^ formelle 33i(bung ber S^^^^^^ unb Audrüflung berfelben 
mit ben ju ben mannigfaltigen practifdf^en Ann)enbungen ber iDIa« 
t^ematif bienlt^^flen $ülf6mitteln ^ bei ber ungeheuren ®roge bc6 
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©cbicfeß biefe'r SCBiffenfc^aft ni^t fetten in SJerlegenl^eit befattb. 
(5i» Se^rer , tDeld^cc ble Tfnalpfi^ Hebt unb jld^ in berfefben tnit 
&eid)tiQteit bewegt, lauft mand;mal ©efa^r, feinen ©c^ulern auf 
Sofien ber ipvacti\^ braud^bateien üO^etf^oben ju reid)Iic^ mit Mo« 
fen Äunftpüdfen beö (Saicute aufjunoarten; ob ic^ jebe8 9RaI fo 
glücf lief; war , bie golbene SÄittelflraf e ju treffen , muß i^ Um 
llrt^eile ber<3ad;t>erjldnbigen an^eim jlellen. 3^ ^^ff<? tpenijijlend 
biejenigen, benen »eber bie 2fnla^e jur 9Äat^ematif, noc^ bie 
niJt^ifjen SBorfenntuijfe an^ ben Elementen biefer SCBiffenf^aft 
mangeln, unb welche meinen SSorlefungen mit ^ufmer!famfcit foU 
gen, in ben @tanb ju fe^en, bie beften SOBerfe ber Steueren o^ne 
gtof e üD^u^e unb mit 9tu|en ju flubiren ; eine i^offnung , in mU 
d^er mid; bie ^ortfc^ritte , welche id^ bei \)ielen meiner ©c^üter 
mit SJergnügen bemerfe, beflarfen* (BUtt aber l^abe x6) ernftlic^ 
noc^ ®rünb(icbFeit geftrebt, unb mir burd^aud feine i&oraudfe^ung 
erlaubt , »elc^e in einem ' flreng toijfenfc^aftlid^en ©pfleme eine« 
SSeweife« bebarf* 

^ie iOlat^ematifer l^aben ft^ oft ju ben tiberrafd^enbflen 
©ntbecfungen ben SSBeg burt^ bie grei^eit eröffnet, 9lefultate be6 
analptifd;en 6atcu(d über bit ©renjen ^inaue au6jube^nen, an 
tt>eld;e bie ©ülttgfeit berfetben , »ermoge ber urfprüngüd;en in bie 
Slec^nung t^ermebten SSebingungen , gebunben war. ^ie^er gebort 
»orne^mlic^ ber ©ebrauc^ bi»ergirenber unenblid;er 'keii}en ate blo* 
fer Srandformationen ber burd> biefelben ^orgefleUten ttro^en, 
n)eld;en felbfl ber unflerbli^e @uler in ber ^b^anblung de se- 
riebus divergentibus (Novi Gommentarü Acad. Petropoli- 
tanae^ Tom. V) außbrurflit^ in ©d^u^ genommett, unb aW ^oU 
lig juISßig erC(art l^at* ©eitbem aber neuere Unterfud^ungen (man 
fe^e unter anbern ?>oiffon*6 SBemerfungen in bem Journal de 
Tecole polytechnique J cahier 19, pag. 501 etc.) bie Un« 
richtig? eit mand^er mittelfl biüergirenber Steigen erl^altenen (grgeb^- 
Itiffe analptifc^er X)ebuctionen bemerflic^- mad^ten, unterliegt bie 
9lot^ wenbigfeit, biefe Steigen ouö ber ^Tnalpp* ganjlid^ ju ver- 
bannen, feinem S^ei^^l me^r. SSIJo fie rid;tige 9lefuttate gewa^- 
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jfit/ fmbet man imm^t, baf bie jtt «tncr tnH\d}m ^nja^I i^rer 
®Uei>er f insuFommenbe @rgän jung ouf bte 9tefuUate ber SRc^^nung 
feinen ^nfluß au9u6f • ©obalb man fid; aber au^er @tanbe be« 
ftnbet, bief(^n 6inf[u^ ju beurt{)eilen^ tjl man ber ©efa^r ^ irren 
preiegegrten. 3<^ N^^ bef^alb mtd[> in meinen SBorlefungen ber 
5fm»enbung bii^ergirenber Steigen enthalten, unb bin gleid^^ im 
@iiigange berfelben bemüht gemefen ^ bie bie je^t bekannten ^ wu 
jagltci^ wn ®auß unb ^auc^p bearbeiteten / ^ennjeic^en ber 
6i>nv>ergen} unb Divergenj ber unenblic^en Steigen aud einanbet 
ja fe|en. t)a|felbe gilt äu^ )>on ben ^robncUn unenblid^er ^a> 
torenfirfgen / unb t^on ben ünenblid;en ÄPttenbrüd;en. 

T>u ^Ttt^üm^Vf »elt^e fi^ in biefie^re i^on ber ßntwicfe* 
lung ber ©inuffe unb Gofinufife ber 93telfad;en eined S3ogend na^ 
ben f)otenäen ber (Sinuffe unb ßofinuffe beS einfad;en 5Bogen6 unb 
ber le^teren ®xi^en nad^ ben e»fler^n^ grasten t^(ö n)egen %u» 
gerad^tlaffung beö magren @inne6 ber 3K o i t) r e'fd;en SBinomial« 
formel/ eingefc^Uc^en ^aben^ unb i^on^oiffon juerfl ma^rge« 
nommen n>Drben ftnb/. famen er|l ^oor ^urjem burc^ ^oinfot 
unb (; m toieUt jur @prad;e / unb jogen bie allgemeine ^uf« 
merffamfeit auf ficf^. 3d; fud;te biefelben in gegenwartiger (S^xift 
nac^ meiner SBeife ju befeitigen, Einige ber bei biefem ®egen- 
flanbe begangenen ^i^grijfe rubren toon einer ju n>eit getriebenen 
^nmenbung ber nic^t immer gleid; {id;eren unb julaf igen SD^et^obe 
ber unbefiimmten (Soefficienten {ler; id; ^abe ba^er ben wn biefer 
!0let^obe unabf^angigen X)ebucttonen bur^ge[)enbd ben SSorjug 
gegeben« 

tDie Differenjialred^nung ^abe t^ / bem SSeifpiele ber aui^ 
gejei^netflen Zelter ber neueren 3^it folgenb / auf bie £e^re wn 
ben ©renjen t^eranberlic^er ®r£^en gegrunbet , inbem id; bie Dif" 
ferenjialien al8 unenblii^ abne^menbe Differenjen betraute. X)iefe 
2)ar|leUung6»eife eine« ber n)id;tigflen Xficile ber gefamttttcn Tfnai 
l^d beftgt/ meinet @rad^ten6^ wv allen übrigen nid;t nur al- 
lein itn SJorjug ber größeren ßinfad;^cit, fonbcrn auc^, wa« fie 
nic^t minber anempfiehlt, ben einer uiitabel^aften (Strenge; 
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t)orau8gefe^t / baß man bie Bto^ unenbtic^ flem bcrbenbett 
©roßeit nid^t/ tnbem man fce burd^au^ {m tpirflid^ unenblic^ 
{leinen ®v6$en maci^en n)iU^ aud einem irrigen ®eft(|ft6piHtcte 
anjiel;t 

SSeifpiele über bie in biefer (^d^rift entmicfelten %pretifc^en 
<Sä^e unb 9D^^tf)oben n)irb man bafelbfl feine anberen ftitben, al9 
ftd; burd; bie 2(nmenbungen fruf^erer (Sage jur S3egrunbung fpU 
gettber wn felbfl barbieten* 3^ ^^^be aber/ um ben 9^u0en/ 
n>el^en id) burd[^ bie ^eraudgabe gegenn)4rtiger SDorlefungen flif« 
ten burfte / tia^ Gräften \\x jleigern / aud bem jum ®ebraudbe bei 
meinen Borträgen berettd gefammelten IBorrat^e wn S3eifpi^Ien 
bie infhructit^flen fieraus^eben / unb meiner jegtgen TlvUit binnen 
futjer grifl nad;foIgen laffen. 
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läber ben fBegrtff ber ^nalpfls unb fiBer bic S5e* 
ger^mung unb ßtnt^cilung' bcr Functionen. 
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^te ^(nalpftd/ welche ben ©egenflanb gegenmdrtigrr 93i}r^ 
lefungen aü$ma(^tf ift ein %^eil Ut allgf meinen (Sroßenle^re/ ober bef 
fogenonnten reinen ^at^ematit 0tf bcfcf^aftiget ftc^ mit, bet 
SJettac^tung aOer S^rnen ber gegenfeitigen 2Ib$dngtg(eit ber ®r5ßen/ 
in fo fern biefelben bur4 S^^Ien au^gebrucft jlnb. 3^r ©ebiet tjl ei« 
ner anbegrenjten Srivetterung fa^ig« S)te 2(rit^mettf / b. i. bie Ce^re 
von ben Sigenfc^aften berSa^kn unb i^ren. urfprünglic^en oberQ^runb' 
^erbinbungen (Stec^nungaff^ectea)/ wirb oon.berfelben alSbefannt vor* 
au^gefeft. 

iDIan ])flegt / ,oh^U\d) niä)t wiffenf^aftli^/ Von einer n t e b e r e n 
tinb ^ö^eren 2(nalpftd {n fprec^en« Sieß rü^rt ^on bem fafl.^Oge- 
mtitt eingeführten^ bem 3ioecfe bed SIementar« Unterrichtet, entfpre* 
c^enben ®ebrauc^e ^er/ fc^on in ber ^rit^metif mehrere ber Sfnalpß^ 
ge^orenbe Se^ren oorjutragen. ... 

£)ie üb^anQiQteit einer ©rope *) oon/4nbern imrb baburc^ 
erfannt/ ia^ bieerflere flc^ inUttf wenn bie (enteren anbere SBert^e 
erhalten» 3wei ®roßen , wobon bie eine auf bie anbere burc^aui fei^ 
nen Einfluß au^u^t / jtnb von einanber una^ängig. 3ur pollfldn' 
btgen Sinftc^t in bie 93efc^affen^eit einer ©rppe wirb erforbert/ baß 
man alle ©rißen/ buvi) welche bie £luantit<St ber erfleren beßimmt 
wirb/ fenne/ tfnb btefe aM jenen {u beregnen im ®tanbe fep. 



*) SBenn i^ier »on ein<r (Sr&ge bie 9>tebe ifl^ fo ^nftt^n wir barunfer (loß 
bie ^a^l, wel(be.bae !Beri^d(fnig Mefcr ®c6|e ju einer anbern glei^actf« 
gen, alt (£iu^eit (etrac^fefeit attgiSf , )>er6unben mit bem Seic^^n , I9e(> 
((ei anbeufet , ob biefe (Stb^t in Sesug auf anbere , mie »e(4en fle tet 
<Baf tutiD tiacl al6 gtel^artig be^Aabelt wirb , fli^ abblHt^ ober fttbfrderH^ 
ver|fit* -. . 



Um ik f6ctta^tnui ber Ttb^&nQt^UH einer ®t5ße U Don onbe« 
ren a/ b/ o • • • x/ 7^ z ju erleichtern/ ober mo^l gar mi^Iid^ ju 
machen/ pflegt man oft nur bie 93erbinbung/ tn \veld)tv U mit einer 
ober mit einigen ber ©roßen a, b, c . ^ . x, j, z ^t^t^ ju unter« 
fnd)^n f unb ben Sufammen^ang oon U mit ben übrigen biefer ®r6peii 
vor ber .^anb unbeachtet ju lajfen. ^ieß gefd[|ie^t/ inbem man ben 
ledere» ©rjßen beflimmte^ nxi^renb ber ganjen Unterfuc|)ung unoer« 
dnberlic^ beijube^altenbe iSBert^e beigelegt benft/ unb nur bie erfieren 
qI$ unbeflimmte^ jebed ij^rer Dtatur angemejfenen IBertl^eö faj^ige 
©rißen anfielt. ' ^n biefer ^injtc^t werben bie ©r6ßen / oon loeld^eit 
eine anbere abfangt/ in beflänbige (conftante) unb in o er dn ber- 
uhe (oariäble) einget^eiff. 2)ie befldnbigen ©roßen n^erben tu ber 
fRegel burc^ iit erflen / bir oerdnDerttc^en aber bnrc^ bie legten fiSuc^« 
fhibenbe« Tttp^fAeM oorgepeüt. 

^Denft man fld^ baa ©efe^ ber Xb^dngt^gfeit einer ©r$0e U \^on 
ben bef!dnbtgen ©r^ßen a/ b/ c . . . unb oon ben oeronberlic^en 
t> 7/ z . • « burc^* eine ©leic^ung andgebrutft/ fo l^etßt U eine 
Snnction biefer ®t6fen; jebod^ n^erben / wenn oon einer Function 
biedtebelfir meiflena nur bie oeränberlid^en ®r6fen/'auf welche ffe 
fic^ begießt ^ genannt. 

SÄft iJüCfe bed fo eben f^ftgefe^ten »egrtffe« Mßt flcft bie Una^ 
I^ff'd farj aU bie 8e^re ooit htn Functionen bejeic^nen. 

3il bie ®Ieicf)ung/ welche ü mit x, 7, z . • . oerfnupft/ be-- 
reitS taufgefdft/ fo ^etßtU eine gefonberte^unction oon x,y,z... 
3n biefem %aUc laßt fic^ bie ermahnte ©(etd^ting immer fo orbneu/ baf. 
btejfrfte bee ©leic^^fitaie^d^end U aUrin unb in ber erflen ^oten} er-- 
fclieint; jenfeita be^felben aber ein and ben oerdnber(tcf)en ©röfen 
X; 7/ z,, ; « unb ani ben befldnbigen a/ b/ . . . gebilbeter/ bie 
©ri^e U nid^t ent^altenber / 2fuebru(f fic^ beftnbet. Sti hingegen bie 
©feid^ung s^ifc^^n D unb x/ 7, z • . « noc^ itnaufgelöf}/ fo wirb ü 
eine «ngefoitberte Function oon x/ 7/ z « • • genannt. <So ifl 
j. SB. U 825 ax« -j- .bx«7 4*- C7* eine gefonberte ffunction oon xunb7; 
burc^ bie ®leid[)ung ü» — axjü + a*b« =r o aber wirb eine unge« 
fonberte gunction oon x unb 7 bargeff elft. 

SDer Sßert^ einer Function oeranberlic^er ©rofen iß/ an fic^ be« 
trautet/ ooDig unbeßimmt/ unb wirb nur bann beßimmt/ wenn biefe 
i^rdnbertic^e^n ©rpßen ftjce SSBert^ .er^afteu« Sa faun ber %aü ein« 
treten/ baß einer unb berfelben inbioibue(Ien93eßimmungvoii XfY,t... 



^oiatman fowo^I ü = xy + ^^y^^—^^, . 

SKaa fagt in fohftcit Ö*I«n im aUflttüriiuenv.Wf gttncliw Ü U9 
eine t>t.e(f ^ti^tftje/ «nb anretf<!^tbet nad^ ^tf4)üfftH^it Ut Um' 
flanbe/ {metfp'rmigf/.bTeifocmise Sunctto^en u. f. m«,tm ^t^ 
genfa^e mit ben et.nf6rmi^^ii SttneHonetif ivetc^e für jebe <^pecta' 
liftrnng ber totrünberltc^eh \Sio$tn hur ^in^'it J^ettl^ erholten. 

:2>n^ %tf.'^uf:'n^(d^ bie f»e)i4nbtgen Ul1^-0e^änber{i4en/ einer 
gimctiott* giiiii'®runbe liegetiben (Stilen mit eiiiiinber oerfmi)»fi f[ttb> 
it^mmt .W. ^pxm' in ^uneitpo. ®o ^abeai tote S^neHonert 
a* 4. bx -jt, et^> tiiib A^-\^hy^ cy* eimrUi gorm j biefel*^' it>el(^t 
06er 9on ber gorm ber gunctioti b^ -f> ax at. * 

3ebe Function t|l>fetbfi eirte veräDbeffic^a ®rofe/ benn fTe dnberf 
|!d^/ X9ei^9.bi«.9ertin^er[i(|ien (ärö^eit/ auf me(d^e:fie:.{i(^.bejie$^/ an« 
b<reSBert^it er^Alteti* SÜB^p- faiin otlfp bjeSutfCtttJ^nenrbev obigen Üt^ec« 
eiitfnnft .gem4f / auc^ burclf bie (.e§ten SSuc^flabe n 1^n$ Hl^htMz^ov» 
fleffenj 

3n oielen S4IIen/ .i^fonbfra menn man.ben Sinfluf hcntcxtliä) 
machen xoiüf welchen Derfd^iebene UmflaUnngett ber t^erdnberlic^en ®ro^ 
f en auf ^ie Sunetionen au^tti^en / erfc()mert tx( $Beiei<^nintg ber ^unc^ 
tionen bur4 einzelne ^uc^flaben bie Überfielt ber analptifc^en Opera« 
tionen. anan fe^t bann/'jUr ^ejeidE^niing ber Functionen ben itt 
^Ummern eingefc^roffenett unb burcf) 9?d{lr(c{)e uon elnanber getrenn» 
ten 3«icl)en ber »erdftberlie^eir ©r^eii einen ber ?8ud)flabenF,y, 9/ 
if a. b. gL üor/ burc^ bereii-5Jerfc^teben|>eif auf bie 93erfc^iebcn^eit ber 
Sonneii ber S'^'^^tionen aufmerffam gema4^t mirb. So bebentcu 
/(<)ä^ (x)/ '9 (0 • • « «>erfd)ieben gefof^trte S^titctionen t>on x^ unb 
/(^/ 7/ »)^ f.(«/ y/ z) oerfcfeteben geformte gunetionen pon x/ y/ z; 
bie gjmbole /(x) unb/(y) hingegen/ in fo fern jie in berfelfcenSKe«^« 
nung vorf ommen / {eigen jwei gunetionen an / bie fi<$ burt^ nid^M/ 
ald burc^ bie ajejei^inung ber verdnberlicf^ett ®ro6e t)on einanber un« 
Urfclfeiben. S)ad (Symbol jC(^y)^ worin bie oeranberIid)en ®ro0en 
burc^ feinen 33er(lri<f) abgefonbert flehen/ jleDt ünt Function bea/ mie 
eine (innige ©roße )u betrac^t«nben/ ^robucted xy oor. ®ia mat! 
^ie 2(nmefen$eit einer beßdnbtgen @ro$e in einer gunctiott/ befonberer 
Swetfe wegen, bemerflic^ madjen, fo fe^t man (le ebenfalls ^inter ba6^ 
5»»ctionajeid^e». 3" bit-fem ®inne. ijl/(x, y, a) eine giwction/ 



1 * 



tige ®r6f e a enthält. 

KimtHen ifl man in in Za^e , %wcü0nttt vo« guncHonen jn 

iettac^ten. 3n bwfer ©«lie^ang^ «««S'/fC*) «'"« 8««««»'»» *»/ »rf*« 
au»/<x) entr))Mng(/ weim man bafelbflfialit »er «ec^nberlii^«« ®)rdfe 

X Die gunetwn/(x) fe|t. SP i- »•/(») «*= V» +fti>;fo"<|l % ' 

Sie »ejei^nunöeti //(x)////W/ lu f. m. »erbe» biml& ben 
®«brau<i^ ber SSieber^oIungatfiger fe^ Deretttf«^^ SRan 
fcftreiH/*(x);fiatt//(x) ;/3(x) Hmf/f(x) u. f. ». 3«.bem.@httte 
btrfet 95etetd^nung tji/' (x) s=/(x); uki» dber^auf)!^ ibcttn m^ n 
ganje ))Qjttioe 3<t!^Ien bebeuten : . . . * > 

997an faiin btffvrlBejeic^tiuttg dne grdf ere 2(H9be^nttng gebett/ 
iveitn tnon fid^ ber fflüUt, ivte aud^ tte^ttoer Sorten aia Seiger om 
Suncitonajetc^en bebrent. &e^t man tidmli^^ tn ber ®Iei(^ung (i) 

m SS 1 ^ n SS o ^ fo ergibt ffc^ 
ff>{%) t=/(x), woraud 
/ft(x) ==3 X folgt ' 

Wßt man ferner m= i / ns=3— i fepn, fo er^It man 

//-«(x)«=^(x:) = x, 

b. ^. /— » (x) fielet ju X in berfelben Stelation, wie x jtt/(x)- 
®ebt man enblic^ ns-^m/ fo finbet man: . 

iooraua iit fOebeiHung doiiZ-^Cx) binreti^enb erneuet 

^it Sieber^olungdfetger loffen ft^l tiberl^aupt bei ber f&eieic^« 
nung jeber tiad^ bemfelben ©efe^e wieberbolten ^Öilbungaweife einer 
®r6ße.aud einer anbern mit^ott^til amt^enben. t>enn man ftd^ ndm« 
lic^ au6 einer ©rdfe u eine anbere nac^ einem beliebigen ©efe^e abge« 
leitet/ unb beget4inet man bad Stefitltat biefer X)eriuatiQn burd^ hn, fo 
tfl 6*n eine &ti^tt welche aM du fo entfielt/ mie du aua u; 6^u tft 
ü felbfl/ unb d*-*u ifl eine ©röfe/ audioelcber burd^ bad enod^nte 
!Dertoationaoerfa^ren u entfpringen toArbe. SSBid man du bie beri^ 
Dtrte ©roße Don u/ unb u bie ))rimitioe ©rofe oon du nennen^ 
fo t jl d*- > tt bie ptimitm ©rope oon a. 

^ie Functionen koerbeti in f&ejug auf i^re ^otm in a I g e b r a i-^ 



f^iffnb in trantfcenbtnte m$^t^tHu Wgeirmfd^e Functionen 

^fm biqentgen/ ^t toeld^tn ik oeranbetft^en ®r jf en unter flc^ unb 

8Mt ben befiän)!^ ®rif ai Mop ^ujrc^ bte drit^tnetifc^en (Srunbopeta' 

Aonen / bad tji burc^ 2(bbttion / 9}?uftj))[tcatton/ ^otenjirung für befldn- 

b^e Sjpotieoten unb burc^ bte umgefe^ten Operationen/ Siibtractiott/ 

;Dtoifton unb SjrtracttonV iufammen^dngen. 2ntt übrigen Snnctionen 

»erben trandcenbente genannt« Z^ergletc^eii ftnb tie ^oteujen mit 

oerdnberltc^en (gjtponenten (S;:})oiientiaIar6^n)/ ferner bte logarit^mi« 

fc^en/ bte ilret6 - Functionen / unb unjd^Itge anbere« 

SDIan nenvt eine «ärg^brntfc^ Sunctton eine rationale/ koenn 
bie barm ttfdS^etaetiben: nevonberli^Kn ®rpf en blo0 nrit sangen (Ejrpo^ 
ttei|teh i>erfe$ren finb ; ferner l^eipt ffe eine gan$e Function, tt>entt 
bie orrAübetKc^en ®rof en blof pofitioe (Ejcponenten fti^en. ^initt ba6 
©egent^U 0tatt/ fo ift bie Snnctten irrational/ ober g e b r o 4 en. 

3^0be tationcXt unb ganje Function ber oeranberlidSKO- ®ro(en 
x,jfZ. . . befielt aud @iiebern oon ber Sorm Ax» y» zf « « •/ loo' 
bei bie C^jcpenenten ni/ n/ p » . «gange pofittoeda^Ien finb/ unb 
berCoeffictent A blof üvl^ befl&nbigen ® r jfen gufamntengefe^t ift« Z>ie 
Summe ber Srponentfn ber t^erdnberlid^en ®rdfen x/ 7/ 2 • • •/ 
ndmüc^ m4-n4^P+< «w |ei0t ber Crbnttngaejrfonent bea 
Oliebed A x-» 7"^ zF • • . 2^r ^öd^fie Orbnungdejrponent ber ®(ieber 
befitmmt bieOrbnuitg berSunctIom (Int^dtt bie rationale ganje 
gunction bloß eine oerdriberlic^e ®rife x/ fo fat. ffe bie Sorm 
A 4. Bx + Cx^ + Dx» 4- . . . + Mx«, unb ber $6d^fle (Sxponent 
9on X / ntolid^ m^ geigt i^re Orbnung an. 

3ebe rationale gebrod^ene Sunction li$t \lif auf bte %otm r^ 

bringen/ »obei Z unb N ganje rationale Functionen ftnb/ unb feinen 
gemeinf^aftltc^en S<^ctoc l^abeit. X>it Orbnung einer folc^en gunction 
m^ burc^ bie IStjfereng ber , Orbnungaejr]pönente|t be0 B^Uj^* unb 
OTenner« gemeffen. 
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Ul&ex.bie URenblic^ .fl^^^ß wnb un^nMidf) f (ein »er 
l&.enben ®ifp0en unfc,iiber bi.e ©.renie^i.v.jPFftn? ., 

' ; ■ ' ■ ' ' * -Sti— I*-- ■'■ 1 ' ""' ' ' ' " ' ' ' ' . • < 

I. ^(Q5^"" ("^" f[^ bennumertfi^^ttSSeisl^ cittec »er^nterltc^eti 
®tftpe Urgeßaft ivadS^fenb DorlieBt/ bo^ jerjtin^ unb «od^ gro^eiMDtfttf 
aM jebe h^nfbare ooc^ fa grofe So^O fo fagt iqan btefe>®r«'ße'a9ac^f c 
unenbItd^^DteT.'{le merbe tinenb(tc^:sr.o^> Idpt ntaii.jai^er bcn 
4ittnieripd^n SSBert^ einer Qefänberln^ieiL^ro^: fo'abnc^elo^. bap er 
ifUitur tokb/ 4)18. iebe angebbare n^^^vfpIkme'Sa^I/ o^nt jete^ gän^^ 
Ii4 iu uerfc^winbeit/ fo fagt man ^\t\t fSiti^t n^e^rae unenMtc^ 
ab/ 4)ber ftelverbe unenb{tc||| {(^ini ^ies tfl alfo «ouf oan uoenb^ 
ü^ grof 4ittb . unenblidl^ Ibtn I9erb:en1»en> ntjo^e; ober i üoit wirHti^ 
mienblK^. großen ui^ munblic^ HeineRQkJ^en bte dtebei 

3(ii6>biefen SffEiärdngen latTen.fic^.fogleic^) niedrer« SaTg^Yaiiigeti 
abUttett/ tt)oi9an bievttnc^Hgfien ^ter ;a)igefQ|irt merben fcBett.' 

i) ;2)te @umme me^eretr iinenMtc^ ivad^fenbec/j^gTric^amiger/ 
b. L mit bemfetfien 3etd^en verfe^ener Gko^ea*; ferner bie @umme ef- 
ner iptejimmer baf^affraenunsubU^ groß ii^ertenben.uäb einer .bcflan^ 
bigen ®r5ße/ tv4c^|l unfnblic^^bie^&iunmejsivei^r tineR>iK|rwact^^ 
berunglet4nan;iäer@r|3|ei)^tn^genia4^ werben/ un« 

gednbert bleiben/, wnb unenblid^ abnehmen. ..... 

2) iDie@umnte greid^naniiger'cber J^iigleid^nam^ge^ uiienblic^ ab' 
ne^menber förößen ipirb wnenbli4 ?Iä^^^ V '[ , l '. 

3) ©ad ^robuct unenblic^ grofTiverSetllber ®r6|en We'r^^^^^^ 

unb mit befldnbigen ©ropen ivdc^fl unenblic^; baa^^VobW uhenbtic^ 
Hein iver^enber ®r6pen untereinanber unb wXi bef!4nbigen @rppen 
nimmt unenblid) ab. ... ^. .- 

4) 3ebe ^otenj mit einem unt>erdnberlicf|en pofittoen SAf^onenten 
tvirb unenblic^ groß ober unenbli(|^ flein/ i'e nad)bem i^re fffiurjel un^ 
enblidSl ju » ober abnimmt ; ifi ber gjr))onent ber ^otenj negatio / fo 
fnbet bad ©egent^eil ^XoXU 

5) (Sin SBrnc^/ beffen Sd^Ier unverdnberß«^ ifl/ tvirb unenblic^ 



tleto/ JP^ott fem (Renner unenbUc^ tt>4^fl/; nn^ ttiienbUc^ %w$f mnn 
Ut dienner unenbltd^ abnimmt. 

6) Sine ®tö$e, welche uuauf^dvlic^ sUi^e/ ober fietS mac^fenbe 
Sofi^e empfängt/ mirb unenblic^ groß. 

7) Sine ^otenj a< / beren SBurjel a (e|!dnbig iil. unb größer 
aU bie (Stu^eit/ unD beren Sjrponent x fofttto ifl unb unenbUd^'jU' 
nimmt/ n>irb/ in fo fern fte im reellen 3u(lanbe. bleibt/ uuenblu^ grof. 
2)enn aud ber Oleic^ung *a« + « ssa' + a» (a" — 1) erneuet/ baf 
a* / mie auc^ ber 3ufa^/ welcher ju a"" ^injufommen muß/ ttm a^' + n 
)tt erjeugen/ md4if!/ menn man ben (iyponcnlen x fortwä^renb um u 
oergrf fert / woraua ber ju ben^ifenbe @a^ nacf^' 6) folge* 3fl aber 
ber Sjrpotient unter ben angefahrten Umfidnbeit negativ / foKVfib Me 

* 

^otenj/ liegen a— * = — , na^ 5) unenblic^ Hein. 

8) 3{i hingegen a<]/ fo rnirb bei bem uneablic^en- flMd^enbir 
yofittoen ©cofex/ bie 9>oteni a« unenblfc^ flein unb a*^ imenbßd^ 

groß. X>enn eS ift in btefem %aUe -> i/ folglich -^ eine mit x ^U' 

gUid^ unenblic^ mac^fenbe ®riße. 

9) SBenn x unenblic^ loac^ifl unb A/ B/ C/ D . ; .. « M/ N 
unoeranberlid^e ©roßen ftnb/ fo toirb nac^ 1) unb 3) Ax 4* 9 IMtenb^ 
Ii(b groß/ folglich gilt baffelbe (nad) oon (Ax-fB) x -f C a As^ 4^Bx-f-C/ - 
unb ba^er aud^ t9M . . 

(Ax» + Bx + C) X + D t=3 Ax' + Bx* + Cx +D 

« 

u. f. m. / tvbrau^ ju erfe^en ift, baß bei bem unenbifid^en 9Ba(()fen von 
X jebe ganje rationale Supction biefer oeranber(id[^en ®röße/' ibte 
(1) Ax« + Bx«-« + Cx»-« + . . . . + Mx + N 

unenbUc^ junimmt« 

Zi^t man Riebet x ))ofitio fei^n/ unb bejeic^net man ben numeri' 
fc^en 9Bert^ bea gr5ßten mit A ungleichnamigen Coef icienten burc^ G/ 
fo finbet man auf bem fo eben oorgejeic^neten SBege/ baß bie gunc 

tion (1), wenn ni^t früher/ boc^ wentgjlend fobalb *== ' +T 

geroorben ifi/ fortiod^enb bad Seichen bed ^oc^ften (Sliebed Ax» er^ 
^ilt. Z)a man ju bemfetben Stefultate gelang/ wenn man bie 3et« 
4)en aUer auf Ax*» folgenben ©Heber oerdnbert/ fo muß/ bei bem 
unenbltc^en SBad^^fen oon x/ ba9 ^oc^fle ©Iteb ber Function (t) gr6ßet 
>9frben / aH bie @umme aUer übrigen ©lieber. 
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' lo) 3(u6 %f S uiib'4 ^t^ibt ftc^/ baf eine ganje rationale ^utic 
tion \»on btt Sorm 

. Äx 4- Öx» + Cx» + . . . . + Mx«, 

beten ©lieber fdmmtlic^ mit ber ver4nber(td)en Orope x oerbunbeu 
finb/ bei bem uneiiblic^en 2(bne^men ber festeren unenblic^ Hein wirb* 
Sd tt)irb alfo and) 

Bx + Cx* + . . . . + Mx»-» < A, 
. folglich Bx» ^ Cx» + . . • + Mx« < Ax 
, iinb Jö.x»+» 4- Cx'^+« + . . • -f Mx»+»-* < Ax» j 

b« ^. bei bem unenbli^^n 2(bne^en »on x toirb )ebe^ ®(ieb einer gan^ 
)efi t^ionoiUn gunetion btefer a3er4nberlic^en gröper / aU bie @uninie 
aller ©lieber Don ben ^o^eren Orbnungen. 

II* SBenn eine t^erdnberlic^e ©roße x bei ben «erfcbiebenen S&er« 
i\fiXk$ xkMfi fte anjunei^men Dermag/ fi(|^ einer unoeranber(i(|^en ©rope 
a fo vkU^ttif baß becUnterfcbieb {»ifc^en (4iben Heiner n>irb^ aM jebe 
bentbare noc^ fo Fleine ©roße/ c^nejeboc^ ju oerfc^minben / fo ^eißt 
a bie ©renje von x. 9Bir werben biefe Söetie^ung bur(^ bie fi3e^ 
}eic^nung 

Km. X = a 
antbturfem 

®fan fann bie SRutle aM bie ©renje jeber unenblfd^ abne^menben 
®r9pe betrad^ten ; eine unenblicb wac^fenbe ©roße hingegen Idßt Feine 
©renje ^u. Snbeffen erlauben flc^ bocb b\z SRat^ematifer^ ber IBequem» 
Itc^feit u^b ^rje bea 2(u^bru(fe6 loegen^ aucb für unenblic^ wadl^fenbe 
©rißen eine ©renje ju ftngiren / welche fte bttr(b ba^ Seteben oo oor« 
fleDen nnb gerabe (u »eine unenblic^ große ©r^e« nennen. Saß man 
biefe Stebendart nic^t buc^ftdblic^ ju beuten / unb wad man ftcb b(ibet 
%rx benfen ^abe/ bebarf nunmehr feiner weiteren (Sriduterung. !Da^er 
rä^n an<^ bie (Einteilung ber ©renken vx en bliebe unb^in unenb« 
I i (^ e* SBenn w i r fagen / eine ©röße fep m, eine ©renje gebmtben/ 
fo benfen mir immer an eine oon oo oerfc^iebene ©renje/ bie aber au(b 
BS o fepn fann. 

Sßenn bie befldnbige ©rdße a bie ©lenje einer oerdnberlic^en. 
Größe X ifi/ fo fann^ man immer xsa + <o fe^en^ wobei <o eine bed 
unenblicben 2(bne^mena fd^ige ©röße anjeigt. 0(^reii^t man nun 
lim. X (iatt a / fo 1^^ nifn bie ©feid^nng 

X SS fcm. X + w. 



Sicb.x ümtt&nUtlidi ß fo muf ci^ tvot^an hie SJerdsbecItc^feit 

» . ... • ^ 

tonz abging/ =o gefegt werben* (Sd tfl «Ifo fite jebe beßdnbtge 
Qti^t c/ /im.c£=c. S)iefe^emerfuti3 bient baju^ @d^e/ tuel(^e 
für oeranberltt^e ©ripen beriefen Sorben flnb/ auf ben S<>a ju über« 
rra^eiif u>enn einige btefei} (Sropen in beßdnbige «ertvanbeU werben. 

Solgenbe Sigenfd[)aften ber ©renjen ueränber(i4)er ©ro^en vtt* 
iienenf i^rer l^dufigen 21nwenbun3en wegen/ ^ier angeführt ju werben : 

i) Sd fepen x ünb 7 oerdnberlic^e / an befümmte ©renjen ge« 
(unbene/ ©rofe«/ fo i|i ' ' 

{im«(x + y) c=3 /im.x + lim.ji 

benn finb «^/ v )>of[tt)^ ober negative bed nnenblic^en 2(bne^mend fdf 
^tge ©roßett / fo |pat man 

X = Zun. X -j- CO/ y s=3 lim,j -[- v/ 
folglich X + y s=3 Km.x + Um.j 4-: co + v. 

^er CO + 11 fann unenbfic^ ftein werben (l/ 2))/ unb babei nähert fid[^ 
x+y oj^ne (£nbe ber 0«nime. W/n.x + lim^j, ba^er ijl 

Km. (x + y) c= lim. x + Ztm. y. 

3) ®e^t man in ber fo ebeiTgefutfbenen ©lei^ung yssx/ fo 
toirb/ wenn man baa untere S^i^l^n beiie^dlt: 

Um. (x '— y) =3 o = Km. x — Km. y / 

alfo Km^y=iZim*x; ' 

b* ^ finb jwet oerdnberlid^e ©rdfen tn lebem t^rer 
3nß4nbe gleic^/ fo ^aben fie auc^ gleite ©renjen» 

3) (H ifi unter ben in 1) gemalten 93oraudfe^ungen 

Km* (xy) =3 lim^x • lim.j) 

benn bie ©leic^ungen x s=s lim.x -j-o unb y s= Km.y 4* v gebeit 
xy sss Km.x • Km.y -f- tiZrm.x + co Km.y -|- cov/ 

)tfo(ei bie 0umme ti 2im.x -|* <*> Km.y -f* cov mit co unb v {ugleic^ 

nnenblid^ Hein wirb / alfo Km. x • Um. y ala bie ©renge bea ^robuc' 

tea xy ei^c^etnt. / , .. . 

2>t^i man y = A; wöbet A eine befldnbtge ©rdfe oorfleQt/ fo 

N man . ■ • . i 

i Km. (Aix) 833 A/mt.x* 

^nf bemftfden tEBege/ w^er nna ju ber obigen ®Ieid^ttng fln^rt^^ 
ftnbet man für eitte/bfIiebigo«}(itia^ oorinber(i($er © r6f tn x/ y^ 2 • . . 

Km. (xyz. ..) := Ztm.x • Km.y .'Um^e ... * 
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y /i/a.y + u //m. y, » (/wn, y + «> /«*». y ' 

wotet ber 95ruc^ ^. — ' r!/-^^ unenbliA Kein werben fofnn / weil 

fdn S^l^rer bei bem unenblic^en 2(bne^men ^^on co unb v unenblic^ fletit 
wirbyii^d^renb ber SWenner f?c^ bem Ouabrate »on Z»m.y p^ne €nbe 
nähert. (Sd gilt alfo bie aufgejleHte gormel. 

5) Sa t|t/ wenn m eine uni>er4[nberlicl[)e 3al^I l^ebeutet^ 

Um. (x™) s=i (Km. x)", 

IDiefe ©leic^ung folgt für einen ganjen pofitioen ffiert^ r)on m aud SV 
weil man x» unter biefer 93orauöfeJung in m gactoreu/ beren jebec 
= ^ ijl/ jerfegen fann. 

8^ßt man m eine |)o|itii?e getrogene 3«|^I == - f?9n/ fo ifl, wenn 



^ 



man in ber bereit« ent^iefenen ©leid&ung x' ftatt x, unb q jlatt m fejt : 

Um. (x') =» [ton, (i?')]', 

2 1 

fof8«(§ ffm. (x') == lUm. (x')]'. 

2((>«C ea «|l Um. (x») s= (Km. x)' / U^ 

■ ■ £ ^ 

Zi/n. (x') e= (Km. x)'. 

3|t enblicff m eine ganje ober eine gebrochene negatioe 3a|^I 
ssB •— n, fo ^at man , weif ber in ber grage fie^enbe 0a^ bereit« für 
yofittoe §jr))onenten bewiefen i|l/ ^ . 



1 



t= (Um. x)— "^. 



2(bef anbererfeit« ifl 

— ÄS ! — =3 Um. I — I = Um. (x'*»)> 

alfo Km. (x-») SS (Km.x)-». 

6) SBenn bifr er})«ienf/<a ber g>o't^j, ju welcher eine unoerdn^ 
berlt^ie/ von bet (gin^ii verfc^iebeiie @r((ße a erhoben wirb/ unenb> 
lic^ abnimmt/ fo nü^tt fi^ biefe $ot«R( i^^e Snbe Ut Ohrei^e i^ 
^ber e* i|l «iii,(a") a? i. 



It 

Sa nur i" = i f«un fanti/ fo lanat w/ wie ti hin Um 93e< 
gn^t einer uneotlfc^tfUtn tiKiVettten ©rS^e Qixtt&f t)oxan^e\e^t xoitir 
von o oerfc^teben if}> fo muf a*^ 9on ber St'o^ett «erfc^ieben onöfaOen. 
SKan lotrb ba^er a" &= i -}- v fe^en/ molet v eine joofttive ober nt^a^ 

rioe3a^I tjl. 2(ber » fann unter ber Sorm - oorgef}eIIt toerbtit/ wenn 

^ eme tuienblfc^ wäci^fenbe ©rope axi^eiat / bä^er ^at man 

'■■',■.... 

1 I 
• I • . ■ *»•<' ... 



I . 1 



*»t * * • • • • r 

a SS (i + v)?*. 

1S>t#fr@iei4^tfg ttriberfjiWd^i ben am 2f »fange btefer IBotlefung m 
7 ni^.8 (eiotefrnen ^A^nnr wenn hi^t u unenbüt^ cknmxatnWSI^ 
xvMft: u«ieiib(t<^ lO&c^fl.' &6 ifl alfo t; eine mti o jugtleid^ unenbltcf» 
iAme^enbtt ®röfe/ ba^er n^egca a^ sss i -f- v^ Jim.a" =3 1« 

7) €« ifl Zim. (a») cfi:a«^«. 
3>enn fr{^ snim'x = lim. x 4- 1^, fo wirb 

»oraua bie behauptete '©leidjung Don felbjl fptgt, 

8) @tnb X unb^ ^agleic^' t^erdnberlic^ / fo ijl 

wobei fid^/ w«e in 6)/ j^tgenlajit, Jbof r- 

iBnj(lipi;x4^.c^''.^r3.i iii; e9 gilt fraj^r bie 
b($auytet^ ®Iet(||iui^\ 



• f IX * 







tl * •> 





















} 
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2) ritte ©orlefunö. 

Über bte 9tei6etT. 



© 



ine ^olge von ©rdpeti/ welche ^inftc^tltc^ t$red artt|metif(^en 
S3aueö nac^ einem gemetnfc^afttic^en ©efe^e fortf^reiten / '$etß^ ettie 
Steige. 2((d SSeifptele btenen bte aua ber 2(rit^inettf (eFannten ^rc 
grefitonen. 3ebe emjjelne btefer ©töpen wirb ein ® It e b bcr Steige 
genannt. 

X>it^UUtnf xotldtt bie ©lieber einer gtei^e eitute^men/ iverben 
mit ben in i^er nffturlt^ien Orbnitiig auf einanber fplgenben ^Mjen 
S<)^Ien i^ejeicl^et/ mld^e tuan bte3ei$er ber jage^Arigett > ©lieber 
nennt. Sßan ttt^tilt ir^enb einem ©liebe ben Seiger i / uiib baMM 
von btefem ©liebe jn ben 97acf)bargltebern.na<^ jwei entgegengefe^ten 
9ti(^tungen übergeben tanttf fe er^alteli bie nac^ifien ©Ueber in/btt 
einen SKid^tung nac^ berCrbnung bie S^igei; 2^ 3/. .4/ 5 u. f. to., 
itnb in ber anbern bie Seiger o, — i / «^^.2/ — 3./ ?-• 4u. f. w. Son 
gwei ©lieberli, beren Seiger p/ q mit SÖerücfpf^tiaung, i jjrer ajpjrjei* 
4ien^ eine pofitm 2)ijfereni p — q geben/ ^efßt jened/ bem ber SE^i' 
nuenb^p gehört/ ba^ fp&tevef unb bi^d anbere Wd f ru^efe ©lieb. 
SBenn man bloß eine begrenzte 2(n jo^l oon ©fiebern einer Steige be« 
tradl^tet^ eher biefelbje nur eine begrenzte Ynte^I wn ©Uebern goiä^f 
fo p^fg/t man bem 3(nfAngdgIiet>e / ber lek^erea ttber'/'j^t megeu/ ben 
Seiger i beijulegeu/ .jebocf) fann baff^IbA aucf^.jebep anbern Seiger 
führen. 

Sa ifi fe^r imdm&$i^; Ixe ©lieber einer Steige fdmtntlic^ bur^ 
'^enfelbftt S3it(^flaben 9or{tt jleVeR ^ »elt^m man, ber Unterfcbeibung 
liegen / bie Seiger biefer ©lieber rec^t« unten a«|4flgt 7(uf biefe Titt 
beteid^net ber Inbegriff ber ^pmbole 

.... U_3/ U«.,/ Ü«i/ Uo/ U|/ Uj/ Uj/ U4 . • . . 

^}ebe beliebige Steige/ melcbe matr ttad|^ beiben Stit^tungen^ fe weit man 
toiU, fortfe^en fann. 

Smifc^en fe jwei ©lieber einer Steige eine feflgefe^te Tfnia^I neuer 
©lieber fo einfcfialten , baß fte flc^ an bie bereite vorj^anbenen jn einer 
nac^ einem gemeinfd^afilic^en ©efe^e gebtlbeten Steil^e anfc^ließeu/ ^ßt 
bie Steige interpoliren. ;9^ie interjpolirten ©lieber ' erhalten fe^ 



(•-• • 



• • • >« 



IS 

u. mft 11.4. » / r-^i neue ®Iieber/ fo metben btej^ burc^ bte Seic^ii 

Hn-f-i/ »«4.-> On+-/ «n + i • • • «0+1=11 

■ ' • . I 

AügfUüitif an U)eldj|e fi^ bie Seicf^en On unb ja« 4. > / wegen ^ 

«o »»a + Ji «nb U« + » S5Un + L 
r 9 

frjr gut anreihen *). 

S)ad ® efe^ / »eldlied einer Steige 

(Um ©ronbe liegt f tann auf {weifac^e ütt batQtfttUt n^^rben* Snt^ 
»»eber toirb jtU^ ®{ieb ber Steige/ mt n. bnrc^ bte i^m otrange^tnbjns 
@Itebet Ui^:^!^ na_s/<ti.^3 . » • • on^gebtutft rober e9 tflii.to 
btgli<^ al^ eine Snnetion beft entf))re<i^eRben Seiger* n gegeben.. S^ 
itibtn Raffen ^eift berfAr Ua vor^nbeneKnfbrucfrbaA allgemeine 
@(ieb ber Steige; nur fagt man im erfien, ^oStr e« werbe btirc^ eint 
Stecurftou/ unb imimeiten/ e9 werbe inbe)>enbent bargefleüt« 
ZU rtcurrirenbe ^orm be0 allgemeinen (Sliebea 'verftottet fein ®Iieb 
ber Steige auf er ber Orbnung/ b. ^. el^e aEe oor^erge^enben ©lieber 
. befannt finb / ju beregnen; bie inbcpenbente ^örm hingegen bietet' je^ 
M beliebige ®Iieb ber Steige auf er ber Orbnung bar. 3ur 2^ar{leauitg 
ber gefamnUen Steige mitrelfi ber erflen Sorm muffen fo viele ber 2(n' 

I 

*) Z)ie (Sjrponenten ber Vofen$en einer unb berfet^en ^ut^tl a I5nnen aH ' 
bie ^t\%tt bee GteUen betrautet tpecben, mefi^e biefe ^otenjen in Ut 
geometrif<brn ^rogreifion 

a , a- , a» ^ a* . . . a* , a' "t" • . . . » 

einnehmen, ^((reitet man in berfelben rtIdFmdrte « inbem man jebeS 6e« 
reitd flefimbene (Bfirb burtb a t^eitf, fo er^fift mc^n bie @n<bcr 

11 11 
' a' a^ ' a' a" 

»eichen bemnacb bie Seiger , . 

o, — 1, ~a^ — 3 . * . *^n . • . ge^dfiR. 

Die i!Bur5ergr6ge Va'' ijl ferner ba$ nt« Q$(ieb bec ^tx^t, »el^e 

. oue ber angeführten ^rogreffion entfte^f/ menn 5n)if4en ie 5n>et (SHeber 

berfelben r-- 1 (Stfeber interpoUrt »erben, tbae bie Seseic^nung btefer 

11 

tBursiIgrif e burcb ^ re<(tfertiget. 



S4 

wtlJe ?(iijal^[ wiüt&xüd)et bejldnbi^er . ©copen / mlc^e in ber erflen 
titelt oorfommen unb bie ®feDe bec abgefonbert ju gebenbett 2(nfapg6' 
glieber ber Mei^e verhretem 0a tfl j. ^. für bie geometfifö^e^W« 
greffion/ beten 2(nfaug6glteb ca a / unb b^ven Quotient = q gefegt 
wirb/ ua = Un— I q bie recurrirenbe/ unb u» •= aq» — * bie inbepen- 
bente Sorm bed allgemeinen ©tiebed. Sediere enthalt bie '(£ön|!ante a, 
wtld^e in ber erfleren md)t erfcl)eitit. * ' 

2lud ber inbei^enbientetf^ormbed (rllgemeinetf (9Ii^ei^ einer Steige 
fimtt immer bit r^cucrirettbe ot^g^Uitet wetb^n^ loentt man ben iiBse' 
meinen Borger na(^ itdb^nat^.um t/ a^ 3 . , . oetmtnberl/ un)» bie 
bdbitrc^ «r|fartenen (Sleic^ngen buyc^ SBegfd^iiffung btec barfn befmbK« 
c^en iviOf ii;r(ic^en IrefldnUfigen ®ti^n in mt )uf!aotmin|iel^. 09 iiH 
iJÜd'. fbrer ©leic^nng. n» sw iiq»T.v «wrta «uirmi ~ i flotrn fe|t / 

«a:_ ^tajaq" --'•;« bÄ^r iji 






u 

n 



! q) unb u« a o^^i q^ u^ie oben« 



S^le Äufjfinbung ber inbeVehbenten JJorm'auS ber recurrirenben erfor* 
bert aber ^igent^umric^e SWet^oben. 

. 3n ber 2(nal9ftd fommen manchmal Steigen oör/ beren einjelne 
©lieber felbfl wieber Steigen finb. ä)?an nennt fle 2) o))))etr etilen. 
£)ie Sabelle/ welche man in ber ?Irit^mettf für ba^ Sin mal Sind un- 
ter ii^nt Kamen ber ^ptj^igöVifdjen S^afet^n entwerfen pflegt, ftellt 
eine i)oppeIrei^e bar. 

Bur ^ejeic^nung oSer ©lieber einer t)Qpf)eIrei^e i\l ebenfalls tin 
S&u^ilabe ^inreicl^enb / nur muf man i^m jwei'B^ig^r beilegen/ wovon 
ber eine auf bie @tetlung iiie^ etujetnen ,®(tebed^ in einer ^artial« 
Steige/ unb ber anbere auf bie^ofttion biefer^artial-diet^e unter ben 
übrigen fidf bejie^t/ wie fofgenbea ®c(}ema noc^weifet. 

^0,0/ 1o,i/ Wo^« / Uo^3 • • • « Uo^o • • • * 
"^ifOf ^1/1/ ^ii*f Ui,3 • • • • 11i,i» • • . • 
"Ua^p/ Ui^i/ Ui^,/ Ui^a • • • • U,^n •' • • . 

U3,o/ U3,i/ ^3,«/ 113,3 • • . • tl3,ii • • • • 



/ 



VLtttf^/ Uin,i / Um,«/ Ugi^3 • • • • Um^n • • • • 
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(Ol S^itn ol^ bte $arttal ' {Reihen betrocl[^et/ ana mldfen tfie X>ofpeU 
tei^ ieffe^; nur tnit^ man tte SJ^Dentung ^be6 ixuratige^nben iinb 
ttüdffQlitnbtn B^id^t^ tu bem Seichen Jebed ®(tebed gehörig feflfe^en/ 
onb tu bierer SBe^e^ung u»,» opq i»^,nh unt^d^tben. . 

lDai§ angenietne 6VIitb ctn«r 2)0}))>e(re»^e ^ n^müc^ Um,«/ H^trb 
mtweber burc^ etite SUcnrfiott auf 

ober inbe})enbent/ inxd) m iinb n auagebrucft. 3mmer aUt t{l jüt 
Sonflruction einer inbioibueneo l^oj^pelrei^e bie 2(ngabe einiger ^er er-- 
|!en ^artial - Sieiljen erf orberlic^, 

Sine Steige/ beren QUcfi^t :Dpp)>eIrei^en finb^ |^eigt eine .breu 
fac^e Steige. Sie ^eiei^niittg i^tet ©lieber erj^eifc^t brei B^ii^rwi^ 
bat nad) icm bereite (Sc^Iärten feine ^t^wimahit. 

9Raniuirbnun ouc^ leicht einfe^en/ koad unter einer t)ierfa(^en 
unb adgemein unter einer rf a d[) en Steifte ju verflel^en fe^. * 

(Sine Function bea unbefltmniten Betgera O/ fie ^eige Sn ^ welche 
bie Summe einer' ftd} niit bem ©liebe Ua enbigenben t^olge von ©Hier 

bern ber S^ei^e 

< * 

U — 3/ U—t/ U—i/ Uti/ Uj/ Uj/ U3 • • • • IIa • . . • 

angibt/ ^etgt bie u m m e n f p t m e ( ober bad u m m e n^U e b . bie* 
fer Steige« ^oü bie ©lieberfplge / bereu @umme S. ifl/ init bem 
Oliebe Uk anfangen / b« (• foK 

fe^n^ fb miif S« gTei^ Otua werben/ wenn man iia=:k~'i ftift. IDenn 
ed ifl offenbar 

So— I = Uk -|- Uk4-i 4- Uk + t + ..•• + Ua^i/ 
folgli^ (1) Sa Sa-, == Ua 

unb (a) Sa— I = Sa — u«. 

Sür nssk rebucirt fic^ bte ganje ^umme auf baa erfle ©Jfieb 
«k / ba^er ifl Sk =3 uk / alfo ocrmdg (a) 

Sk — I =is=2 Sk — Uk SSO o« 



!&ie ©(etc^ung (2) gibt/ toenn man in berfelben 

]is3k«-.i|k — 2/k — 3*..« fe Jt : 



16 

S»^« S3 8fc*^i -f toi — I = -^ Hfc-^i. 

8k-4 = Sh^a -^ Uk— s = — Xukr^i + ^k-.» .+ *>k— s) 

. \ w. f. ». 

SSenn man alfo in Ut ®uttiinetif0rtnel S» / flatt n ^ k — h fe^ff 

ff * 

ffi tf^lt man bie^umme bec h — i (SikUtf )t^el((e Um ©Ikte ok in 
ber obigen Steige ^orange^cn / mit eotgcgengefe^tem 3^'<il&im^ . 

2(aed ^ier ©efagte Idft jtc^ burc^ bie befannten ®umnirnfortneIii 
ber arit^metifc^en tmb geometrifcf^en ^rogceffionen leicht anfc^aultd^ 

machen. 

;Die ®(ei4)ung (i) jeigt/ ba^ fic^ aud ber 0ummenformet einer 
Steige i^r aUgemeinea ©lieb immer mitfelfl einer einfacf^en dtec^nitng 
tratifleaerr U$t S)te9)e|limmung ber @ummenformeI oud Um att^emeu 
tien ©ttebe^^ingegen/ tft off mit großen 0d)wierigfeiten oerbnnben. 9)?an 
nennt bie 7(uflöfung biefe&^roblema bie ®ummirung berf)tet^en. 

. SEBenn bie Summe einer 9?ei^e 

So s== Qq 4- U| »4* U2 -4^ U3 -I7 •••»•{- u« 
fp ,befcf)affen ifl/ bap fie fic^ hei bem unenb(tcf)en iS3a^fen \)on n einer 
beflimmten ©renje G ol^neSnbe nähert/ fo fann manG ald bte(^umme 
ber unenblidlien Wei^e u« + Uj + u^ + uj + k, betrachten/ unb 
G=Uo + u,-^Uji-^u3-|- iC. fe^en. SWan wirb fid) ndmlic^ bei bem 
Sufammenjd^Ien ber ©lieber biefer Siti^e^ ber ©rope G um fo mtpt 
nd^ern^ je me^r ©lieber man in 2(nfpru^ nimmt/ fo bap ber S^^^rer^ 
ioeId[)en man begebt/ inbem man G für bie Summe einer gemiffen2fn« 
ja^t ber ©lieber ber 9?eibe gelten lagt/ tutd) ?(bbition ^inreicf)enb me- 
in ©lieber fleiner gemad[|t iverben fann / aU jebe benf bare noc^ fo 
Keine ©r6fe% 

ÜRan fagt in biefem gaUe/ bie unenblic^e Steibe 

» • • " ' 

«0 -;1- Ui + nj 4- U3 + xc. 

fe9 fummirbat/ ober jTe conoergire/ unb fc^d^t bie Sd)neIIig-' 
feit ber Sonoergenj nadf) ber ©enanigfeit/ mit loelcber ftc^ bie ©ren^e 
G burc^ 2(bbttion loeitiger ©lieber ber Steige barfleOen Idf t *). ' 

— ■'■------- ■ - - ■-___ — ^ 

*).21t6 Seirpiele cont^erdirenber IKei^en rennen bie au$ ber 2(rit^metif 5e< 

f annten unenMicb focflaufenbea T^mmalfnüd^c angeführt »erben , mit« 

' telfl mtldftt man fBtü^e , teren 9^enner anbete ^actoren aH a unb 5 

enthalten, n)te a\x^ SSurjeln unt^onjldubiger ^oten|en nd^erungloeife an* 

^d^ben pflegt. 
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SRaB fielet in bft VnalyfW etnt nnUtünnU &ti$t ol6 iitt^tt 
0»/ wenn man im @tonbe tfl/ biefelbe burc^ eine conDergirenbe 9tei^e 

3ß ^gegen bte C^umme einer 8tei$e 

S« 2=s Ho + «1 + «1 + o> + • • • + "» 
iei bem nnenblic^en fffiod^fen i^on n feiner beflimmten ©renje fä^ig/ 
b. ^. »irb fie babei felbfl nnenbKc^ gro^ / ober fd;wonf t fte (wifd^en 
mehreren SBert^en/ fo bii>er^irt bie unenblic^e Steige 

Ho •}- Hl "T" Uf •{- H» -}- • • • • tc*f 

anb iß ni^t fumntirbar/ alfo aud^ unfd^ig irgenb eine ®r$pe ou9^ 
iabrucfen. 

2>i0 Seanewortnng ber Srage^ ob eine Dorgelegfe unenblic^e 
Steige tMoergtre ober bivergire/ ifioon ber grSften lEBic^figfeit« S93ir 
»oQen i^ bie ndd^ften Oorlrfnngen »ibmen. 



^ingiMfcn'^ MtAil« 9»rt«ftin(^. t 
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« 

Über bie ^ennjeid^en bet 6.on\)ergenj unb X)iJ>er* 

gcnj-MnenbUd^n* Steigern 



." : ^ r- 



l^tn aUdemetned JCennjetc^en ber Sonoergenj einer nnenblid[^en 
Steige folgt unmittelbar an^ ber iw ber i^r^eege^enl>en 93or(efung ge- 
gebenen Srridrung btefer Sigenfc^aft. *@ba eine unenbttd^e Steige 

tto + «1 + ti, -j" U3 -}-•••• + «• + «•+! + ^C. 

conoergtren / fp mup ftc^ bte 0umme 

Sb == u^ + U, -(r Ui + .,./. . . 4" "• 

■ 

bei bem unenblicben SBacbf^n oon n.einfr beflinuBttten @;r<nieO nähern; 
allein nur feiten fann man über bte Sjrtfleni einer folc^en ©renje ^urc^ 
bie 93etrac^tung ber ®umme einer enblid^en ?(njabl ber ©lieber ber 
vorgelegten Mei^e entfcf)eiben. (Sinen Sali/ in welcbem biep angebt/ 
bietet bie geometrifcf^e ^rogreffion 

a + aq -f- aq* -j- aq' +..••-{" aq» -|^ aq" + ' -|- iC 

bar« @ummirt man bie n erflen ©lieber berfelben nac^ ber befanntei» 
Sormel / fo ftnbet man : 

8« = a -}- aq + aq* +• • • + *9"""' = — -LJUli, 
wildfc ®umme auc^ unter ben formen 



i-q i—q 

nnb S« = — i , 

q— 1 q — 1 

»orgefleHt werben fann, wovon bte erjle auf q< 1 , unb bie jweite auf 
q> 1 jtc^ bejie^t* 

3jl bie pojitioe ober negative 3aM q<i, fo nimmt -^^ unenb* 

I — q 

It^ ab/ wenn n unenbltd^ wdcbjl/ ba^er nd^ert jicb S« babet o^ne 
enbe ber ©renje — ?—/ b. 5. eine geometrtf4)e/ In bad Un* 

enblicbe fortlaufenbe %rogreffion, beren üuotient 
numerif(f> betrachtet fleiner ifl ald bie Sin^eif/ con-- 
Dergirt/ uni^tpan finbet t^re ^mnu/ wenn man i^v 



*9 

jtxftt$ ®Ite^ burc^ ben Uberfdduf Jber din^tit über t§f 
rrn Ctuotitnttn tl^eilt. 

Überfieigt q bie (Sin^ett im {»ofttioen ober im negativen @inne/ 

fo mib ■ J[ ■ mit D jugleid^ nnenblii^ groß$ aber ..^«l^ ifl uni>er£n' 

^erlic^/ fofglic^ wirb auc^ S. unenbiic^ groß/ unb bie geometrifc^e 
^rogreffton bioergirt* 

®e(e man q=-|- 1 ^ fo bietet bie ^ormel Sn sb= ? . f^*T ^^u 

unbefiimmten Kttdbrucf - bar; ba aber in biefem ^aDe bie geometri« 

f(^e ^pgreffton au^ nnenblic^ oielen ®Iiebern befielt/ beren jcbe^ 
=a iß/ fo bit^ergirt fte ofenbar« 

iift man q=s— t feyn/ fo gel^t bie ^rogreffton in 

über/ wtldfe wegen bed <S(bwanfend i^rer @umme iwifc^en o itnb a 
M bii^rgirenb anjufe^en iß. (£ine uneablic^e geometrifc^e 
$rogreffion/ bereu £luotient nic^t fleiner tfl aU bie 
Sinket!/ gebort bemnac^ju ben bioergirenben Meißen. 

3(1 Uo 4" ^1 ~i~ °» 4^ ^3 ~f~ ^^* ^'"^ coni?ergtrenbe Stelle/ 
unb fejt man 

«0 4" "i + ''i + •••• + ''•=* S* 

ii.-f-i + 1I.4-« + n«-4-3 + K. = Q« / 

»obei alfo «o + «i + «» + 03 + ^^* ==^ 9» + Q« ^'f*' f^ ^"f' 
»enn man ber 3o^( n irgenb einen fjren SBert^ beilegt/ bie burc^ 
Q> oorgeßellte unenblid||e Steige ebenfalls eonoergiren $ unb {War muß/ 
»enn man bie @umme ber ganzen unenbtic^eu Steige G ttennt/ bie 
6umme ber lebteren s=sG — S. fepn* 

Z&it man n nac^ unb nad) toac^fen/ fo pirb/ ipentgftena nad^i« 
bem biefer Seiger einen gewiffen SBert^ k uberfcbrüten ^At / bie ^If' 
feren) G— Sn anfangen ununterbrochen^ fort ab^une^men / unb wenn 
n aUe ©renjen iiberfietgt/ Heiner werben/ ald jebe angebbare nocb fo 
Heine 3a^l :Dad ®Ih^ uk / welc^ea bem erwähnten 3eigerwert^e k 
entfpric^t/ ifl badjenige/ bei welchem bie (Sonoergenj ber Steige beginnt. 

SRan fte^t aua bem ©efagten / baß bie ©ro^e / wetdSie wir burc^ 
9» oorgejletlt ^aUn , unb xocli^i man bie bem Seiger n juge^orige 
Srganjung ber gegebenen unenblic^en Steige nennen fann/ bei bem 
nnenbli({)en SSac^fen oon n / wenn anberO bie Steige conoergiren foU/ 
nnenb(i(^ Hein werben mu|( S« läßt ftc^ bal^er bie 93ebingung ber 



Gonoergeni ?tner unenblt^eti Steige and) fo oufbrficfen: bte 6^ umtn • 
i^rer ipitt^eti ©lieber muf unenbltc^ flein werben. 

fSBenn bei betn unenblid^en SBac^fen oon n bie ©röfe S« fic^ ber 
®ren)e G unenblic^ nd^ert/ unb bie 2(nia^I ber bereitd {ufammenge« 
notnmenen ©lieber ber Steige fe^r grop geworben ifi/ fo fann ba$ 
^injurommen etneö ber nod|^ fe^Ienben ©lieber/ i.S.Uii^ ■/ ju Sa btefe 
0utnme nur wenig dnbern. Sd muflen alfo bie oont 2(nfange einer 
conoergirenben Steige itnenblic^ weit abfie^enben ©lieber unenblic^ Fletn 
werben / b. |^. e6 muß im gaUe ber Sonoergenj einer Si^ei^e ber aUge- 
meine 2(udbnt(f Un eineö jeben i^rer ©lieber unenbli(^ abnehmen/ wenn 
ber Seiger n unenblic^ wdc^ft. 

Cbfc^on ber SRongel biefer (Stgenfcfioft / welche man bad S a !• 
teil ber SKet^e ju nennen pflegt/ ein fic^ered %e\i)en i^rer 2)ioergeng 
tfl / fo fu^rt iod) bie 2(nwefen^eit berfetben bi^ Sonoergenj ber 9tet^e 
nic^t not^wenbig ^erbei. 2)enn bie Srgdnjung einer Steige fann un^ 
enbltc^ wa4)fen/ wenn ffe auc^ an^ unenbltc^ abne^menben ©Itebern 
befielt. 

Um ^ieoon ein 93eif))iel ju geben/ beträdj^ten wir bie fogenannte 
natdrlic^e ^armonifc^e Steige 

beren ©lieber offenbar uncnblic^ abnehmen. S&cj^dft Q» bie oben an- 
genommene löebeutung bei / fo i|l 

Alfp/ wit grof au(|> immer n fe^n mag: ■ ^. 

^" > TTTT + irb + rp- + ♦ • • + ,4' 

iolffi^, wenn man ^ie SItnner aDer ©lieber auf an er^S^t^ um fo me^r 

Q. >- + - + -+...+ ! 

^ in ' 2n • «n • 'an 

ober Qa > n . ^/ b. 6. O« > 1. 

*- an ^ a 

ee fann alfo Q» ni^t fleiner werben / aU jebe beliebige noc^ fo 
fleine &ti^t, worauf bie Z)toergeni ber Steige 

» + - + j + 7 + ic er^cüef. 



Wfflfj^ftid »on einer gewiffen Stelle angefangen/ regelmd^tg »ec^feln/ 
je U$ immer gleich oiel ))ofttioe unb eben fo oteU negative ©lieber 
^nippenmeife betfammen flehen/ fo ifl bie unenbIt4K 2(bna^me ber 
©lieber ein ftc^ered Z^üjin ber Sonoergenj ber Steige. 
Setrad^ten mir nur bie 9tei^e 

»0 — «t 4-«t — »s + ^»4 — • • • + «■ + »■ + • + "• + • + «»f 

fo ifl für ffe 

unb Q, = ^p [u«^,/— iin^.,-|-(u,^8 — ti,^4) + ]. 

92el^men bie ©lieber iia^.«/ u^^a/ n>+4 • • • • fortmd^renb ab/ fo 
finb aDe burc^ jtlammern begrenzte ^Cifferenjen in biefen ®(ei(^ungen 
l^ofUiD/ folglich fdOt ber numerifc^e Sßert^ pon Q. jtrta jmifc^en bie 
3a^(cn Uji + i unb u.^., — n^ + m; mirbnun Un^ > unenblic^ Hein/ 
loä^renb n unenblic^ mä4i|I/ fo nimmt au(^ Q« unenblic^ ab/ ba^er 
ijl bie vorgelegte Steige eine eonoergirenbe. 

Sben fo mirb ber aufgefleOte &ab bemiefen , menn mehrere pofi« 
tive ober negative ©lieber unmittelbar auf einanber folgen* 

Se ifl alfo oft eine blo^e l&nberung ber Seichen binret^enb / um 
eine bioergirenbe Steige in eine conoergirenbe {u oerwanbelm Sie Steige 

» + T + 7 + i + «• 
bioergirt/ wd^renb bie Steige 

1 — f + 7 — 7 + *c. convergirt. 

^at man über bie (Eonoergeng ober IDioergenj einer unenblicben 
Kei^eju urt^ei(en/ fo gelangt man am leicbtefien iwmZxAt, menn 
man biefelbe mit anbern / bereite al0 convergirenb ober bioergirenb 
anetfannten Steigen oergleicbt / inbem man ftcb ber folgenben dM ber 
9Iatur ber Sonoergenj unb Dioergeng abgeleiteten 04|e bebient. 

»Sine 9iei^e/ beren ©lieber von einer gemiffen (Stelle angefangen/ 
o^ne 9{ii<f ftcbt auf i^re 3eicb^n/ fammtlid^ Heiner finb/ atd bie cor« 
refponbirenbeu/ bloß mit gleichen Ztx^zn oerfe^enen ©lieber einer con» 
vergirenben Steige/ conoergirt ebenfalls; unb eine 9ieibe/ beren ©lie^ 
ber oon einer gemiffen @teUe angefangen / einerlei Seichen baben unb 
in aSegug auf bie numerifc^en Sßertbe bie ©lieber einer bioergirenbeit 
Steige übertreffen / bioergirt. Senn bie Srgdngung einer unenblicben 
Steige wirb verroinbert/ menn bie numerifcfien SBertbe ber i^r guge^S-' 
%n ©(teber abnehmen/ ober eine Störung ber früher vor^anbenen 
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Üieremfltmntuns ber Beiden eintritt ; l^ingegen n>dd(ifl biefe Srgdn- 
{nng/ )9enn bie numerifc^en SBert^e i^ut ©lieber {une^meii/ unb bie 
früher nidjt uor^anbene ©leic^^ett ber 3etc^en j^ergefleüt wirb, ^te 
erfleren ^nberungen befirbern.bie (Eonvrrgenj/ unb bie Unteren Vefor« 
bern bie Siuergenj ber Steige. 

2Da Steigen ^ in tt>eld^en bie S^idfen ber ©lieber unregelmaft^ 
ttred[)fe(n / 199^1 feiten oorfommen burften / tinb bei Um regelmdf igett 
3eid[)enmec^fel bie bloße unenblicfie 2(bna^me ber ©lieber bie &oMeu 
fitn^ ber Steige ^luper 3tt>f ifet fe^t / fp tpotlen u>ir ^ier nur folc^e 9tet^ 
^en betracf)ten / beren ©lieber mit gleid^en 3^ic^^n oerfe^en ftnb. Xit 
93ergl^ici)ung biefer Steigen mit einer geometrifc^en ^ragreffton^ mit 
ber ^armpnifc^en Steige u. b. g(. fu^rt ouf aDgemeine @d|e über don* 
9ergen{ unb Siuergenj/ ivooon bie folgenben oon Cauchy m Cours 
d'Analjse de Tecole royale polytechnique !'• partie Chap, VI 
i^orgetragenen/ für viele %&Vit ^inreic^en. 

i) SBenn bei einer Steige 

Uo/ U|/ U2/ U3 • • • • Un / Hb ^1 • • • • 

ber iCluotienf — ^ ftc^ einer beflimmten ©renje A um fo me^r «&* 

n 

^ert| je größer n mxb, fp conoergirt ober bioergirt bie Steige/ \t na^^ 
bem A fleiner ober großer ifi a(d bie Sin^eit. 

Senn auö ber 93orauafe^ung ^'m. > =s A folgt/ baß wenn 

bie ®r5ße B nod^ fo na^e an A angenommen wirb/ bennoc^ ber xm* 

merif^e SBBfrt^ ber t)iffereni -!^ — A, fobalb n zim ^inreid^enb 

n 

große 3a^I r überfc^r^ itet / fortwd^renb fleiner ^i\^\ci\ltt a(a jener ber 
SJifferenjB— A/ unb ba^e» fortwd^renb -^^^^ < ober > B/ b. 5- 

Ua-^-i < ober > Bu» bleibt/ j> nac^bem B > ober < A ijl. 3ra er# 
flen galle werben bi^ ©lieber ber JRei^e 

(*) Ur/ Ur ^. 1/ Up^,/ Ur^3 • • ? • 

fdlmmtdc^ Heiner/ unb im {weiten fdmmtlic^ großer/ aM bie correfpon« 
birenben ©lieber ber geometrifc^en 9>rogrefrion 

(a) Ur/ BUr/ B*Ur/ B^Up • • . . 

3fl nun A M^n ber (Sin^eit oerfc^ieben / unb gibt man ber ©röße 
B einen {wifd^en 1 unb A liegenben 9Bert^/ fo |^at man B> ober <A/ 
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ie noc^bem A < ober > i ^tha^t with ; aber im erfien S<^ne tft au^ 
B<i/ olfo bte ^^rogreffion (2) eine conoergirenbe'/ unb im jwetten tfl 
B>i/ alfo bie ^rogifeffton (a) eine biDergirenbe/ bo^er conpergtre 
asi$ bie 9?et^e (i)f wenn A< 1 / unb fie bioetgirt/ wenn A> 1 tfl. 

u 
u 

nu^gebtücft werben. (Sd fep co. eine pofttioe ober negative von n ab 
^angenbe / itnb bei tem unenblic^en SBac^^fen biefer B^^l unenbli^ ab 
ne^menbe ©r^pe/ fo befielt bie ®(eic^ung 



Sie Sßrbingung /im. -JLUL s=s A fann noc^ auf eine anUttütt 



«A 



Uns bcrfelben folgt/ menn man nadf unb nac^ r, r-}-i/ r4*3/ 
r 4- 3 • « . « n — 1 flatt n fe^t / unb bie erhaltenen Stefultate mit elnan« 
bei muUiplicirt : 

— = (A + Wr) (A + Wr^.») (A + W^^i) . • ♦ (A + «—i)- 

Saft man |^ier r ilnb n {uglei^ fo ina Unenblicf^e wac^fen , baf 
iit 2)iferen$ n— r unoerdnbert bleibt > fo ftnbet man (jmeite 93orIe- 
tun^II., 3)): 

ober i aa (A + v)»-'/ 

toobet V eine bei bem unenblicf^en SBad^fen t)on n unb r unenbli<^ Hein 
toetbenbe ©ripe anseigt. 9)?an ^at alfo auc^ 

Vuo s« yn, . (A + vy «. 
aßdc^fl nun n unenMic^z wd^renb r eonflant ifl/ fo wirb wegen 

• * > 

v — 

Um. v/tir s=a 2im. u," ea 1 / unb Wegen ber unenblid^en Hhna^mt 
von - unb v : 

n 



Jim. l/u« 51= A sss Um. ■ *'^ " . 

ÜRan fann ba^er auc^ fagen / eine Steige 



n« / 0| / Vj / U3 « « . Va / Ua ^ I • « • / 

n 

iri wel^Kr fi4> V^uo , tnbem n uneiiblic^ wdc^jl/ einer beflimmten 
®ni^e nd^rt , conOifrgirt Dber btttergirt/ je na^jbem biefe ©renje flet^ 
tttcobei;gr^peraM i i% 
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Ühtx bie ^ennjetd^ett ber goiD^ergenj unb X)ti>er« 

gen.$ une,nbU(|^er SRet^en. 

(3 1 1 f « t tt II g.) 



^Ote in ber Dor^ergel^nben 93orIefung nac^igen^tefniea 5tniiiiei< 
i|eit ber (Eonvergen} unb ^^toergenj einer Steige 



Auotient -"'*' ■■ ober bie SBurjelgrof e v un bei bem unenblidlfen fSBac^' 



'lo/ Uj^ Uj/ U3 . . . • U^ / 11n^.| • • • • 

reichen für ben ^aü nic^t aua/ »enn bie ©renje/ weld^er ft(^ ber 

fen 9on n ol^ne (Shbe ni^ert ^ ber (Sin^ett gleid^ tommt. VSlan bebarf 
bann neuer «^ulfamittel/ wooon fdgenb^ 0a^e eine ^toU geben, 
a) 93enn bie (Blieber ber Steige 

0) U, / U||/ Ug/ U4 • • • • Uli / Ua^.! • 9 • • 

unenbltc^ abnej^men ^ fo con^ergirt ober btoergirt biefelbe jugleic^ mit 
ber SRet^e 

(2) Us/ aun/ 4^4/ Sug • • • • a"u . • • • • 

2(ud.ber 2lBna^me ber ® lieber ber Steige (1) folgt 



UlSSSUl 

8us < 2U5 + ^'*« + ^**7 + ^^8 
tt. f. W. 



folgt 

I 



U, =«, 

au» > Ua + u, 

4U4 > U4 4* u^ + Uo -|- U7 

Suj > U3 -i"^» "f" • • • * "i* ^li 

u. f. n^. 



®e$t man bie Summe ber n erflen ©lieber ber Steige (i) asS.^ 
unb biefelbe @umme für bie dlei^e (s) ca T» / fo bat man bnrcb ^fb» 
bition ber obigen 0ä^e/ wenn man ber Aurte wegen a*— > burc^ m 
oorfleDt/ 

Tn < aSm — u, iinb T« > S,,«./ 

^ieraud Tdßt ficb nun el^ne Sßu^e folgern ^ ba0 bei bem nnenb' 
liefen Sac^fen oon n, S» unb T» entweber jugleidS^ unenbltcb grof 
loerbeu/ ober |ug[eicb fefigefe^ten ©renjen f\d) nj^eru/ woburd^ ber 
obett auagef))ro(^ene ®a^ bennefen ift. 



• • • 



60 ftnb i« 85« bie dtet^eti 

jng(ei(^ conoergtrenbe ober bioergtrenbe. Sie festere tfl eine gepmetri« 
fdft ^rogrefficn / teren Sonoergen) an bie SrfuDung ber Cebingung 
r>i gebunben tfl; ba^er conoergtrt andf bie erflere Steige nur bann^ 
»enn r bieSin^eit uberfleigt. %üt rssi oerwanbett fid[> bie erfleKet^e 
fii bie naturltd^e ^armontfc^e > + r H" t + 4 + • • « • } ^'^ ^ühtn 
ül\o pitburd) einen neuen '^eioet^ i^rer Stoergenj. 

* 3) Z>a un^ nun bie %&üc befannt (tnb/ in meieren bie 9tei$e 

*+^ + ir + ir + 
cont>er9trt ober btoergirt , fo Knnen mir und berfelben jur S3eurt^et' 
lang bed SSerl^altena anberer Steigen bebienen. 

Sfld^ert ft(^ namlicb ba6 aOgemeine ®(ieb n. einer Steige 

,^0/ ^1/ Vf/ ^3 • • • • Ua / tta .4. I • • • • 

hti bem ttnenbli^en Saufen oon n o^ne Snbe ber &ti^e --;/ fo 

(onoergtrt ober bioergirt biefe Steige / je nac^bem ber unoeriinberlic^f 
(Exponent a> ober < ald 1 ij!. Ser Sßewtii biefe« Ca^ed ifl bem in 
gegebenen d^nlic^« ^ 

2)te Sebingung 2m. u. = Um. ^ fann wegen bif^barau^TfoI- 

groben ©leid^ung 

Um, log. Ua c= a Um. log, - / 

in Yoel^er bie Sogarit^nten aua jebem beliebigen Syfleme genommen 
toerben bürfeu/ auc^ bie Sorm 

erhalten. 

4) %it ^aben untf bi« je^t mit ber Unterfuc^ung ber Sonoergen} 
ober S>ioergeni folc^er unenblidE^er Steigen befd[|4f(iget / beren (Slieber 
Au$oiaig beflimmten ®ropen gebi(bet merben; betrachten wir gegen« 
tt&rttg Steigen/ meiere nad[^ ben fleigenben/ mit ganjen ))o(Hioen (Sjr|)o« 
nenten oerfe^enen ^otenjen einer oerdnberlic^en ®r$pe x tn ba0 Un« 
tnblic^e fortfc^reiten / unb beren aOgemeine Sorm 
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if!/ wobei bie Scefficienten ao/ a^^ a^/ ^ :• » • • be|!dttbtge/ für ftc^ 
fribfl eine Steige barftedenbe/ pofittoe ober negattoe ©rößett anjeigen. 

3n SÖejug auf bre oorgelegte SHei^e fann nur gefragt werben/ für 
welche SBerr^e oon z fte conoergtre/ unb fiir meiere fie btoergtre. 

@e{»t btefe SKet^e^ tiac^bem x einen fpecie&en Sert^ ermatten ^at/ in 

«0 + «1 + «2 + «s + • • • + ^* "f" ^« + » + *^* 

über/ unb nd^ert ji4> ber Ouotient -^-^ bei bem unenbli^en 938a(^« 

n 

Jen t?on n o^ne Snbe ber ©renje A / fo tonvergtrt ober bioergirt bte^ 
felbe/ je nac^bem A<i ober A>i tjl. 

97un fnbet man fiir ben erwähnten 9Bert|^ Don x 



"»4vi _ V^i *"" ■ *• 









Um. ~i^ =5 X Km. ~^ sa A / alfo wenn man 

a. 



"« a 



lun. -^ — !■ S5 a fejt/ A =s ax/ 

fo baß eö in »etreff ber Sonoergenj ober 2)ioergeni ber Steige 
ap + ai.x + a^x*. + a$x* + •••• + »«*" + ••♦ • 
nur barauf anfommt/ ob ber befonbere SBert^/ welci)er ter oerdnber« 
lid^en ©roge x beigelegt würbe, fo befc^affen tfi, bap für benfelbcn 
ax<i ober ax>i audfdilt, 

a 

©ibc ed alfo fiir ben Quotienten -^-±-. bei bem uuenblicben 

SBac^fen t>on n eine ©renje a, fo conijergirt biefe Steige für aOe SBSer- 
t^eoon X, welche numerifc^ betrachtet Heiner f^nb/ ald -/ b. ^. {wt« 

et 

fcljen bie ©renjen — ; «nb + ^ fatten ; unb fie bioergirt für atte 

SDSert^e \)on x , welche numerif^ betrachtet ~ uberjleigen , ober auger» 
^alb ber genannten ©renken liegen. 

Dad 93er^alten ber Steige bei ben ©ubflitnttonen x = — I 

unb X = + i felb(l, muß nac^ ben früher ert^eilten SJorfd^riften 
befonberd unterfud^t werben. 

Übrigen^ ifl leii^t einjufe^en/ bap wenn eine 9tei^e von ber 
obigen gorm für einen SlBert^ oon x, j. ». x=5;i conoecgirt, |ic 
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für alTr ppfitiinn unb hegotioen 8Bertl^e oon x ^ meiere / oj^ne attf bod 
Briden 9tücfff(^t {u nehmen f ndner aU/i finb/ cotiMrgtren muffe. 

5) Sßenn {toei Steigen 



• • • 



für €tnen beflitnmten SBert^ oon x conoergtren/ fo ifl auc^ t^re @umme 
ober 2)ijferenj eine für benfelben SBert^ oon x conoergtrenbe Steige. 
Sentr ed fep V 

Sä = ao + *i* + a^x* + .*.. + a« X* 
Ta = bo + bj X + bjX» + • • • • + tn X» / 

anb bei bem unenblic^en SBac^fen von n 

lim. S« = A unb lim. T, = B, 

oobet affo A unb B bie Stummen ber obigen Steigen fär ben ertod^n« 
ten befonberen 993ert^ von x ongeigen ; f o tfl 

lim. (Sn + T„) = lim. S. + lim. T. = A + B. 

Z)a nun S» + T. bei bem unenblic^en SBod^fen t>on n on bie Orenje 
A + B gebunben erfc^eint/ fo i|1 ber aufgejlellte ®ab beriefen. 

6) SBenn bie in 6) betracf)teten 9?ei^en für einen beflimmten 
SBert^ oon x conoergireu/ toeld)et aden ©liebern berfelben g(ei(f)e 3ei' 
c^en ert^ei(t/ unb A, B i^re Summen anjeigen/ fo conoergirt bad 
^robuct biefer Steigen für benfelben SBert^ oon x / unb feine Summe. 
i|l = A B. 

Seb^n wir bie Summe ber n-f*i er|!en ^lieber bed ^robucted/ 
jener ©lieber ndmiicb/ »elcl^e bie ^otenjen x°/ x>, x* . . . . x» enr* 
galten , = P„ , fo iji offenbar P« < S» T« , wobei S» unb T« bie in 
6) gebrauchte ^ebeutung ^aben. 2)enn ta^ ^robuct S» T. liefert 
Aucb ivL jenen ©Hebern bed ^robucted ber vorgelegten Steigen/ in xotU 
(l^enx» + »/ x"4-«, x» + 5 . . • . X« erfct^inen, einige SSeflanbt^elle. 

Secner ifl, wenn m bie größte in - enthaltene ' gan^e S^^I vorflellt/ 

P« > SfcT«. Denn P„ enthalt »ejlanbt^eite, welche burc^ bie SWul» 
tiplication ber ^olpnome S« unb T„ nicbt erzeugt werben. <£d liefert 
namlid) ^a^ ^robuct S» T« ju jenetQ ©liebe von P» / worin x" al6 
Sactor fle^t^ ^öcf)fien« einen %eitanbt^tl7 a„.b.x«*/ unb biefen nttt 
in ^em ^aUz , wenn n eine gerabe Ba^I ifl. 

9Sei bem unenblic^en SBad^fen von n/ unb folglid^ wif von ixt, 
nähern ftd^ bie Summen S. ^ 8„ , wie an(^ T. ^ T« , ber 93oraud< 
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fe^ung itm&^f U^immUn ®nnitn t meiere mtt tn 6) ^ur^ A itnb B 
bejeic^net ^abeti; ba^er tio^ern fic^ bte^robucte 8n Tn unb SmT. %u 
tnetnfc^aftlic^ber®renie AB. 2(berPn tfl babet (letö {wifc^enSa T. unb 
So T„ enthalten / foIgltdSi ifl ebenfaOd Zim. P, = AB. 

®tnb bei bem angenommenen SBert^e 9on x bte 3^ici^^n ber (SXU- 
ber in ben Steigen 6) nxiit burc^ge^enbd gleic^/ fo fann man ntc^t aD' 
.gemein fagen/ P« liege jwifc^en Sn T^ unb SrnT«; benn bie ©lieber/ 
tt>e(c^e in Pn festen / f onnten in S« T« eine fubtractioe @umme geben/ 
unb bann it)4re P» > Sa T^/ o^ne ba| be^megen gerabe Pa < SmT« 
fepn müßte. €d gilt baber ber fo eben bemiefene 0a( nicbt aDgemein/ 
wenn jtcfy nac^ ber oorauagefe^ten @ub{litution eine6 befonberen SSBer- 
t^e0 (latt X, in ben envd^nten Steigen nic^t ooUig uberein{iimmenbe 
Seicffen befinben. 

traben aber bie 9tefultate/ n>elcf)e biefe Steigen für ein fpecieOe» 
z barbieten/ eine fo(c^e 93efc^affen^eit/ ta^ fte auc^/ nad^bem aQe 3^t^ 
c^en in Übereinilimmung gebracht worben finb/ i^re'Sonoergenj nxi^t 
verlieren / fo ifl i§r ^robuct eine conoergirenbe Steige ; benn ed würbe 
eonoergireu/ wenn in ben Sactoren' beafelben burd^ge^enb6 gleiche 
3eic^en oor^anben waren/ ba^er conoergirt ed um fo me^r/ wenn 
biefe Seichen nic^t überein{!immen. 

7) SO?uItipIicirt man eine unenblidj^e/ na^ ben fleigenben ^o« 
tenjen ber oeranberlic^en ©roße x georbnete Steige 

wel^e für trgenb einen befiimnUen SBert^ oon x conoergirt/ mit einem 
begrengten , ebenfalls nac^ ben ^otenjen oon x georbneten ^olpnome 

Ao + AjX + AjX* + -*^3** + • • * + AmX"/ 

fo credit man eine für benfelben SBert^ von x conoergirenbe Steige jum 
^robncte. :Senti ed conoergirt jebed ber ^artialprobucte / welche fic^ 
ergeben/ wenn bie 9?ei^e mit jebem einzelnen %^\U bed ^olpnomd 
multiyh>irt wirb/ folgh'd^ auc^ bie ©umrne aller $artia()>robucte/ 
b. ^. bad $robuct ber Steige i^tit beut ganzen ^olpnome. 

8) SBenn in ber uneublic^en Steige 

a^ + aj X 4- «zX* -j- aa X» 4- • • • • + «n x" + a« + 1 x" -f » -j- ic. 

ber Äuotient -^^^ti. ^ix feinen SBert^ »on n eine enblic^e ©r6fe A 

n 

iu uberfcbreiten vermag/ fo ifl bei bem unenblic^en 2(bne^men von x 
Um. (bo -j. tjX + «1^* + . . . m ii\f.) =,ao. 
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2Xno unttt tK^tt 930«M#f(|iNig t^ 

Bt ni^t > Aai/ a^ ntc^t > A a^/ 84 ni^t > Aa« • • • . ^ 

As tii^t > A^ai / a« ntc^t > A^a« / 

trab alfo an^ 

b. $. 84^ + a^x* 4- a,x> +. . . ntc()t>ajX'p-^ , 

t9€nit uimlidf ^ < ^ angetiomtoieit mtrb/ ^amit bie geotnctrtfc^e ^ro« 

jrejfion 1 + Ax + A*x* 4- -^'^^ + • • • • conoergfrt. 

Tlhtt ^*\ tttmint mit x {ugletc^ unenbltc^ ab / folglicff auc^ 

a|X -j- «1** + «3*' + • • • •/ 
ballet gilt bie oben aufgefieüte ©Icid^utig» 

9) 3ft fu( <iO^ unter einet gemifTen ©renje fle^enben fßert^e 

von X 

»o + f»iX + a4X» + *. . .. = bo + b,x-|-b4X»'4- , 

fo ^t man ao=bo/ a,ssb]/ ^sSisbii u. f. m. Senn bie ®xtnitn 
beiber ^l^eile'biefer ®(eic^ung fdr bo6 unenblic^e 2(bne^men von x finb 
gletdSi/ ba^er ifl aosbo/ folglich auc^ 

ajX -f- a^x* + • • • = b|X -|- '^a** + • • • 
nnb a^ -f* *i* + • • • "^^ ^« "f" ^1^ 4- • • •/ 
t9oranf ivieber berfelbe 0(^lnp )>ait / u. f. w. 



« 
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Über bie ^ennjetti^en ber 6ont>ergenj unb2)iöer* 

getij unenbltd;er Sl^ei()em 

(5 ? r f f e ft M n g.) 



®au 



ß l^at in ben Gommentat soc. reg. scient Goliingen" 
m recentior. toL IL in ber 2lb^anbTun9: Disquisitiones generalet 
circa seriem infinitam etc. Sect« 3. ^id)ft It^ic^ttge ®d^e über büd 
@tetgen unb S^Den/ unb über bte (Eonoergenj unb Z^tDergenj ber Stet' 
l^en )>orgetragen / mit beren 2fudetnanberfe^uns wit «n^ in gegento^r« 
ttger SSorlefung befc^aftigen werben« 

97e^men n>tr an / ed fep bte unenbli^e Slttify^ 

fo gebilbet/ bap ber ^Quotient 

tfl/ wobfi bte Soefftdenten A^^ A^/ A, .... a,/ ^i»/ aa ... • 
t>on n nic^t ab^dngen / unb fe^en wir ber ^ürje it^egen 

n>» + Ain'»-« 4- Ajiii^-» + . . . +Ä||B=P 
n^+ *^i^^""*. + ^z^^"* + ••• + «11==?/ 
fo bieten fic^ folgenbe Betrachtungen bor: 

i) 2)a bie ©lieber Uq/ Ui/ u^ .... ber vorgelegten itnenbli« 
c^en Steige ^ier offetibar aU oerfd)ieben gebac^t n^erben / fo f onnen bie 
^olpnome P / p t)idS)t ibentifc^ fepn / ba^er ftnb auc^ nic^t fdmmtlicf^e 
Sifferenjen A^ — a^/ A, — a^/ A, — a^ . • • . gfeic^ JKuU. €d fep 
Ag — ag bie erfle md)t verfc^winbenbe berfelbeu; fo ^at man 

P— p=(Ag— ag)ni»~8 + (Ag^., — ag^,)nJ»-«-« +... + Ah — aii. 

SBei bem unenbli^^en SBa^fen ^on n werben bie ©ropen P/ p 
))ojttiO/ unb bie 2)ifferen{ P— p erhalt baö Seichen oon Ag — ag , ba« 
^er wirb P>p ober P<pr folgli^ aud) Un^,>Un ober ii«-|.i<u«, 
je nadl)bem Ag — ag pofitio ober negatio tfl. 

3|l alfo bie erfle ber uon o oerfc^tebenen unter ben Z)ifferenjett 
A j — a,/ Aa — a,/ A,— a, • . . pojiti»/ fo ge^t bie Slei^e u^, u„ u^ u, . . . 
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|ttte|t gmt0 in eine fletgenbe Ader ; ift aber bie et\»&^ntt Stfferen) he« 
gafio/ fo enbtgt ftc^ bte Steige in eine fadenbe; unb batet erhalten i^re 
@b'eber fdmmtlid^ baffelbe Seichen. 

^) Ob aber bte ©lieber ber oben betrad^teten 9tetbe bei tiefem 

Steigen ober Saßen unenblic^ groß ober unenblidS)' flein loerben fönneo/ 

oter ob fte babei an eine beflimmte ©renje gebunben finb/ bieß ^dngt 

Uoß oon ber Sefc^affen^eit ber S)iffereni ber (Eoejficienten A^^ a« ab* 

Unterfuc^en n?ir oor ber ^anb nur ba$ ^er^alten ber ®xi^e 

k 
11. 

üü = — / wobei k eine ganje poptioe 3a$I anjeigf, »ij^nb bem un» 
enblic^en SBac^fen oon n. Xet /Quotient 

worin bloß bie erflen jwei ©lieber ber ^^otenjen P'' / p'' rtit ^wlfe be* 
au^ ber'2(irit^metif befannten binomifc^en &e^rfa|e< für ganje yofitioe 
S;ponenten entwicfelt worben ftnb/ b. ^. ed iß 

*^. ~ n""-^* + (li a, + 1) B***" + . . . / 

3fl A« — ai eine pofitm ©röße/ fo fann man bie ganje )fo[{tm 
3a^I k immer fo wallen / baß bie S^iffe^enj 

kAj^ — (ka, + i) e= k (A^ — a») — i 
einen po^tmn SSert^ erhält/ unb bann ifl man vermöge i) berec^i« 
get {u fc^Iießen^ baß U. / toenn n unenbUcf) iodcf)fl^ iule^t and) fort* 



k 



t^ä^renb junimmt* 21ber Ua es — fann^ wenn ber 9[Ienner n un« 

enblic^ groß loirb/ gar nid^t in ben Suflonb bed SBaci)fene gefangen/ 
)9enn nid^t aud^ ber 3d^(er u^ unenbnc^.junimmty ba^er muß eben« 

foQ^ Vu|[ ober ua unenblic^ groß werben. 

3|i alfo Ai — äi fopthf fo mac^fen bie ©lieber ber Steige 
^0/ Ol/ Ui • . • un « • • {ule^t in ba^ UnenbTic^e. 

3) »etra^iten wir auf biefelbe art bie ©roße ü. = nu|| , wo« 
tei k eine ganje ))ofitioe 3abl t>orfleat / fo ^aben wir 

U. n*^-^' + ka,n***^ + 

3jl Aj — ai negatio/ fo fann man k immer fo wallen, baß bie 
Sifferenj kA,'+i — kaj = i— k(ai~AO negatio auöfallt, alfo 
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nad) i) bie ®ti^e U. (et Um unenblt^en SBa^fen tion n forMd^retib 
Abnimmt 2(ber U. es n n|[ tann ^übet nur bann Heiner t» «werben an^ 
fangen/ wenn^ n^, alfo auc^ u. nnenbli^^ abnimmt« 

3fi bcmnac^ A, — ai negotio/ fo werben bie (Slteber ber Steige 
Vd/ Vi/ ^2/ u, • • . Ua • • . jitle^t unenMi(^ flein« 

4) 3fl A| — ai s o / fo nd^ern ftc^ bie ©lieber ber Steige 
Uo/ Ui/ Ua/ u, . . ; Hb o^ne Snbe einer befltmmten ©renje. 

Unter ber ^orauafe^ung Aj — a,sso ftnb jwei %&\le möglich; 
entweber ed n^irb bei bem unenblic^en SBac^fen von n, u» jule^t fort' 
tt^d^renb großer/ ober fortwä^renb Heiner. fGBelc^er oon beiben ^&U 
len @tattftnbe/ mtrb nac^^ i) entfc^iebem 

3m erjlen SaOe/ wenn namlid^ bie vorgelegte Steige eine flet« 

genbe tfl / nehmen wir bie ©rope Ua e=3 ( --^ } n. gu S^&lftf tobbet 
k bie frühere %ebeutung ^au 
& tfl ber Ottotünt 

unb babet fann man b fo wallen/ ba0 bie S^ifferenj A^-— k — a^ ne* 
gatio wirb/ folglich U^ bei bem unenblic^en fEBad^fen oon n (ulebt fort- 

wd^renb abnimmt* 21ber ea ifl ( ;^~7j-) «» ober U» > u« / unb u. 

toä^ft ber 93orau6fe^ung ju ^ol^t / wenn n unenbli(^ grof wirb/ folg* 
lic^ fann ua eine befiimmte ©renge nic^t uberfc^reiten. 

3m {Weiten ^aUe, wenn bie vorgelegte SRei^e eine fcHenbe ift, 
feje man ü» = f— — J "» / f» ^^^ man 

Stimmt man k fo an# bo^ bie £)iffereni 

At — (a» — k) SB k + Aj — a» 
yofitio audfdat / fo muf U» bei bem onenblic^en Sot^fen oon n {U' 
nehmen; aber bie ber OSoraudfe^ung gemd^ abne^menbe ©rjf0e u. ifl 
bttbei flet« groper a(d U. / folglich ifl n„ bei bem unenbTic^en Sac^fen 
oon n an eine bejlimmte ©renje gebunben« 
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« 

5) 9#nben mir bie ^ter ittoieftnen @4|e mit ® a ii ß auf» 

gp ♦a(a+i)ß(ß+i) a(a-f i)(a-f 2)p(P+i)(p + ^) 
'' i,y' 1 . s . y(y+i)' 1 . a . 3 . 7(7 + 0(7 + »)' ^^' 

an/ fo ^a(en tt^ir 

a(a+i) (« + P-- OPCP + !)■>. (p + n--i) 

»♦« n. 7(7+0-.(7 + a— 1) 

ft (g+i) > . . . (g+n— i) (g+n) p (p+i) . . . (p^^n— i) (p+n) 

""*■' I . a . . . . ft • (n+O7(7+0.--(7+n— i)(7+n)' 

foUUA ''■•^' — (« + n)(P + n) _ n^ + (« + P)P + gp 
WSm „^ ^i+n)(^ + n) n^ + (7 + ')n + 7 ' 

®inb alfo a, ß, y feine ganjen negattuen 8a^(en/ bamit bie 
9?ef^e meber abbrechen/ noi) bur(f) (Sli^bet/ beren 97enner es o werben^ 
eine Störung erteiben fann / fo mac^fen Hz. (Stiebet ber angefuJ^rten 
Steige ttnenblic^/ wenn a+ß — y — i pojieiv ijlj fle nehmen unenb-- 
Itc^öb/ wenn o-f-ß— y— » negatioijl; ffe nd^ern ftd^ fortwd^renb 
ein« beflimmten ©rente / wenn « + ß — 7 — ' =5 o ifl, unb jwar 
»ac^fenb ober abne^menb/ je nac^bem aß — y {)o|ttio ober negatio 

®e^e9 totr ßB 1 / fo ffnben mir^ baf bt€ ®Neber ber Steige 

g g(g+ i) g (g -[■■') Xg + g) 
*' 7' 7(r + «>' 7(7 + 0(7 + 2)' ^^*' 

n^enn a^ y feine ganjen negatioen S^^^I^n jtnb/ unenblid^i wod^fen/ nn» 
en^(icf) abnehmen/ ober an eine bejitmmte ©renje gebunben ftnb/ je 
nac^bem a — 7 ))oftHo/ negatio/ ober =0 if}^ 3m. testen SaDe mirb 
offenbar jebed (Slteb bei^ SHet^e = u 

6) i8ei ber bia^er betrad^teten Steige Uo/ u,/ n, • « . . fann oon 
ter donttergen) nur bann bie Stebe fepn , wenn A^ — a, negah'o x% 
weil oon biefem Umjlanbe bie unenbli(^e?lbna^ie.ber ®(ieber ab^dngt.- 
^üein e$ wirb {ur Sonoergenj biefer 9tei|^e nberbieß noc^ erforbert/ ici^ 
a,-*Ai bie (Einheit uberfietge. 

3fi a« — Ai ntcf)t großer aTd i/ fo fann in bem CLXxotxznUn 

(n~h+i)u^^^ ,,i»H-«,j.(A,^k+i)n''+ (A^-^A,'(l(---i))n''-'+... 
(n-k) u, ~n»'-^'+ (a, — k) n** + (a^ — a,k)n'*-"' + . .. 

^i( SAUie )>ofttioe 3a^I b (welche ^ier ubrigend nur bann not^ig ij}/ 
n)enn A, — a, + 1 = o fepn foHte) immer fo angenommen werben/ baf 
^'^ I^ifferenj ber (Eoefftcienten oon n^-* / ndmlic^^ 

k (a, — A,) 4- A, + A, — a»/ 
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einen fofttmn 993ert^ erhält X>aUi mth, tvenn n nnenMtd^ to&d^fl, 
fobal^ btefe 3a^I eine getvtffe ©ren^e p überfliegen ^at/ ber obige CUio« 
tient fortwd^renb |)o(ltie unb > i fe^n (oergl. i). 3fl r eine ganje 
fofxtm Sa^lf totld)e k unb p übertrifft/ fo it^irb für ade fßert^e von 
n / we(d[)e nic(;t f leiner ftnb ala r ^ um fo me^r 

;^ r-; > 1, alfo 

Mn-fi > (r li)Ur . 



n — k-J- 1 * 

®e^t man n=r/ x-^-i, r-}-a • • • •/ unb abbtrt man oDe 
9{efuUate/ fo ergibt fic^ 

baS (r — k)^< ©lieb folgenbe Srgiiniung in ber Steige 

folglich eine broergirenbe Steige > ea bioergtrt alfo auc|f 

ttnb ba^er auc^ ü« + "i + ^z + «3 + ^c- 

7) Sil a,— Aj>i , fo Wgt flc^ auf biefelbe 2(rt wie in 6) iei-» 

MXit baß ber Cluotient — : — ^^±1 — , wobei k pofttio «nb Heiner 

alöaj — A, — i angenommen wirb / für alle SSBert^e oon n, welche 
eine gewjffe ^al^I (i überfc^reiten/ ))ofitio unb Heiner ald bie Sin^eit 

fepn muß, folglich ift »ejug auf biefe SBert^e Un^ , < f"" ""' «• 

gefegt werben fann. gö fep ^ier na^ unb nac^ ii=:r, r-f-i/ r+a.,.., 
wobei r gr6ßer atö k+i unb p gebac^t wirb, fo ^at man 

^ i^k— I IN— Ic . r— k+i 

Ur + i <; j U, , U,-j..< -— Br^.,, II,^3< ^ . ^ Pr ,^. i /K»/ 

folglich 
unb 
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Man ip 1 =: -I : 

r — k — *_r— k — 1 (r— k — i)(r — k) 

T~, k ■ "! kr 

( r-k-^i)(r-k) (r-k— 1 ) (r-k) (r-k-i ) (i— k) (r— k+ 1 ) 

■ ■ ■ ■ ■ I ■ ■ ■ ■■ ■ SSS ip ■ I - I 1 ■ ! ■■■ ■■■> iii »* 

r(r+i) kr kr(r+i) 

n. f. w. / mtl^ ©bt^stngen man letc^t noc^ belieben weiter fortfe^en 
fonn/ folglich ühtt^auift 

^ I r-k— 1 (r— k— i)(r-k) (r^i<_|)(r-. k)> . . (r^k+t—i) 

*'+' r "^ r(r+i) +•-+ r(r + 1) . . . (r + t) 

r— 1 (r — k~~i)(r--k)...(r-*k-f t) 

"^ "T kr(r+i) .... (r + t) 

9Bdd[^fi t unenMtc^^ fo nimmt Ux 95tudf 

(r — k) .... (r-~k + t) 
T (r+l) ' 

m man au^ bem 2<en asetfptXe in 5) fle^t^ wntt man bafelbft 
a=r — k/ /=r fe^tr unenMtc^ ab/ folglich ^t man 

, r — k— i , (r — k— i)(r — k) , r— i 

' r * r(r+i) ' k 

unb ba^er 

r — I 

worand bte Sont^ergenj ber vorgelegten Steige erj^eUet. 
8) X>ie fXeibe 

1 / — / ; ; JC. 

1.7' 1 . a . y(y+i) 
cpnwatrt olfo nur/ wenn a+ß — y ncgatio tfl. 
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über bie @ntn)t(f elung ber Functionen in unenb^ 
Ud)e S^lei^en/ unb über ben binomi{(^en Se^rfa^* 



^^5^"" ^i"^ ^^4 ^^" fletgenben ^ mit ganjen pofitmn dxpo' 
nenten oerfel^enen ^otenjen einer oeranberlic^en ©röpe x georbnete un« 
enblid^e Steige 

00 + a, X + ajX* 4" *3 3t' + • • • . + »n X* 4" ^c. 

für aQe jmifc^en beflimnUen ©renjen/ }. SB. — A unb-f-^ liegenbe 
^ert^e oon x conuergirt/ fo fann man i^re @umme/ welche t)on bem 
iebedmaligen SBert^e ber oerdnberltd^en ®ro^e obban^tf bur(^/(x) 
oorpteUeö/ unb ba^er für alle SBert^e bed x, oon x==: — A bi« x=i-f- A 

/(x) =3 ao + a^x + «i^t* + aaX» + :c. 

fe^en* SJRan fagt in btefem %aVt / bie unenblic||e Steige fe9 bie S n U 
» i cf e I tt n 9 ber gunction /(x). 

Siefe Sunction I4pt ftc^ auf feine anbere Ztt in eine na^ ben 
fleigenben 9)oten jen ber oeranberlici^en ®röße fortfc^i^eitenbe Steige oer^ 
manbeln. Z)enn fe^t man für alle SSBert^e bed x/ oon xss — B bia 
x=4-B 

/(x) = bo + b.x + b,x* + bgxs + tcr 

fo ifl für aDe innerhalb ber angeführten ©renjen 

x = — A . x = — B 

x = 4-A x = + B 

iugleicb liegenbe Sßertj^e t)on x 

ao + aiX + aiX* + a3x3+.... =bo + biX + bjX»4-b3x3 4-...,, 

folglich bem in ber fünften aSorlefung 9) ©efagten gemdp : 

aö = bo/ ai = bj/ a, = bj tc. 

Sie SScmanblung ber gunctionen in conüergtrenbe Meißen mac^t 
eined ber ^aupf gefdl^dfte ber analppa au^ , i<x man in ben raei jien 
. Sdllen genSt^tgt xoiti, wenn ed ftc^ um bte »ered)nung bed SBect^e$ 
^anbclt/ welchen eine giinction für gegebene SSBert^e ber i^r jum 
©runbe liegenben oerdnberlic^en ©roßen erbdlt/ ju unenblid&iin Wer* 
^en feine Sufluc^t ju nehmen. 
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^an^mal hieUt fl(|^ 4u4 idi umgefe^ru ^tohUm bar/ ttäm« 
Ii(( >fV Sunctton ani^gefien/ au^ mld^et eint oorgekgte Steige ent« 
frrmgt 

SBtr moHen ^teoon in g(gentt>4rttger 93orlefutig ein SSeifpiel vor« 
tragen/ xoohei wir jugletd^ Gelegenheit ftnben merben^ oon ben 
früher ert^etlten ERegeln über bie Sonoergenj ber Steigen ©ebrauc^ ju 
machen«* 

2(ud ber (Srementar « SKRol^emattf ifi ftefannt/ baß iebe ^ot^n} 
eined Sinontd i-f ^ mit einem ganjen ))ofttioen Exponenten m bur^ 
bieg>otenjen x, x», x« . • . ; x« mittelp folgenber ©Uic^ung -(bet 
ttnomifc^e Se^rfa^ genannt) auagebrucf t mirb : 

(1 + X)- = I + mx + °^"-'> X* + 'n('"-0(m7-a) ^3 

in(m — i)(m — «)(m — 3) ^ , , '• , 

4 ^ — — 5—^^ 7— X* + + mx«-* + X«. 

Sie Soefficienten ber^^otenjen oon x/ we(4ie bie S^ini^mial- 
Soefficienten Reißen / ge^en aM ber allgemeinen gorm 

iii(m — i)(m — 9) , . . . (m — (n — i)) 
i.a. 3«..«.. n 

(eroor/ loenn man na^ ber Orbnung n£=3i/a/3/4««.«m 
fe^. 9fltmint man n > m an / fo ergibt fic^ bie . SRuDe ate Stefultat* 
Zu tebeamalige SEJert^ tnm n iß jugleic^ ber Sjrponent ber mit bem 
berechneten Soefftdenten Derbunbenen y>oUtn A^on x» 

Z)ie ^otenjen x" unb x°>-° / beren Sjrponenten fi^l jur @umme 
m ergangen / ^aben gleiche Soefficienten» ;&iefe ftnb nämlic^/ ber an» 
geführten %otm gemap : 

m(in — i) (m — ?.)•.. (m — (nr— i)) . in(m — i)(m — 5!)....(n + i) 
uno ,. : * 

93ringt man biefelben auf ben ^emeinfc^aftlic^en Otennet 
i.2«3«.«.]i.i«3«3..«. (m— ^n)/ 
fo erhalten beibe ben 3ä^(er 

1 . 2 . 3 . . . . (m — a) (noi — i) m / 

unb fmb ba^er einanber gkidE). 

2)ie Steige 

, , m(m--i) , , m(ra— i) (m — 2) 
1 4- m X -4 X* + ; — ^ 

m(m— i)(m — 9)(m — 3) , 

.^ X* -f- :c. 
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fann aber üü^ unter ber 9}oraudfe|ung betrautet werben/ ha^m 
feinen ganzen f^fitmn SBert^ tr^dlt/ tn tveldliem S<iD^ fi^ offenbar tu 
ba0 Unenblid(|e fortlauft. 

4l3eseic()nen wit bie €oefftctenten ber ^otenjen oon x in btefer 
Steige / ber ^urje wegen ; buvdl^ bte ^^mbole 

(T), (T)/ (3) .... u. f. »./ 

tnbera toit aDäemetn - ^ a 3 — T^ n ^^^ ("/ 

t^orßeHen/ fo ^aben wir 

(m \ ^^__ m(m — i)(m — 1). .. .{m — (n — i))(m — n) 
n,+ \) I . a . 3 B ! (n+i) ' 

aHo — 7— — = : — = — -^ . 

(") "+■ .+; 

95ct bem nnenblt^en SSa^fen bei 3etgera n tmrb 

(«) 

et convergtrt ba^er bte t^orgelegte Steige für aDe SBertj^e t)on x / welche 
innerhalb ber ©renjen xe= — i itnb x=:-j*i liegen/ unb fte bioer* 
gtrt für alle außerhalb berfelben beftnbltd^en SBert^e. 

2)a6 93erl^aUen ber SKet^e für x=+ i ift nad^ ben tn ber \edf$^ 
ten {Qorfefung oorgetragenen Sej^ren ju beurt^etlen. 

3fl X =-|- 1 / fo ge^t btefelbe tn 

•+W + (a)+(?)+--+(n) + („?.) + - 

Über. 3)« nun im Cluotienten 

/ m \ 

Vn-f 1/ ^_^ n — m 

7^) ^^+^ 

bte Z)tfferen) ber mit n oerbunbenen ©lieber — m unb -f i/ ndmlic^ 
— m— 1 für aOe fo\iti\>en SBert^e oon m, unb für alle negatioen 
SBSert^e oon m, welche bie Sin^eit uic^t erreichen/ negatio auöfdllt; 
ferner biefer fiuotient, fobaIbn>m gmorben tfl/ baa 3eic^en — 
erJÄIt , «nb beö^alb hie Seidfeen ber ©lieber ber Steige ju ive^fel» an» 
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fany»/ fo ccnpitiiH bUftiU gemtß/ foland^ m feine negaftoe; tte 
gio^ uberfleigenbe 3a^I i^ (6. SHorlef. 3)). 

€ie|t nuin ferner xss^i, fo H^At man bie Steige 

'-(") + G)-(s) + -.:--;-±(:) + U,)±- 

An« b<m Attottenten — "^ ' ■■ s= ^I — ^ er6iürt (6.53otI. 7)")/ 

± (?) ''+•'• ^ 

bflf Mtfelbe nnc bann conoergirt/ wenn m einen )>o{ttioen SBot^ («* 
fimuU, 

SS entfielt njin bfe StAd«/ we^c^e gunctfon »op x bnrt^bte Steige 

» + (?)M-(T)x«+(^)x« + ..,+ (^^)x.,+ ,e.,, 

toeno m feine gonje ))ofltti>e 3<^^I bebeutet ^ tinb x.iwifc^en — ^ unb 
4-1 Hegt/ oorgefleQt »erbe?. 

SBir werben btefe Stage burd^ foIgenbeSettadl^tungen beanttoorten. 

Se^en wir bloß auf ^ie SBilbung ber. t^orgetegten Steige Mt ber 
Sa^Im/ unb fe^(n toit 

/(-)-.'+ (T) X + (r)^+ (?) X' + ...... ., 

fo^aben wir^ wenn m na4 unb nac^ ina, ß, y, ö . ^ .. uberge^^ 
n^obei btefe SSuc^fiaben wa0 immer für Sagten anzeigen / 

/(7)= »+(?)« + (][) »^+ß) -' + ..• • 

u. f. m. 
2)ad ^robuct biefer Steigen / weld[;e6 / wenn x bie oben enoä^n' 
Uli ©renken nic^t überfc^reitet/ eine conoergirenbe 9tei^e oon bergorm 

fe^n muß/ wirb aud ben Säulen a, ß, y, d . . « . nad^ ben ©efe^en 
ber 9)?uItipIication auf einerlei 2(rt gebtibet / mte auc^ immer bie SSer^ 
t\t biefer 3a^Ien bef(||affeH fepn mögen / fo ia$ ed ^inreic^t/ bie f&iU 
bung biefed ^robuctea für ben SaD ju fenneu/ wenn a,ß,y,6.^.. 
»nbeflimmte ganje pofltit^e Säulen oorfiellen ; um im @tanbe ju fe^n^ 
iajjelbe in aDen übrigen ^dflfen anjugeben. 



• • • • 



• • • 
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o^ne wirflt<^e 9}2nUqi^Itc<ttwn fpglei^ ^nben / wenn mau Ubtntt, ba$ 
unter btefer SSorauöfe^iuig j 

/(«) = (. + x)«, /03) B= (i+x)?, /(y) = (i'+x)V . 

/(«) ./(ß) -/(y) ./(^) .". • , =^ (i+x)«+ß + v+8+-- 

2(ber in fo fern a, ß, y, 6 . . ^ \ Qan^^ fofitm Sa^Un pttlbt cfl 

bo^er ^äben wir bte ^etd^uns 

/(«) -/(P) -/(y) '/(^) • ••=«=/ (a+ß+y+ »+.-..)/ 
welche aud bem ot^en angeführten ©runbe ntd^t bto^ auf'^an^e ))ofitti>e 
SDSert^e üon a, ß, y/ . . : eingefc^rdnft ifl, fonbem alfgemein giff/ 
biefe @r6pen moQcn wae fninfier ftir anbere SBert^e erhalten. 

Sd fep nun a=ß=:)'=ds=..«.ic. unb bie 3(njä^{ biefer ®r9' 
pen s=sq^ wobei q.eiue 9anie,))ofttioe 3a^I oprßeDt/ fp pejpwanbelt ft(^ 
obige @(eic^ung in 

t 

woraud /(a) SS [/(q«)]' folgt. ?afl«n iwr $ier a sc £ fepn, »0-- 
bet p ebenfaDd eine ganje ))oftttoe 3a^I anzeigt/ fo ^ßUn xoit 

Zürn in fo fern p eine ganje |)ofitioe Baj^I bebeutet/ tft 

/(p)=:(l+x)^ 

folglich befielt bie ©Ut^ung 

ober wenn man ftatf /^?^ bie bnrc^ biefea Seichen oorgefleffte 9?ei^e 
f(^reibt : 

* "^ (?) '^ + © *' + (1) *' + ••• "=' (» +^)'/ 

worin x olle iwtf^en — i unb -f- 1 liesenben SSJerf^e ^«fwn bArf. 



• • 
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jB welcher man gelangt/ wenn man iflo^ ^aö ^robuet (tveter Steigen' 
^er oorgelegten Sorm auffüllt/ «"^ (<$<» t6it'as=mf ßt=s — m, fo 

/(in)./(-m)=/(o). 

2rt€t /(o) =i + (l)r + (°) X» + g) X» + • . 
rtbocirt fic^ blop'auf bad erf)e ©lieb i / ba^er tfl 

/(m) . /(-m) a 1 

nnb /(-m) =.-^ = [^'(in)]-'. 

3fl m eine ganje (»ofittoe 3a^I / ober ein ))offtt«er 9ni(^ f f» Iß 
bem hettki erhaltenen 9tefu(tate gem4P 

/(m) s= (i + x)-, 

ba^r ^aben wir au(^ 

/(-m)«(i+x)— . 

Sd befielt alfo ftir jeben ganjf n ober gebrochenen/ ))oftttoett ober 
negatioen / mit ber Stn^ett commenfurablen SBert^ Ui dxpontnUn m 
bie ®let(^ung 

O + x)-= , + (») X + (^)x*+ (^) X« + «., 

ipeI4ie aber f wenn m f eine ganje fofxtm Sa^l tjl / nur für bte inner« 
^alb ber ©renjen — i nnb + 1 Itegenben SBert^e oon x jugelaffen wer« 
ien fann. 

Cafen wir m eine oerdnberlic^e contmenfuraMe S^j^I f^9n/ welcf^e 
ftc^ ber incommenfuraMen 3o^I /» o^ne Snbe nähert/ fo ift ms/t-f-co/ 
wobei CO fl^ im Suflanbe bei^ unenblic^en 2(bne^men9 beftnbet/ unb 
wir ^aben 

®e^en wir oon ber oerdnberlic^en 3a|^lM+<^ Quf ^(i^^ ©renje ;i 
^ über/ fo erhalten wir offenbar 

(i+x)l^=.+(l^)x + (^)x^+(g)x3 + K. 

S^ ift alfo ber binomif^e Se^rfa^ fiir jeben SBertj^ bea Sjr))onenten be- 
wiefen« 
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0e^eR wir - fiatt x, unb fflulttpltctren tvtc UiU Z^tiU tec 

t 

©let^fting mit a^/ fo ergibt ftc^ 

t9o(et X tm 2(Dgemetnen jtoifd^en — a unb -|- a faQen muf • 

» « 

2(u4l ift au4 bem früher ©efagten etfid)tl\^f baf bie ©leic^ung 

(.+.)" = »■ = . + (T) + (-) + (^) + K. 

für aUe fofitwen SBert^e t^ott m unb für alle negatmen / bte din^tit 
ni^t uberfleigenben SBert^e btefer 3o|^I/ j^tngegen bie ©leic^ung 

<—)■ = <>='- (?) + (r)- (3) + «• 

nur für pofitm SBert^e von m befielet. 
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2(c^te Sßorrcfurtö, 

Uhtt bte @ntt9icf elung ber @]cponentiaI«®ro$en 



-^u9 ber (tt^eiten ^orlefung tfl (rfannt / bog bte ^otenj 

t 

m mclc^er o unb i> unetiblic^ übne^menbe @r6f eit bebeuten/ }ebe belie« 
tige; oon ber (Sin^ett verfc^tebene 3^^! a barfleUen fönne. ®e$t man 
nun imf^en <a unb v eine beflimmte dtelation fefl^ fo mtrb fu^ btefe 
^otrnj bei bent unenb(id[|en 2(bne^men ))0n co einer gewtffen ©renje 
o^ne Snbe nd^ern. (ii fep v = li<o, n^obei k eine unoeränberltc^e 
3a^I anzeigt / unb 

Km. (i + kw)" = a/ 

fo Idf t f!^ a burc^ k , unb nmgef e^rt k burc^ a Ui^t andbrucTen. Um 
jiboc^ biefer Unterfud[|ung eine gröfere 2(u6be^nung ju geben/ ergebe 
won beibe Sl^eile ber obigen ©leitbung jur ^otenj x / n^obei ia9 2(b' 
nehmen oott co auf x feinen Sinflug ausüben foO / fo tft ben in ber 
jiveiten Sorlefung äufgefleQten @4(en gemäß 

X 

(i) a« = Um.il +kco)". 

Sntwtcfeln tt>ir ben ^meiten %^eil Md) bem binomifc^en Sej^rfa^e/. 
fo ^aben xoh 

a« a= Km. r » 4- _ . kw + "^ ^ k» «» 

1 • 2 • 3 J 

«ber a» «= fcm. r . + kx + ll^Z!^ k* + ' ^'""^ ^'"'"^ k» + tc.~| , 

<^Ifo^ toegen bed nnenbli^ flein SSerbend oon co/ bei bem Übergange auf 
Ne ®tenjen ; 

(3) a« Sä 1 4- kx + 4 5— + :c. 
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2)tefe Steige tnn^ für jeben S8ert|^ t^on x cowet^iten , ba bte fBi> 
notntatformel/ aud weI4)e( f?e entfianben tfl/ für i'eben SBert^ oon x 
cont^ergirt. 2)te in ber fünften 9}or(cfung 4) gegebene 9tegel befiättgt 
biefe RJel^auptung. 

97tmmt man namd'c^ ben Ctnottenten ber Soefftctenten Don x* unb 

X" ■*• • / fo finbet man t^n t= — — , alfo bei bem unenblid||en 8Ba(^^ 

fen t)on n unenbltc^ obnel^menb^ fo baß fein ^robnct mit z/ bei je* 
bem SBert^e biefer ©roße/ iule|t f leiner wirb al6 bie (Sin^eit. 2>ie 
2ibna^me ber ©lieber ber Steige/ unb mit biefer bie Sonoergen) ber 
. Steige beginnt/ fobalb n-|-i >kx ober n>kx — i geworben t{t 
@e0t man in ber ©letc^ung (2) x != 1 / fo ^at man . 

k^ ks k4 

(3) a = 1 + k + — + -!^. ^ — i^- +■ «., 

' 'i.a'i.a.3'i .a.3.4 

wobur^ man in ben ®tanb gefegt wirb/ a na^erung^weife mit jeber 
beliebigen (Scharfe ju berechnen / wenn k gegeben ifi. 

Kefonbere 2(ufmerffamfeit oerbient ber SaO/ wenn ke= 1 ange« 
ttommen wirb. Z)ann ift 



0u^t man bie SBert^e oon 48 ©liebern biefer Steige/ wooon 
btt* lebte in ber 14^*» 2)ecimaIfieDe feine oon o i^erfc^iebene Siff«t ^^t- 
|^ü(t/ fo finbet man biefen SBert^ oon an 2-7 1828 1828469 



1 

u 



Diefe Soj^I/ welche bie ©renje ijl/ ber fic^ bie 9>oteni (i+") 
bei bem un^nbli^ien 2(bne|^men oon <o o^ne Snbe nü^ert/ wirb ge» 
Wdj^ttli^ burc^ ben 93uc^f!aben e bejeid^net. (Sa ifi alfo 

e =3 1 -|- 1 ^ 1 L_ j^ :c. s= 2718281828459 . . . . 

Sie ßejie^ung / welche jwifc^en a unb k ^tatt ftnbet/ wirb au» 

ber ©lei(^ung(2) erfannt/ wenn map bafelbfi ^ flatt x/ ober i flatt 

k z fc^reibt. S97an ftnbet 

■ 

«" = » + »+ 7-7 + TTir + TTTT + "•' 

b. ^. a*" = e ober a ==: e^ . 

Sin Sogartt^menfpfiem/ welc^eö e jur ©runb^al^l ^&tu, würbe 
für ieben Sßert^ oon a bad guge^drige k / unb nmgeFe|^rt für ieben 
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Sert^ pon k ba9 juge^drige a foglei^l barbieten. 9)?an nennt biefed 
Sojarft^menfpfiem / »eld^ed in ber gefantmten 3(nal9fid t>om audge« 
ie^nteflcn @ebrauc^e ijl / bad naturltd^e/ unb bejeic^net bie Soga- 
Wr^men beffelben burc^ ben SBud)f!aben 1/ inbem man bie Splbe Zog-, 
/ebern anbeten ^pflente oorbe^ält 

Sd tfl alfo k = U/ unb ba^er ^at man auc^ 
(4) a* = 1 4- xZa + ^^ ^ + ^^ ^ + ic. 

2(ud ber ®(ei4iung Ztm. (i -f-^^«')" = a/ in wel<f)er ftc^ baft 
Seichen Um. auf bad unenblic^e 2(bne^men uon co bejie^t / folgt \ 

wehet V eine mit co jugleic^ unenb(id) flein werbenbe (Sröße anzeigt ; 
^a^er if} 

k = 

ober k = lim. / 



alfo aucf^ Za SS Um. 



u 
a — i 



(£d tfi bemna((> ber naturlic^e'Sogarit^me einer Ba^I a bie ©renje/ 



a — I 



ber ft(^ ber ^Quotient bei bem unenbli^ien 2(bne^men von m 

forti9iS^renb nd^ert. 

2)iefe 93emerfung bient una baju, ben Cogaritl^mnd ieber gegebe« 
nen 3a^I a im natürlichen ®9f!eme burc^ biefelbe au^jubrucFen. 2)a 
ber Sogarit^mud ber (Einheit- o^nel^in befannt ifl (er ifi in iebem ®9« 
fteme =o)/ fo fep a =b i -|-< z, wobei z Don o oerfc^ieben gebac^t 
toitb* S3ir (^aben 

Z(i+z) xs Zi/n, . . 

(E6 ifl aber, fo lange z/ numertfcb betrachtet/ bie Sin^eit nic^t 
ubetileigt: 

(l + z)« Ä I + MZ + -i r Z* +— ^ ' 7-2' + tC/ 
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unb/ wenn <o unenUtd^ Hein mtrb: 

xoo bie®renjen/ innerhalb welker bk SBert^e t)on z Hegen muffen/ 
It^^nn btefe ©letd^ung ntc^t ungereimt werben \oU, neben berfelben an« 
gejeigt ftnb ; wad mvf um Errungen ober SSettIdujtgfeiten in ber 9tebe 
ju oermetben / ou^ in ber ^olge immer t^un werben. 

gur zs=3+i conuergirt bie unenblirf)e SReil^e/ fiir zs= — i bt- 
vergirt fte befannter Stoßen« 3nt erflen ^aOe ifi 

/2s=3 1 }--; — -4- 

2(aetn ed würbe eine ungej^eure 2(rbeit nSt^tg fepn / um mitfelfl btefer 
Steige ben natürlichen Sogaritl^mud ber Ba^l ^ ^^^ nur auf wenige 
Secimalflellen genau {u ftnben. 2)affe(be gilt aud) von ber @Ieii^ung 

(5) / wenn z ni^t merfltc^ Heiner ifl aU bie Sin^eit. Snbeffen läßt 
ftc^ biefe% gebrauchen/ um barau^ anbere für hie 2(nwenbung f>c* 
queme Steigen abjuleiten. SSir woUtn l^ier nur biejenigen SKei^en an? 
fuhren / welche auc^ in analptifd^er äSegte^ung wtc{)ttg ftnb / o^ne nna 
in eine förmli^e Einleitung jur Sonfiruction logarit^mifd^er Tabellen 
einjulafTen. ' , . 

0e|t man in (5) — z flaft z, fo ergibt fic^ 

//L\ 7/ \ ^* *' ** ^ (Z = l\ 

(6) i(._z) = _z---_____,c.|^^^J, 

folgli^ bur4 ®ubtraction biefer ©lei^ung üon (5) 

@ejt man $ier ^■— = x, worau6 z = i^ folgt/ fo ^at man 

aWan fe^e in (7) \±^ = ^, «tfo 
'=5^ ""*> 2i±f«aix-Z(x+i)- 1(1-0, 
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fo ergibt jicfe • 

.i^iefe gorntel ifi juv fuccefjtoeirS&erei^iintrg bn Logarithmen ^^ox^ 
jdglid^ amoenbbair. 

S& (e9 ber SSBert^ oon 

fo finbet man für x=2 unb x=3 : 

folölic^ ia = «(aP.+Ps) 
unb «3 =5 a(3P» + 3P3). 

;pie Säulen P, urib P3 läifen fic^ mit ^ülfe ber Keinen 

^a = * + -r— ^ + ^ — I + - . . • 

' 7 • 4 . 7* '6.7* • 



17 ~ a.17» ~ 6.17» ^ 



• • • « 



o|ne gro^e Sßu^e beted^nen. 

@inb bie natürlidljen Sogarit^men \>on 2 unb 3 gefunbeti/ fo 

bat man 

,5=i^^ + P.«il±^ + P. 

=,ii±JA + P, =3flZa + iZ3 + P7. 

unb fo fort für bie übrigen ^rimjaf^ten, auf beren Logarithmen ed iftt* 
lein anfommt, ba bie Logarithmen ber jufammengefe^ten Sagten oud 
benfetben bur^ bloße ^(bbttion entließen. 

«erlangt man bie Logarithmen in fieben I)ecimaljlenen , fo fan» 
man für ade ^rimsa^Ien / loelc^e 1 1 überfc^reiten : 

3 " ax* — 1 

nnb für alle gJrimja^len , welche 2237 überfd[>retten ; 

(.0) I(x+«) « Zx + a (^ + i . (^y +...); 
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nnb wenn isax i|}: 

S3tr ^aben 6t6 j>(t Moß natürliche Sogartt^men hettai^tet^ iOef 
langt man bte einer beliebigen ©runbja^I b entfprec^enben 8ogarit^ 

men / fo ^at man nur bte naturlid^en mit bem gacf or jr {u multiplu 

ciren. Senn iß z bie Sa^Iy beren Cogarit^mud für bie ©runbio^t b 
s gefugt n^irb/ fo tfl 

alfo Zz = Z(b '•'••) =5 /o^.z . ib, 
folglid^ Zo^. z = ^ . Zz. , 

2)er Sactor -^ j^ei^t ber 9RobuIud be9 auf bie 3a$I b ge^ 

grunbeten Sogarit^menfpf!em6. Ser S!)?obuIud bed gemeinen ober 93rig* 

gifc^en Spflemö/ ndmlic^ y^/ ifl =a 0*4342944819 • . • • 

J)a zc=e'* ifl, fo ^at man log.z:=^lz . log. e. 

£)ie SSergfei^ung biefed Stefultated mit bem obigen gibt 

Stennt man ben SRotolnd beS dSriggift^en ^pffent« m , fo fanii 
man oermog (10) unb(ii)fxir aVit^oX)\iXi, n>elc^e 1000 nberfc^rei- 
ten ^ auf 6 / unb für biejenigen / toe(c^e 1 0000 uberfc^reiten / auf 7 
Z)ecimalflellen genau 

log. (x + i) =3 log. X -j- am • ^^ ' v 

unb/ n^enn d<i ifl/ um fo me^r 

Zo£r. (x + 6) t= Zog-, X 4- flm « ' — 

ax + * 

fe^en. 2(ua biefen {toei ©leic^ungen folgt 

log. (x+ «) = Zog-. X + « \log. (x-f- 1) — Zog-, x] , 

m^ tt^el^er Sormel baa gem6^n{i4)e 93erfa^ren / bie Sogarit^men ber 
3al^Ien/ welche bie ©renjen einer 2:afe( uberfc^reiten / mittelfl ber fo» 
genannten $ro)>ortionaI - Steile ju berechnen/ oon felbjl er^eQet. 
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kennte SSorUfung. 

ihn iit (Sonbergenj unenblid^er ^actorenfolgetu 




^0 wie eine ®ti$t nd^erungdtoetfe buti) eine HnenMtcl^ Steige 
oon Steilen targefteOt merben fann/ tfi e6 auc^ tndglt<^ (iefelbe tutdf 
m $robuct unenb(id[) oiciet ^CiCtoten audjubrucfen. ^tejit tutrb nur 
erforberty bof btefe6 ^robuct^ wenn ntan tuber 9RuUtp(tcatton ber 
gactoren o^ne Snbe fortfd[^rettet / ftc^ einer beftimmten Srenje unenb* 
Ii(^ nähere/ welche Stgenf(i)aft wit bte (Eonoergen} beffelben neu* 
nen tooUeü. 

Sie Unterfuc^ung ber (Tonvergenj einer unenbli^en gplge oon 
goctoren U^t fid) auf bie für unenbltcf^e 9?ri^en crt^eilten 93orfc^riften 
iurü(ffu^ren* 

<£d fepen ndnttid^ 

'^u ^ Uj / Uj/ U3 • • • • Un / Un ^ 1 • • • • 

bie Sactoren / um beren ^robuct 

(0 lloUiÜtUa • • « • Ua IIA4.1 • f • • • « le« 

eil fid) ^anbell / fo Knnen wir biefelben / in fo fern wir ocm 3<^i4Ktt 
bed $robucted abjlra^iren/ al^ ))oftiioe ®ri$en betrachten. 3fl nnn e 
Me6efannte®runbia^(.be^ natürlichen Sogarit^menfpflem^/ fo^abenwir 



e 



In 



6, Uj c=3 e'"'/ U4 e=: e^"a :c. / alfo 



• • • 



(Eont>ergtrt bie unenblic^e Steige 
unb ifl s i^re 2>Ummtf fo fann man^ wenn n unenbßc^ w&dffl, 

al[o aucf) Oo«! njiu, • • • Oa u«^ 1 t=3 c» fefen. 

Riebet ifl e> not^wenttg oon o oerfc^ieben. 

Sioergirt hingegen bie unenbjid^e Steige (a)/ inbem t(re ®umme/ 
je me^r ©lieber man abbirt ^ um fo gröfer wirb , fo förnrnt ea auf t>a^ 
deichen an / welc^ed biefe ®umme bei i^rem uuenblid^en flßac^fen an^» 
nimmt. SBirb/ um und furj an9)ubrticfen : 

Zuo + Zuj + ^''i + ^"3 + ^c» *= + ^^' 
fr Wirb au(^ e* = co, unb ba» g>robuct (1) bioergirt. 



« 

Strb aUt 
Zuo + i»i 4" ^^* + '^'^s + • ♦ • ^^* = — OO/ 

fo wirb e-«> «^ = ^=50, 

Uq Ui U^ Q3 • * « « Un Ud ^ 1 « • • • 23 O« 

8Btr wollen nun btefe %aUe n&^et ietrad)Un. 

@oQ bte unenblicl[|e Steige (s) conoergtren / fo mu^ bie St^än* 
jung Qn iur ®umme i^rer n erflen ©liebei; bei bem unenbltc^en Sßac^fen 
oon n unenblicb abnehmen* (93terte 93orIefung.) ZUein 

Qtt =8 ZUa + ZUn+i + ZUn+t + ZUB4.3 + • • • • 

tann in btefem S<^De n\(i)t unenblic^ abnehmen/ wenn ntd^t Z a» bei bem 
unenblidfen SBad^fen t^on n unenbltc^ fletn wirb; ünb bamit biefed 
®tatt ftnbe/ muß ' 

Um, ( Un ) =: 1 

fepn/ jeboc^ i|i bie (£!onoergeni bed $robucte$ (i) fetneöweged eine 
not^wenbtge So(ge ber SrfaQung biefer ;S3ebingung« 

Um bie 93efc^affen^eit oon Qn bei bem unenbli^en SQSac^fen oon 
n beurt^eilen ju fSnnen/ lofe man jebed ber ©lieber/ au^ benen Qa ie- 
fie^t/ mit «^ulfe ber in ber oor^erge^etiben 93orIefung entmicfelten For- 
meln in eine conoergirenbe Steige auf/ unb unterfud^e bie i6e\d)afftnpeit 
ber ^ieraud entf))ringenben ^ofptltei^e. 9}?an wirb ju biefem B^^^^ 
bie ®r6ßen 

Un f Un-^i/ Un-f-»/ «n-j-S ....•/ 

fan$ fie bie unmittelbare 2(nwenbung ber erwähnten Soi^nieTn ni^lt sc- 
hatten / auf bie ^otmtn 

1 + Tn A 1 + Vn+i/ 1 + Vn + t/ 1 4" Vn + 3 • • • • 

JU bringen fut^en, wobei r»/ Tn+i/ Vn-j../ Tn+a * . . ©ropen an« 
jf igen / welche / wenn n nnenblic^ grop wirb / unenblic^ abnehmen.; 

Sann i(l • « x 

y' V® V* 

u. = V. — - 4- - _ - + :c. J 
u„ + , =3 rn + . ^ + -j= ^ + :c. 

V« yä V* 

f__ n u. « , n mU 4 n -1- 9 ■ « 



n. f. xo. i 



4 



^» 



folglich/ xoenn man ber iturje wegen 

Va -f- Tb ^ • + Vb 4. 1 + • * • • ^ V| 

V« 4- V' ,+▼•. + •••- ^ T, 





+ 

• 




1 B^l 

+ V* 


k ^ A A 


• • 

• • 




V, 


Q- 




V, - 




V, 
3 


4 


+ ■ 


it. 



m 



3fua ber gorm ber bur^ Vi^ Va/ V3, V4 tc »orgefleOten Gammen 
erzener, baß wenn Vi unenblic^ f leiMPtrb/ um fo me|^r Vs / V, , V7 • . • * 
nnen^lid) flein wtxien, unb wenn V« unenbltc^ abnimmt/ bif$ auc^ 
tet Vi/ V4/ Vtf . . . • ©tatt pnbet. Äue ber unenblic^en 3(bna^me 
90n V, fann man aber auf bad unenbltc^ ffem SBerben von V« nur 
bann \d)lie$tn, wenn ade ©lieber in V« einerlei 3eicf|en ^abeu/ ober 
wenn Vi unenblic^ fUin bleibt/ obgleich man allen ®liebern einerlei 
Seichen ert^eilf* 

d^imnit Vi wie and) V^ unenbltc^ ob, tnbem n unenblid^ wäd)(lf 
fo ivtrb alfo auc^ Qa unenblicb flein/ unb ia^ 9^robuct (1) conoergirt» 
S)ie ©ren^e beJTelben tfl oon o 9errdE)iebert. 

Stimmt Vi bei bem unenblid^en SBa^^fen ^on n unenblic^ ah unb 
wirb iiXQlcid) V« unenMicb groß/ fo wdc^fi Qa unenblic^ unb wirb ne« 
jatio. Sn biefem ^aUe nd^ert ftc^ ba6 ^robuct (1) o|^ne Snbe bee 
aiuDe. 

X)afrelbe ftnbet ^tatt, wenn V« bei bem unenblid^en SS3ac^feit 
von n nnenblid) gro^ unb negatiu wirb. 

Die Größen V, unb V» finb bie auf bie ©lieber t„-, unb v^^.^ 
folgenben Srgdnjungen ber unenbli(^en Steigen 

▼0^ Vi/ Va/ V3 

Kf K^ K^ ^3 

ober ber Ötei^en 

Ho — 1/ Uj — 1/ «2 — 1/ 113—1 f 

K — 0*/ («t — 0* / («1 1^ 0'/ («8 --- 0* 

unb t>on bem unenblic^en 21bne^men ober äBad^fen biefer.Srgdnjungett 
bei bem unenbltc^en SBad^fen beö 3eigerd n $dngt bie Sonoergenj ober 
X)i9ergen{ ber erwähnten 9tei|^en ab. 

4^ 
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SBir ftnb nun im @tanbe / aber bai 93er|^alten einei ^robncM 
bei bem itnenbKc^en gortfc^retten fetner gactoren folgenbe Siegel auf- 
iufleHen : 

Sa8 ^robuct 

beffen^ Sactoren Uo ^ u^ / u^ « * • « po\itm ®to$en ftnb / m^ett fidf 
oj^ne Snbe einer von o t>erfd[;iebenen ©renje / »Denn bte Steigen 

unb (uo— 0», C«, — i)s (uj— i)», (u3— i)» 

jugletc^ con»ergiren; btefe ©renje tfic=ö, wenn bte iweitc Steige hu 
»ergirt, wdl^renb bte erfle conüergtrt, ober wenn bie erjieSRei^e bit^ir^ 
gtrt unb juglei^^bte unenbltc^ anivac^fenbe @|imme ij^rer ©lieber ne« 
gottowirb; j^tngegen biwergirt btefea ^toiuct, wenn bie erjle Weije 
eine unenblic^ wad[)fenbe pojttt^e @umme barbietet. 
@o conoergtrt j. «. bie gactorenfolge 

(■+oC.+0('+0('+i)(-+s)-6+y 

unb entfpric^t einer enblid^en ©renje ; ferner t{l 

(-0(-i)(-OC-0--(-0--" 

unb bie Sactorenfolge 

o+.)(.+o(.+0(.+00+0-('+y 

biioergirt. 

85Bir muffen Jier jeboc^ bemerfen, bog man fiber bie »efd^affen-- 
l^eit foIcf)er ^toiücte fe^r oft nac^ ben in ber fec^eten SSorlefung er* 
Harten Stegein entfc^eiben fann. 

Sine in ber 2fnal9|id fe^r md)tiQe Sactorenfolge entfpringt bei 
bem unenblic^en SSBac^fen von n an^ bem 2(u$brucFe ^ 

* * 8 ' S « « n . n* 

(« + 1) (a + a) (8 + 3) . . ..(15 + n) 

pber " 



• • • 



E+i i"(« + a) a"(« + 3) * ■(„->,)« (g + „)' 

worin n eine ganje })o(ttioe/ z ^inde^tn jebe Sa^I bebeutet. Den gaU 
Aufgenommen, wenn z eine ganje negattoe 3a^( tfl, in welkem un-- 
ter ben gactoren be« JRenner* o erfc^eint, nähert fi^ biefed 9>robuct/ 
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\t me^r ^actottn man mit etnanber tnulttt)nctrt ^ um fo me^r einer U» 
ftimmtm ©renje. Obfc^on fid^ biefev 0a^ mtttelfi ber fo eben aufge« 
fleDren SKegel unb ber in ber fect)aten 93or(efung vorgetragenen 04|e 
trmeifen liefe/ fo fommen mir bo(^ leichter {um Siele < wenn mir bie 
m Singange biefer 93orIefung angejeigte aQgcmeine SRet^obi; {u «^ulfe 
nehmen« 

^ier ifl nimli^: 

^' (n-.i)-(E+ii) ^ n*(«+ii+i) (n+i/(*+n+a) 

iRun ^at man 

(n— i)" (E+n) \n— >/ V«+ny V n / V » / 

nnb na4> ben S<>tw^In (6) unb (5) ber oor^erge^enben 9)orIefttng/ 

loenn ii>z ijl: 

Z/^.4.!W il-il + J!. — JÜ4. 
V ' n/ n an» ~ 3n» 40* ~ 

W^t ift: 

' (a-0'(.+n) ^ n^« + 3S + ii? + • • • •) 

B» .» «1 

IDie Zumute bec erßeti Steige t)l fktiur ald 



• « « • • 9 



in« 1 9n(n — i) 

n 



b. 1^. Heiner ald ^ * ^, / unb bie Zumute ber tmeiten ifl Heiner 

a (n — ij» ■ ' 



«^^ :^ ; »^<i^« <f* 



an^ 



^ue bemfriftrn ®runb« ftnbet man f mna man n <|< i / n 4- s 

»• f. W. ßatt n ff ftt : 
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n*(f!+n+i) «* a(n+i)a 

^ (n+»)' ■+ ' ^ » , «V 

(n+i)*(«+n+9) »(>»+>)* "^ a(n+»)* 

U. f. 10./ 

:Dle Steige intirr^alb ber jtlammern ijl We auf ba*®fieb J^ ■ ^ 

folgenbe <£rg4niung ^er eonoergirenben Steige 

., 1 I I , * I 
* + ^ + gl +4^ + •..., 

ttnb tvjrb bal^er bei bem unenbltc^en Sßac^fen oon n unenbltc^ H^^'n^ 
folglich QÜt and) baffelbe t)on Qa • 

(S^ ifl bemnac^/ ipcinn n unenbßd^ gro^ totrb/ 

eine oott o «erfc^iiebene/ ubngend aber t>on z abj^dngenbe ®r6$e/ tveld^e 
U)ttmtt ®aup burc|) i7(z) bejetc^nen tvoUeii/ wobei n alö Suncttona- 
Sei(^en gebraucht wirb. 

X>k Sunction n(z) U$t flc^ für jeben gegebenen SBert^ i>on z/ 
»eld^er feine ganje negative 3a^( i(l/ ntittelfl ber Logarithmen berech- 
nen, ^iebeifannmanaufbie folgenben SJemerfungen 9{ucfftc^t nehmen : 

Sd tfl 

_, i.i.3,.«.ii*ii ^^ i -. i.3.3..*«n»n'^ 

weil ber ^injugefitgte S^^ctor 

n 1 



z-fn + i , '' + * 

n 

bei bem unenbltc^en 9Bac{)f^n i>on n bie (im^cit jur ©reiije |^at/. folg- 
liö) beliebt bte ©Ietcf:»ung 

ji (z) = P — , ober 

(3) JI(z + i) = (z+i)i7(2). 
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V 

Sa ift bemnad^ für iebe gan^e )}ofttt9e 3a^I m; 

(4) ir(z+ in)c= (z^i)(z+^)(z+3) .... (z+m)II(z). 

£>f efe ®Ietd()ung ^eigt / ba^ ed ^tnretc^ / atle SBert^r t)on H (z)/ 
wn Ät=ao öngefongcn Wd zc=:i ju fennen , um im ©tanbe ju fe^n^ 
/eben anbern SCBerr^ btefer Function anjuge^en. 

^* •; — 7~"5 ;; — '=' * *<*' f" N ««« 

* *3.0.*«*I1 

ir(o)=! i,föl9K(^tjl 
ir(.) = 1 

i7(2) es 1 • 2 
21(3) ns 1 . 9 . 3 

2r(4),s=s 1 « s « 3 . 4/ titib aDgemetti 

JI(r) BS 1 • fl . 3 . 4 • • « (r — i)r/ 

wenn r eine ganje )>oftttpe 3a^I DorfleQt 

(Srj^ält z einen ))ofttioen SBert^/ fo ijl I7(z) ))ofttio; tvtrb aber z 
negoeit) angenommen/ fo ifl i7(z) ))o{itio ober negado/ je nac^bem bie 
größte in z enthaltene ganje 3a^I gerabe ober ungerabe ifi/ tvovon 
man fi^ mit ii^ulfe ber ®(ei^ung (3) leidet überzeugt. 
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unb/ menn <«> ttuenUici^ flein xoiti: 

ff 

iim, ■ ^J = z — — +3 7- + ^^-z ^'f^ 

mo bie ©renjen / innerhalb melier tk SBert^e von z liegen muffen/ 
iv^nn btefe ©letd^ung nid)t ungereimt werben foD/ neben berfelben on« 
Qtiei^t jtnb ; tvaa xoiVf um 3rrungen ober SBettIduftgfeiten in ber Stebe 
jn oermeiben / aucb in ber golge immer t^un iverben. 

gur zs=3-f 1 convergirt bie unenblic^e fHei^tß für z=: — i bt- 
vergirt fte befannter 97?apen« 3m erfien $aOe ifi 

/3= 1 _- + -_-+ 

Tlüm eö würbe eine ungeheure Titbeit not^tg fepn / um mittelfi biefer 
Steige ben natürlichen Sogartt^mud ber 3a^I 2 aud^ nur ouf wenige 
2)ecimaIfieDen genau ju fnben. 2)a{fe(be gilt aud) oon ber ®(ei4iung 

(5) f wenn z nid[>t merf Hc^ fleiner ifl aia bie €in^eit. Snbeffen Idßt 
fic^ biefelb^ gebrauchen/ um baraud anbere für hie 2(nwenbung be« 
queme Steigen abguleiten. SSBtr Wolfen ^ter nur biejenigen fUei^en an^ 
führen / weld[)e auc^ in analptifd^er ißeite^ung wichtig ftnb / o^ne und 
in eine förmli^e 2(nleitung jur Sonfiruction logarit^mifd^er Tabellen 
einjutafren. 

®ett man in (5) — z flatt z, fo ergibt fi^ 

(6) Z(._z) = _z_-_-_-_,c|^^_j_J, 

folglich bur^ ^ubtraction biefer ©(ei^ung von (5) 

(7> 'T=i = n^ + r + r + r+">)v=+'r 

Sejt man ^ier ~^ = x, woraud z = ^^^ folgt/ fo ^at man 
SWflw feje in (7) ^ = -j^, oTfo 
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fo ergibt {i^ • 

./Z>iefe Sortnel t(i jur fuccelftoetrS&eredlinnirg bcr Sogarit^men uor? 
jugltd^ anioenbbar. 

(&i (^9 bec SBert^ von 

fo ftnbet man für zsa unb x=3: 

22 = 1/3 + P„ 13 = ?Za + P„ 

folgli* Z2 = a(2P,+P3) 
unb /3 =: a (3P» + 2P3). 
;pie Sagten P» unb Ps laflen f?dSi mit ^ulfe bcr «Reihen 

* 7 • d . 7» ' ö . 7* • 

17 • Ö.I7» ' Ö.17* • 

o^ne grofe SRu^e heted)Mxt. 

@tnb bte notürIt4ien Sogant^men i>on a unb 3 gefunben^ fo 
püt man 

i 7 = il±il + P, = a / fl + i 1 3 + P, . 

unb fo fort für bte übrigen ^rirnja^Ien/ auf beren Cogarit^men ed al* 
lein antommt / ^a bie Logarithmen ber jufammengefe^ten 3a^Ien au9 
benfelben burc^ blo^e 2(bbttion entjte^en. 

93erlangt man bie Sogarit^men in fieben DecimalfleDen , fo fann 
man für ade ^rim^a^len / toelc^e 1 1 überfc^reiten : 

a "•" ax»— 1' 

unb für aDe ^rimsa^Ien / meldte 3237 überfc^reiten: 

/(x +i) + £(x— o ^^ 

Ix = j fcben, 

e« fep in (7) i±^ = ^, alfo z ^-—^^ ft> ergibt jic^ 
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iinb wenn *=3i iji: 

Sßtr l^abcn btit je|t Moß natürliche Cogotit^men betrachtete S}er« 
langt man bte einer beliebigen ©runb^aj^I b entfprec^enben Sogarit^ 

nten / fo ^at man nur bie natürlichen mit bem Factor jr jn muItipH' 

ciren. ^enn ifl z bie 3a^l/ beren Sogarit^mu^ für bie ©runbta^l b 
gefud^t wirb/ fo t|l 

alfo Zz = Z(b'*^*) =s fo^.z . Zb, 
folglid^ log.z=z~.lz,, 

2)er Sactor --^ |^eißt ber S!)?obuIud be0 auf bie Bo^\ b ge« 

grünbeten Sogarttj^menfpflema. S)er SRobuIua bed gemeinen ober Srtg« 

gifc^ien 09flemd/ nimlidSi j^/ iß s=i 0*4342944819 . • • • 

©a 2s=e'' ifl, fo ^at man log.z^=^lz . Zog-, e. 

X)ie SSergleic^ung biefed Stefultated mit bem obigen gibt 

{Rennt man ben 9)?obiiIn9 be9 'Sriggtfc^en ^pflentS m / fo fanu 
man oermög (10) unb (n) für aDe 3o^len/ xodd)t 1000 überfcf^ret- 
ten / auf 6 / unb für biejentgen / Welche 1 0000 überfc^reiten , auf 7 
X)ecimaljlellen genau 

^og. (x + i) = log. X + 2m . -^^^f 

unb/ wenn d<i i(l/ um fo me^r 

log, (x 4- 5) CS log. X 4^ 2m ^ ; — 

fe^en. 2(ua biefen jwei ©leic^ungen folgt 

^fi'* (^ + *) == %• at + ^ po^. (£+ 1) — Zoß^. x] / 
au9 weld[)er Sormel baa gew6^nticbe 93erfa^ren / bie Cogartt^m^n ber 
Bälgten/ welche bie ©renjen einer Safe! überfc^reiten / mittelfl ber fo< 
genannten proportional -Steile ju berechnen/ oon felbfl erneuet. 
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Slcuntt 3SorUfung. 

öfter bie 6ont>ergen} unenblid^er ^actorenfolgetu 




^0 toit eine ®ti$e nd|^erungd»dfe intd) eine unenilid^ Steige 
9on Heilen targefleOt merben fantt/ tfl e6 auc^ möglich btefelbe burd^ 
(in ^robuct unenblic^ meUx gactoren auajubrucfen. ^ieju lutrD nur 
erfprbert-^ bof btefea ^robuct/ wenn nian in ber 9nuItt)>(tcattQn ber 
Sactoren o^ne dnie fott^d^teitet f fi^ einet beflimmten Qten^e uneiib* 
Ii((l nähere/ welche Stgenfc^aft mir bte (Sonoergent beffe(ben nen- 
nen lOoDen. 

^ie Unterfuc^ung ber CToni^ergen) einer unenblidden Solge oon 
Soctoren Idf t ftc^ auf bie für unenMic^e 9?rt^en ert^etlfen QSorfc^rtften 
iurucffü^ren. 

(Sa fepen nämlidf 

Uq/ Ui ^ Uj/ U3 • • • • Un / Un ^ I • • • • 

bie %actoxen/ um beren ^robuct 

ttf\i) ^anbell/ fo fonnen xoit btefelben/ in fo fern wie ocm S^c^en 
bed ^robuctea objlra^iren/ aU poftlioe ®r6^en betrachten. 3fi nun e 
Mebefannte ©runbja^I bea natürlichen Sosarit^ntenfpflema/ fp^aben mit 

Ho = e'"«/ Uj =3 e^**'/ Hl c= e'"» 2C»/ alfo 

Sonoergirt bie unenblic^e Steige 

(2) {uo+^vi + ^^s + ^^a + ••*• + ^»n + '"a-4.1 -!-:•.*•/ 
unb ifl 8 j^re ^brnme^ fo fann man/ wenn n unen^fic6 xoAdjflf 

lim, {u,u,n,n,...nn) = e'^-(''*o + 'tix + 'u,+ ... + /u.) ^ ^,^ 

alfo auc^ UoUt n»ii3 • • • Ua Ub^ 1 tss c* fe^en. 

Riebet ifl e* notl^wenltg t)on o oerfc^ieben. 

Z)ioergtrt hingegen bie uneni)Jict)e Steige (a)/ inbem i^re ^urnme^ 
je me^r ©lieber man abbtrt/ um fo grifer wirb/ fo fommt ed auf ta^ 
iiid)en an / welcf^ed biefe ®umme bei i^rem uuenblic^en SBac^fen an^ 
nimmt SBirb/ um und furj au9)ubcucfen : 

luo + Zui 4" ^^z 4" '"3 + ^^» "= + ^^^ 

fo »trb ani) e** =s oo/ unb bae 9>robuct (1) bioergirf. 
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so 

Sirb aict 

Zuo + Zw, 4" ^^1 + ^^» + • ♦ • ^^* = — OO/ 
fo wtrD e-«> == ^ = ^ = o, ' 

Qo U, U^ U3 • • « • On Un ^ 1 * • • • S3 O« 

flßtr tt^oDen nun btefe SdDe nd^ec betrauten. 

@oa bie unenbltc^e Steige (si) conDergtren / fo mu^ bie Srgdn« 
jung Qn jur @unime t^rec n erflen ©Heber bet bem unenblt4ien 993ac^fen 
)?on n unenbltcd abnehmen. (Vierte 93orIefung.) 2(netn 

fann in btefemSAlIe ntc^t unenbltd^ abnehmen/, wenn ntc^t Za» bei bem 
unenblic^en äßad^fen t>on n unenblic^ flein n;^irb; ünb bamit biefed 
®tattftnbe/ muß ' 

Um. ( Ua ) == 1 

fepn; jeboc^ i|i bie C^onoergenj bed ^robucteö (1) feineawegeö eint 
not^wenbige Solge bec SrfuQung btefer -^öebingung. 

Um hie 93efc^affenl^ett Don Qa bei bem unenbli^l^n SSBac^fen \>ott 
n beutt^eilen ju fönnen/ lofe man iebe6 ber ©lieber/ an^ benen Qa be- 
fielt/ mit ^ülfe ber in ber oor^erge^etiben 93orTefung entmicfelten For- 
meln in eine convergirenbe Steige auf/ unb unterfuc^e bie ^efcf^offen^eit 
ber ^ieraud entft)ringenben 2)op))eIret^e. 9}?an ipirb ju biefem 3wecfe 
bie (Stilen 

falld fie bie unmittelbare 2(nwenbung ber ermahnten Formeln ni^t ge^ 
flatten / auf bie formen 

» + Vaf 1 + Vn+i/ 1 + Vn + «/ I + Va-|-3 . • . • 

ju bringen fu^en, wobei Va^ ya+./ Vb+,/ Va+3 • • - ©roßen am 
ifigeu/ welche/ wenn n unenblic^ grop wirb/ unenblidS^ abnehmen*} 

2)ann ifl • « >c 

y* V* V* 

la. = T. — - 4- - _ - + tc. J 



V« V» v< 









"-+» = ▼• + • 7- + 3 4~ + *^ 

n. f. w. ; 










^ 






folglich/ 


ivenn man ber Mvit tt^egeit 








V« + ▼• ^ 1 


+ Vü^.. 


+ •' 


. .«V. 




T* + V* 

n 1 n -j. 1 


1^ • 4-« 


+ •• 


..«sTt 




■ 1^ «■*' 




+ .. 


. .c=V, 




T* + t4 ' 

* * # * • * 4 


+ V* 


• • • • 


..«v« 
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2(u*ber Sorm ber burd^ Y^ V»/ V3, V4 ic uorgeflellten kommen 
er^eDet, baß wemiViUnenblic^ flein-wirb/ um fome^r Vs, Vsr Vy,..* 
unenblic^ Hein werben/ unb wenn Y^ unenblic^ abnimmt/ bifß auc^ 
tri Vi/ V4/ V« . . . . Statt ffnbet. UM ber unenbltc^en 2(bna^rae 
t)0n Tj fann man aber auf baö unenbltc^ f(ein Serben }9on Y^ nur 
bann fci)Iießen/ wenn alle ©lieber in Yi einerlei Beid^en ^abeu/ ober 
menn Y, unenblic^ fUin bleibt/ oiQkid) man aUen ©(tebern einer re{ 
Beic^en ert^eilt. 

dtimnit Yi wie auc^ Y2 unenbli^i ab/ tnbem n unenbrid^ w4(l^(t^ 
fo tvirb alfo and) Q» unenblic^ flein/ unb ba6 ^rpbuct (1) convergirt» 
Sie ©renje bejjelben tfi Don o oerfc^ieben. 

Siimmt Yi bei bem unenb(ic{)en SBac^f^n oon n unenblic^ ab/ unb 
tt)irb iugleic^ Y^ umntlid) groß/ fo wdd[>fl Qn unenb(ic^ unb wirb ne« 
gotio« Sn biefem S<^IIe nähert jt<i> baa ^^robuct (1) o^ne Snbe bet 
iJlaae. 

Z)affelbe ffnbet @tatt/ wenn Y« bei bem unenblid[)en S!&ad^feii 
von n unenbltd^ groß unb negatio wirb. 

Sie ^r^ßen Y, unb Ya finb bie auf bie (Sfieber v„^, unb v*_^ 
folgenben (Srgdnjungen ber unenblid^en Steigen 

Vo/ V,/ Ta/ T3 

Kf y], Yl, Yl 

ober ber Steigert 

Uo 1/ Ui— 1/ Oj — 1/ U3-— 1 ..•••# 

(tto — 1)», (u, — 0» / (u» /- l)^ (u, — l)* .... % 

unb oon bem unenblic^en 2(bne^men ober SBa^fen biefer .Srgdniungen 
lei bem unenbltc^en SBac^fen bea 3eigerd n l^dngt bie (Eonoergen} obet 
2)ioergenj ber erwd^nten 9lei|^en ab. 

4* 



1 



I 
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SBtr ftnb nun im ®tanbe f ubir ba6 93erl^oUen etneS ^robuctee 
(et bem unenbKc^en ^ortf^^retten feiner S^ctoren folgenbe SKegel anf- 
}uf!eQen : 

befferf S<)ctoren Uo/ Ui/ n^ « * • « ))ofitioe ©ropen ftnb/ nähert ft4> 
o|^ne Snbe einer Don o uerfc^iebenen ©renje/ tvenn bie Steigen 

Uo 1/ Uj 1/ Uj 1/ 113— 1/ 

unb (uo— 1)»/ Cu, — i)s (u,— 1)», (U3— 1)» 

jugleid^ converfliren; biefe Grenze i|l=:ö, wenn bie jweite Weije bi* 
i^ergirt/ wd^renb bie erfle eont^ergirt / ober wenn bie erfle Steige bioer^ 
girt unb jugTeic^.bie unenblid^ anwac^fenbe 0|intme i^rer ©lieber ne< 
gatiowirbj hingegen bioergirt biefed g>robuct/ wenn bie erfle Weije 
eine unenbli^ wa^fenbe f)of!tioe ®untme borbiete^ 
@o cont)ergirt j. ». bie gactorenfolge 

(■+oO+00+i)(-+i^)('+5)-C-+y 

unb entf))rtd)e einer enblic^en ©renje \ ferner ifl 

(-0(-0(-0(-0--C-y-=- 

unb bie Sactorenfolge 

(.+.)(.+0(-+00+0('+0-('+0-- 

aßtr mfiffen |«r ieto* temwfen, t(x^ man ober bie »eft^affen* 
\t\i folc^er qjrobucte fe^it oft nac^ ben in ber fec^eten «öorltfung «r* 
fI4cten Siegeln entfc^etben fann. 

(gipe in ber analpp« fe^t roid^tige Süctorenfolge entfrrinflt bei 
bem unenblic^en Sßa^ifen von n wxi bem 3(udbru(fe ~ 

l«2«&«.«a.«.Il«]l 

über " 



E+i i"(E + a) 2"(z + 3) ' ' ' (n-.i)'(z + n)' 

worin n eine ganje })o|ttioe/ z hingegen i'ebe 3o^I bebeutet. Den gaff 
aufgenommen/ wenn z eine ganje negatioe 3ö^I ifl/ in welkem un-- 
ter ben gactoren be« 9?enner« o erfc^eint/ nähert ftc^ biefe« 9>robuct/ 
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\t m^t %acUttn man mit einanitt nulttplicirt / um fo me^r einer te< 
fbrnmlen ©renje. Difd)on ftd^ biefer 0aft mtttelfi ber fo eben aufge* 
fitUttn SKegel unb ber tn ber fec^dten 93orIefung (vorgetragenen 0d|e 
irweifen lie^e/ fo fommen mir boc^ (ekf^ter jum Siele/ wenn mir bie 
m (Eingänge biefer Sorlefung angejeigte aUgemetne SRet^obi; ju ^ulfe 
nehmen« 

J^ier tft nimli^: 

(n— i)»(«+n) ^ n*(«+ii+i) (n+i/(«+n+a) 

fflun ^at man 



= -«'0-0 -'(■ + :)' 

unb na^ ben Sotm<In (6) unb (5) Ut vor^crgt^enben SJorlefung/ 
»(nttn>zt{l: 

V. "^ ny n an» ~ 8n» 4n4 ~ 

to^r tfl : 

' /n_n«r.+n^ = n^« + äT» + 4^; + ) 



• • * • • J 



"* an« 3n5 ' 4n4 



Z)ie @umme ber erflen 9tei^e tjl Heiner ald 

aa* \ «^ o ^* n« ^^ * * * V »»* * » an(n— i) ' 

n 

b. ^. Heiner alö ^ ^^ / unb bie Summe ber {weiten ifi Heiner 
«^^ :^ 5 bajer ijl 



n« + * 



2(u6 bemfelben ®runbe ftnbet man^ wenn man n^-i^ n^% 
»* f* m. iiatt n fe(^t : 
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j (»+«)' + ' ^ » . 'V 

(„4.,)»(8+n+») a(n+i)»'T- , (n+i)i 

U. f. »./ 

Ober Q.<!±t!>f_J-. + i. + -J_ + _.l. 

Xit Steigt innerhalb berÄIammern ifl bie auf baSQIieb J^ -^ 
folgenbe (Srgdnjung ber «onoergirenben 9tet^e 

* + ? + ö^ +\4i + • • . -^ 

unb tojrb ba^er bei bem unenbltc^en $ßad[)fen oon n unenbltc^ fl^tn^ 
folglich Qtlt anä) baffelbe Don Qn • 

(S$ ifl bemna^/ ivenn n unenb(tdE) groß mirb^ 

(B+i)(z + a)(ii + 3) (e + n) 

eine 9on o Dcrfc^iebene/ übrigen^ aber oon z ab^dngenbe ®rope/ welche 
totr mit ®auß burc^ i7(z) bejetd^fnen )9oUeu^ xvobd ii aI6 Suncttona- 
{eichen gebraucht n^irb. 

2>te Sunction n(z) laßt flcf^ für jeben gegebenen SSertl^ t>cn z/ 
welker feine ganje negative 3a^I i(l / mtttelfi ber Cogartt^men bered^- 
tien. Riebet fann man auf bie folgenben 95emerfungen 9iücf ftc^t nehmen : 

Sa ifl 

-, i.2.3,.»«n«ii i -, i.2.3..«*n*n'^ 

(7.4-1) («+2) . . . . (z+n) z+i (z+*)(s+3). . .(z+u+i) 

n^ei( ber hinzugefügte Sactor 



z4-n + i z + i 



u 



bei bem unenbltd)en 5S3ad)fin i>on n bie d'm^cit jur ©reiije ^at/. folg- 
licf) bejiebt bie Oleicfcuug 

jr (z) = p — , ober 

z-|- » 

(3) JT(z + i) = (z+i)i7(z). 
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Sd tf! bemnad^ für jeU ganje |)oftti9e 3a^I m: 

(4) n(z+m) c= (z4.i)(z4-9)(z-f-3) * . . . (z+m) JI(2). 

2)tefe ® Iet(f)ung jetgt / ba^ ed ^inteidftf aDeSSBert^e 9onÄ(z)^ 
P0n zt=ao ongefangrn btd ze=si ju fennen / um tm ^tanie ju fepn/ 
iiieü anbetn 8Ben$ btefer gunction ansugef^em 



2)a 



1 .2.3>«.«n.no 



s=: 1 ijl^ fo.^at matt 



1 • a • 3 • • • • n 

21(0)=:: 1 , f OlflltC^ tjl 
iT(l) = I 

il(2) 63 1 • a 

11(3) es 1 . 9 . 3 

i7(4),ss I « fl . 3 • 4/ ttnb aDdemem 

ir(r) s=s 1 • s . 3 « 4 « • « (r — i)r/ 

»enn r eine gaiiie )>ofIttVe 3a^I oorfieOt 

Sr^dlt z einen ))oftttoen 9ßert^/ fo ifl 17 (z) fofttio; tokb aUt z 
negatio angenommen/ fo ifi i7(z) pofitto ober negatio/ je nac^bem bie 
grofte in z enthaltene ganje 3a^( gerabe ober ungerabe ifi^ toooon 
man fi^ mit .^ulfe ber ®(eid^ung (3) leicht überjeugt. 
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über bie 0uinmirung ber Steige 



• » 

j<Jtefe steige bcft^t bte nterFwurbtge/ tx^n @au^ entbecFte 
(Stgettf(f)aft / tüf fld^ bie 0umme berfelben^ toenn nätnlic^ bte SKei^e 
obbric^t Ober coni>rrgtrt ^ burdS^ ©rößen oon ber tn ber vor^erge^enben 
Ssorlefung betrac^feten Sorm ii (z) audbrucfett Idpt. S^e wir {um 
SBewetfe biefer %ef^auptutig fcf)retten / »offen wir bie Steige 

(«) , , ^P^-i «(«+i)P(P+») ^, , «(a+i)(«+^)P(P4-0(P+^) ^. , ^^ 
betra^lteii/ ond welcf)er bie oben ongefd^rte enffpringt/ wenn mau 

Xsai fe^t« 

Sfi bte Steige (2) unbegrenjt/ o^ne burdE^ ©lieber/ beren STenner 
s=o finb/ eine Störung ju erfeiben^ fo conoergtrt fte/ wenn x einen 
jWtfc^en bie ©renjen — i unb -fi faDenben SBert^ et^ältt mii bte 
©renje/ ber ftc^ ber £luotient ber (Eoefftcienten jweier Slad^barglieber 
Dpne Snbe nd^ert / s= 1 jfi« 

Sie @umme ber Steige (3) |^angt oon ben SSB^rt^en ab/ welche 
man ben ©rofen a, ß, y, z ert^eilr. ®ie werbe bur^l F(a,ß, y, x) 
torgeßeDt/ fo baf 

Fia,ß,Y,x) « , + ^ X + iL^fi±ilM±i> X» + xc. ift. 
^ ' • ' ^ "«7 * • * • 7(7+') 

IDte Steige /* (a / ß / y, x) Derbient i^rer 2(0[gemetn^ett wegen 
eine befonbere 2(ufmerffanifeit. ^^\)t oiele ber ^unbamental -- f!lizi\)tn 
ber ?Xnarpftd laffen fic^ burcf) fc^icflic^e 93eflimmung pon a/ ß/ y/ x 
auf biefelbe jurucffii^ren. @o oerwanbelt ftc^ F(a/ ß/ y/ x)/ wenn 
man «= — m/ y«sß unb — x jJatt x fe^t/ in bte befannte JHet^e 
fiir(i4-x)«; fe^t manot=ß=i, y=:2, unb — xflaUx, fo er» 

l^dU man '"^ ■; fejt man hingegen a = -//3=i,yc=- unb 
X* (latt X, fo ergibt fid[> — / -^-^ u. f. w. ; b. |^. e9 t|l 
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(i+x)«n= r(—m, ß, ß, —X) 
l(t-^x) =sx.F(i, i, a, —x) 

1 — X V* * / 

Z)ie Sunctton F(a/ ß, y, x) fle^t mit ben Suncttonen/ koelc^e 
oud t^r enrfpringen/ ivenn man bte ©röpeii a^ ß/ y um bie Sinj^ett 
Mrme^rt unb oermtnbert/ in leicht barfl^IIbaren SSejte^ungen. SSBir 
tpoDen ^ier nur biejenigen ableiten ^ totldjc ju unferem 3we(fe bienen. 

{Sie ou6 bem a3i(buug6gefe^e ber burc^ F {a, ß, y, x) ))orge^ 
f}f nten nnenblic^en Steige er^Qet^ iß ber (Scefjficient i>on x" in berfelbeti 

__ a{ a+i)(a + 2) . . . (a + n -- 1) ^((5 + i) (ß + a) . , > (ß-h"— 

$l3eieid[|nen wir biefen Soefficienten ber ^ürje wegen burc^ N/ fo 
fonnen wir ben Coefficlenten Don x" in 

F(a4-i/ ßf y/ x) burcl^ —^ N, nnb in 

CT 

Fia,ß+i,Y,x) tütii) ^N 

P 

ou6bru(fen; benn ed i(l 

' i.y* 1.9. 7(y+0 

unb 

^ieraud folgt für ben Coefficienten dou x° in ' 

afX«+»/ ßf Yf 3t) — ßi'Ca, ß+i, y, x) 

ber 2(ufibrucf (a— /3)N, 

b. §. bie Goefficienten »on x«» in 

aF(a+i, ß, y, x) — ßF(a, ß+l, y, x) 

»nb in (a— ß) f (a/ ß / y , x) jTnb einanber gUicft. 

23ad ^ier oon ben Soefficienten bed @(iebed/ in welchem bie 
^oUnjx" erfd^int/ gefagt würbe/ gilt auc^ t>on ben Soefficienten ber 
uirigen ©lieber/ alfo m6) i?on ben juge^irigen Functionen. 2(uf biefe 
^rt, gelangt man ju ber ©leic^ung: 

(3) (ß-a)F(«/ß/y/X)+ÄF(a+i^,y,x) - ßF(at,ß+l/y/X) = 0. 

&e^t man ferner bie ©rofe 

ll«+i)(«4-«)-" (or + n — a) P(p+ i) . > . . (g + n-^i) _ p 
* • a . ^ . • . . (n— i)n.y(y4-i) .... (y-J-n— i) ' 



5- 



» 
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fo tfl ber Soefftctfitt üoti x» 

tn F(a,ßfy,x) gletdEj (a+n— i)P, 

4 in F{a—i, ß, y, x) . . * . (a— i)P/ 

m F(a, ß+1, y, x) . . . . r^ F, 

unb in x.F(a^ ß-fi, y, x) . . . . — i — P» 

ga ijl olfo ber Eoejfictent oon x» tn 

ß(i-x)F(a,ß+i,y,x) glei« [(a+ii-i)(ß+n)-i.(y+n— l)]P, 

ober gleich [(a+ß— y)n+ß((» — i)]P. 
2f6er ber Soefftctent tjon x« tn 

(a + ß_y)F(«,ß,y,x) til [(a+ß—y)n + (a+ß-y) («-!)] P; 

folglich tjl ber Soefftcient biefer ^otenj tn 

ß(i™x)f (a, ß+i, y, x) ~ (a + ß — y)F(a, ß, y, x) 

gleich (a— i)(y— a)P/ 
b« 1^. gletd^ bem Soefftctenten oon x» tn 

(y_a)F(a— 1, ß, y, x). 

«^teraud folgt bte ©letc^ttng: 

(4) (y — « — ß) F(a, ß, y, x) — (y — a) F(a— i, ß, y, x) 

+ ß(i~x)F(a,ß+i, y,x)s=3 O- 

@e^t man enbltcfi bte ®röpe 

i . a . 3 (n — i)n.y(y+i) .... (y+n— i) ^' 

fo ffnbet m^n ben Soeffictenten oon x» 

tn F(a, ß, y, x) gleich (a+n— i)(ß+n — i)Q, 

in xF(a, ß, y, x) n(y+n — i) Q, 

in -F(a— i,ß,y,x) ..... (a— i)(ß + ii — l)Q, 

in TiF(a, ß, y+1/ x) y^Q* 

• Sa t|l alfo ber Soefficient oon x« in 

(i-x)F(a,ß,y,x) glet^ [(a+ß_y_i)n + (a-i)(ß-i)]Q. 

üUi ber Soefftctent btefer ^otenj t» 

F(a-i,ß,y,x) ijl .[(a-.,)n + (a-i)(ß-i)]Qi . 

folglich erj^dU man für ben Soeffictenten oon x" tn 

(i— x)F(a, ß, y, X) — F(«— t, ß, y, x) 

ben 2fuabrucf ' (ß_y)nQ 
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■ 

t>a äbtt biefer 2fii<)bnKf Den QToefficienten wn z* in 
«credit/ fo ^at man bte ®Uid)unQ: 

(5) y(i— x) JC«/ ß/ y/ X) — yPCa—i, ß, y, X) 

+ (y-ß)xf(a, ß, y+», x) = O. . 

9}?urtt)>Itcirt man iie ®Uid)\inQ (3) mit y(i. — x), bte ®U\(i)m\Q 
(4) mit 7^ unb iic ©feic^ung (5) mit y — a, ivoburc^ mon bie ©Ui- 
(jungen ; \ 

y(ß — a)(i— x)F(a,ß, » x) + cty (i — x)F(a + i, /3, y, x) 

— /3y(i— x)i^(a, ß+1, y, x) =3 O 

y(y_a— ß)jP(a, ß, y, x) — y (y— a) F(a— i , ß, y, x) 

-{-ßy(i_x)jF(a, ß+i/y/ x) s=S O 

y(y_a)(i— x)F(a, ß, y/x) — y (y — a) F(a — i, ß, y, x) 

+ (y— «)(y-ß)xi^(«/ ßf r+^f ») « o 

erhält/ unb fubtra^trt man btebetben erften berfelben von berbrttten/ 
fo ergibt (idg|: 

(5) y(a — ()— ß)x)F(a,ß,y,x) — ay(i-x)F(a4-i,ß,y,x) 

+ (y— ^) (7—ß) ^ ^(«/ ß/ y+v X) = o* 
@e^en wir in biefer ©Uicfiung xcai^ unb [(^reiben mir ber 
Äüfje wegen i^(a, ß/ y) flatt F(a, ß, y, i), fo ^aben töit, in fo 
fern ha^ ^robuct (i — x) F(a, ß, y-f-i, x) oerfc^minbet/ 

r{a + ß — y)F(a, ß, y) + (y — a) (y — ß)F(ct, ß, y+ i) = O 
Cbet(7) Fia, ß, y) = ^jj^^l^l^pf -P(«/ P/ y+0> 

2)ie un^nblic^e Steige 

F (a, ßf y) = 1 + - H : — ; — 7 + W. 

^ '-^ • i.y * 1 . 2 . 7(7+*) 

Mt nur bann eine beflimmte ©rope bar/ menn fte conbergirt/ unb 
^ieju »irb erforbert/ baß a+ß — y eine negative Sä^I fep. 2)a nun 
a+i-j-ß — y pofitio fepn fanu/ m4^renb a-j-ß — y negatio au6' 
föttt, fo iji ed möglich, bap f'(a + i, ß, y) bioergirt/ ma^renb 
^{^ißf y) conoergirt. SBir muffen bal^er noc^ rechtfertigen/ baß 
<*/ felbfl wenn F(a+i/ ß/ y) bioergfrt/ erlaubt ifl/ ,baa ^ro* 
buct (1 — x) F (a+'i / ß/ y / x) für x = 1 ber SWuUe gfeic^ S" 
frjen. 
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SBenn mm ani einer bivergtrenbeti Steige 

bereit ©lieber unenblid) obne^men / eine neue Steige babur^ hilbtt, 
baß man jebea ®ljeb berfelben t)on bem barauf folgenben abjie^t/ fa 
conoergirt biefe neue Steige/ ndmlic^: 

Uo / 11| Uq / Uj Ol / 113 Uj • • • • Ua tto -.!•••«•/ 

unb i^re Summe tfl c=o. 

!Senn für fte ifl bie @umme ber n-f-i ^(nfangdglieber ss u« / 
t0eld)e ber 93orau$fe^ung gemaf unenblt(^ abnimmt ^ n^enn n unenb* 
lid) \»&^^. 

Da a+*+ß — r — i=a4-ß — r eine negatioe Sö^l ifl / f^ 
nel^men bie ©lieber ber Steige J'(a-{-i, ß/ y) unenblic^ ab (fec^Bte 
ffiorlef. 6))j aber (i — x) JF(a-f.i, ß, y, x) ge^t für x=i in bie 
Steige ber Unterfc^iebe über/ »elcl)e F(a+i/ ß/ y) burc^ ©ubtroc- 
eion je iweier SladS^barglieber barbietet/ ba^er ifl (i — ^x) jF(a-|-i,ß/ y, x) 
unter ber ?fnna^me xc=3i ber SRuDe gleic^. 

2(ud ber ®(ei(^un9 (7) folgt/ menn man nad^ unb na^l r+ '/ 
y+2/ y+3 . . . y4-"~* P<^^t y fd&reibt/ unb jebea fpdtere 9te* 
fultat in ba6 frühere fubfiituirt: 

(8) F<a,ß, y) = 

y . (7'ti)...(y+n.i)(y-a-P)(y.a-ß+i)...(y.a.p+n.i)* WP/rT ^ 

!l!)?an gebe ieber für ftc| in arit^metifc^er ^^rogreffion fortfi^rei^ 
tenben ^Ige t)0n Sactoren ben Dioifor 

ferner t^eile man ben S^^Ier bea obigen S3rud^ea burc^ 

y — a — 1 y — ß — 1 

unb ben menner bur^ 

n • n / 

fo wirb biefer S5ru(^ nic^t gednbert. H^t man nun n unenblic^ groß 
werben/ wobei 

c^ne (Silbe ber (Ein^ett^ unb i'ebe Sactorengrui^pe in bem oM^en SSruc^e 
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o^ne Snbe einer ®rdfe 9on ber gorm -^ jlc^ nähert/ fo ^at man 

S0 tfl alfo 

^ 1, f^ . «(«+!) P(P+i) , «(a+i)(«+a)p(p+i)(p+a) _ 

^ i.y "T* , . a . v(y+i) ^ i .% . 3 . y(y+.)(y+j) "T ^' 

_ n(7— 1) , n(y~a — p— I) 
n(y— a~i) . n(y-p — I)' 

»ofur man au^ ten cl^tgen o^ne Snbe fortloufenben fötudf fc^rei- 
hn tann. 
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Über bie Äettenbrüd^e* 



44nt0r i4ti ^ituln, it)cld[re ber 2fnalpjia jur nd^erung^weifen 
£)arfleQung ber®roßen iu@ebote flehen/ oerbtenen noc^ bie fosenann* 
teti Kettenbrücke einer Srmd^nung. 

<£m fetten brucb entfielt/ menn man ntej^rere Srud^e fo un- 
ter etnanber üerbtnbet/ bap jeber folgenbe ein 93efianbt^eil be6 97en« 
nerö bed i^orl^erge^enben n^irb. X)te allgemeine S<>i^in eines ^^ettenbru- 
^c^i mit Sinfc^Iup einer bemfelben Dorange^enben tfolirten Sc^^ ^f ifl 

* + tri; ?i_ 

2>ie $Bud[|{taben k/ a^/ a^/ a, . « • b^^ b^^ ba « « . flellen 
»ad immer für ©roßen <)or. 2)ie »rii^ie ;^ / r^ < r" • • • ^^^|^» ^*^ 

Ol -02 *>3 

@ lieber be$ Kettenbru^ed* £)erfe(be ifl begrenst ober unbegrenjt/ 
je nac^bem er eine befltmmte SRenge von @Iiebern i&^Uf ober in bad 
Unenblic^e fortfc^rettet. 

3ebe gegebene Sßenge voxl ©liebern eined Kettenbrucbed laßt ftc^ 
ttadb' ben SRegeln ber 2trit^metif hutd) einen gen^o^nlic^en 95tud) aud^ 
brücFen. Um ta^ ®efe^ fennen ju lernen; nad^ mldjem ein folc^er 
!6ruci) aua ben ©liebern be$ Kettenbrücke^ gebübet wivh, wollen mir 
biefelben flufemoeife in bie Operation ^ineinjte^en. Ss ijl 

Saffen »ir |^ier b, in b, + c^ übergeben , fo ^aben wir 

. j^ a, _ V »r^t»^ ^ (h b, + a,) b, + h 8; 

"^ "^ b, + 1 - ^.4< blbHl^: 

f 

6« fe9 ber ^ürje tve^en kb, -|- ^i ==: A, nnb b,s=:Bi , fo wirb 

^ *»! + e B,bj + ,aj 
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S^retben wir $ter K^^ ftatt b,, fo ergibt ft^^ ba A , nnb 
B, von ba ntc^t abhängen : 



a 

a 



i>i + 



^fe «■^+g)+ 



^ 



Hr 



^_ ( Atba + ka2)b3 + Ata3 

ob^r/ wenn wir A^ b^ + J^a, == A» unb B^ b» -j- «^a = B* M^« 5 

,. I «1 _ -A^b, 4- A^aj 

*» + b; 

^uf biefelbe ^rt ftnbet man burc^ ^Serwanblnng von b, in 

A./b3 + ?l) + A,a, 
_ V b,y ^ (AA+A>a3)b^+Aaa^ 

'^h- a, B/b, + ^ ) + B,a, (BaW+B,a3) b,+B,a, 
b3 + 5-^ V ^4/ 

* Asb4 + A^a^ 

Bjb^ + B^a^' 

P 

»enn man nÄmlt4> A^bj + A^aj = A3 unb B» ba + B^ a, = Bj 
fe^t. X)a ber @ang btefer SRed^nung / wie \v€it man fu <uid[; itnmer 
fortführen tnaQf nnt>^x&nUxlid) ber nämliche bleibt/ fo ^aben ivto 
»enn wir , 

Ao c= k Bo = 1 . 

Ai = Aobi + i.a, Bj = Bob| + o^^i * 

Aj e= Ajbj + AoBi Bi t= Bjba + ^o^z 

A3 = A^bj -|- AjE^ B3 s= Bjbg -|- BjBa 



An ca An— ibn + An — »Bn B« = Bn — i bn + B« -. , 3» 



Ao u a- !^ — ~* , k 4- ^?^ -^^ - 



1 



«1 = TT / 



Bo' ' b, B/ ' b, + ;i B 



b2 



*^ b,. 
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und cMitmm 



^ ^ bj + :c. 



a 

D 



+ r 

n 

Sladf iieUn Sormelti wirb man iit SKebuctton etned ^ettenbru« 
^ed auf einen gen)6^n(ict)en i&fruc^ o^ne <Scf)n>tertgFeit oorne^men. 

A A A A 

SBtc tooUen bie Sßruc^e —/ :ir / ;r^ ir • ' • • bie auf efoan^ 

»O öi Ö2 »3 

ber f olgenbeh rebucirten Sert^e be^ {uge^origen SetUnhtu^t6 
nennen. 

Unterfu(i[|en xoit nun bie Unterfc^iebe je {weier biefer rebucirten 
SBSert^e. 

ee iji 

Af Ao A^Bo— -AoBj kbj + a^ — kb» ag 

Bj Bo BqB^ BqB^ Bj 

Aa _ Aj A^B, — A,B^ (A^ b. + Ap a J B, — A, (B^ b^ + Bp a.) 

Bj B^ B;i B2 B^ B2 

j_. (AtBp — ApBjaa »rai 

• B^ Bj Bj B^ . N 

A, A, __ A,B^— A^B, (A,b3 + A.a,)B,— Ai(B,b, + B.«3) 

B3 Bj ^2^5 ^2^5 

(A^Bi — Ai B,) a, , a» a^a. 



B2B3 B2B3 



@ben fo ftnbet man 



^^A ^^3 1 2 3 4 

B4 ~ 5; = bTbT' 
unb allgemem 

■^n -^n — i ^ ^ . *l »2 *3 • • • *n 

Bn B„ . ^ ^ • B„ B^ 

2)a 

A 



a 

b!" 



tfl/ fo feigen und bie fo eben entwicFelten Sormeln in ben @tanb/ ben 
SBert^ eined ^ettenbruc^ed bid ju jebem beliebigen ©liebe burc^ eine 
Steige audiubrucfen. @S tfl n^mlidl^ 



6s 



•k + ^ 



1 



^•+•£7+'' 



- — . ,1. . ^ w 

■ 

- * t «: ~- Bm + "birt "" "^bt + ••••• 

.0-1 8» Bj • w • Ä^ 

.. + <„.)— ..!_ — ^, 

* t ■ 

'* + E7q:i2_,. • • - 

-^ + 57+ «. «• 

(et nnenbßc^ Steige 



« # • ^ 



^ B, B.Bj^ Ü»B. ' BjB., T^'^' 

@(wb für <3It(b glei^ gdtenbJ ' -■..,' 

^fl umgef^^rt, eine ^)i)>Ii4e, ^^ nnfi^bfidE)^ SXet^t . ^. . ,. 

Ol — «1 + "'s — «4 + 

segelenr fia tonn bteftlN iit efnen t^r ®It«b' fdr^Iieb cortej^onbtren 



1 t 4 ' # 



' » 



'. J 



a 



' a. 






oermanbelt werben. 
Denn fe|t man 

n, =, g-, «, =:: -__, ü„.« .-g-^, „^.^..-.g-g- , . . „. 

iinb bft • X . . . 

iil «. f. tt>, / fo ffnbet man : - . ^ 

a, = Ujb,; ferner wegen u^B» =s u,a, 

«ab|b. 



/ • • • • I 



a, =- 



^UinManftn'i matl^. fDorfrfutigcn. L 



06 



&ta fo gibt tte (SltidfünQ «»B, s= 0,8,8, 

u, (B, bj + B^a,) = «, a, B, / 
.fft, „ "» b3 Bi 

gjan ijl 2? = bi + J2L= b, + Jii^i. p= -üi^L., 

foIflKA a, =s °'"'^''' . 

' ''^ V (u,— u,)(i^^u,) 

7(u9 b(r ®Ut4)ung 11464 SS ajafB, oi<t 
«4 (B>N + Bi a*) == »3 »«B» 

et^ft««» «♦ = (»"- «4%/ .. 
»*r »Mfl 1 - b, + ^ 



'2 

unb 



B|as Ujb3 



JÄ2 »2-«/ 

forglic^ mab3b, 

n. f. »./ loobutd^ bei; weitere 93erlaäf ber Stec^nang bettttic^ i^or 2(a« 
gen liegt 

3n ben l^ter gefunb^nen TCu^briicfen für a«/ a»/ a,/ a« . <^. « 
finb bte 9Bert|^e oon b^/ b^; bs^ b« « « . . itnbeflihimt/ iinb bt^ab 
ipiafurlic^. Stefe (Stoßen fonnen/ wenn man bie SBert^e oon 
«1 / a^ / a, / 84 • . • . in bem Aettenbrud^e 



a. 






ba + 2C. 

< 

fubflituirt/ and bemfelben iixtd) baa 2fbfürjen ber SBru^e u^eggefd^afft 
werben. Siefe O))eration/ fo wie bie nod^ udt^ige Stebuction ber ®Ice^ 
ber bed J(ettenbru4iedaufbie einfac^fle (Sefialt/ erfpart man/ wenn man 

bj SS 1 , bt SSSUi «2/ ^3 S5 Uj U3/ b^ = U3 U4, , . , 

Mnimmtf woburc^ 

ai C8 U|/ a» = u»/ a, =s UjUs/ a4 = n^u^, . . . 
wirb/ unb man fogleic^ 

«1 ~ o» + «s — «4 + ==' 



«i 



er^aie. 



tu — * u« «i- ^ 

"» » «3— «4 + IC* 
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^'e UmftaUntig ber£Ret^e uj — »» + «s — 114 ^•••.. in bic-« 
f» XttUnbtudi lä$t fi4 auf' ^oJQcnbU^tt unmittelbar t^eu^erffleüt^en. 

Sd fry X| =: Uj — Ui 4- U3 — U4 + • • • • • 

X2 s=: Uj ^ U3 *^ U4 — • « • • • 

X, SSS 03 — U4 + •. * 

ö.. f. W./ 
fo tfl X, a 1t, -^ x^ ai u, ^1 ^ ^^ =3 ; °' 



» + 



• *» . u, 



• f 



«1 — «a 



ferner 



*a 



— • — H| «MM p- ' l»f 



»a X» 

x» "a— X» "3 — xj 

^ "1— «a «f — "a + n T^ 

U^ — X3 

2fttf Mefelbe ?(rt finbet man 



ritalBrfB 



U^X, 



u. f. to.f ba^er (at man nad^ ge^drtger Cubfiitution 

u, 

X, SS5 -5— ttg 

Ua— U5 4. sr. 

»ie oben. 

S^dbretbt man 61er ^/ -•/ ^ ^ ~" ^ 

ober aud^ *-/ -^— / / 



.» 



• • « • 



U^ U^U^ UiU^Uj U^U2U2U4 

f)att ttj/ Uji/ U3/ a« • • « ,^ 

fo er^tc man na(^ s^^^^<d^^ diebuctton 

w» Wa ' u, U4 ~ • * • * 






«1 + — r- * a: 



-«—' + ».-«,+ 



r. »4 — »» + »• 

6* 
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nntt — — + 



«l"l 



Uj Ua u. 



w* «1 »5 »4 



+ tc. 



Wl + 



u, 



U2— 1 4- 



^5~ » + 



Ui 



U4 — 1 + 2C. 

j 

X>a bte ^ter angept^rten Xetttnivud^e / htn Steigen/ dua toel^ien 
fie abgeleitet worben flnb/ -(Slfet) fik ®{ieb' correfponbireft / fo fantt 
man bte C n er g e n j ober £)toergeni ber Kettenbrücke na<^ ber 
S3efd[^afen^ett btefer Steten beurtj^etleiK 



ii 



'it'» ' ', . 'i 



• • 



. . I 
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St» bl fte QSe r lef un 3. 

Über t)te Sittttnitü^t, 

» ■ 

* (5 t t f e t tt n fl.) 



-«*/ 



-lim bte SRannfgfdrtigfeit bec ^unfl^rtlffe anf^aulic^ ju mad^en/ 
»eI4e ftdl^ bei ber 93emonbIung ber Steigen in jteüenbrüc^e anbringen 
loffen/ moOen mir/ unter ber OSoraudfe^un^/ bop F(ä/ ß/ y^ x) 
ik Summe ber Stetige 

' i.y "^ 1 , « . 7(7+1) "^i . a • 3 . 7(7+0(7+'«) "^ * 

\m%aVie i^red 2(bbre(l^end ober ij^rer (S^nt)ers<sn) beieic|[)ne/ ben Cluo- 
ticnten 

F(a, ß + i, 7+1. X) 

ui) ® ä u ^ in einen ^ettenbrud^ umflalten. 

®e$en tbir ben (Soefftcienten ^0% x" in f*(tf / /3/ 7/ x)/ ndmlic^ 

a(a+i')(a+!i) . . . (g+n— Qg (ß+i)(p+ay . , , . (ß+n— Q ^ ^^ 
I • a . S n • 7(7+0(7+») • • . • (7+a— 1) ' 

fo i|l ber Soefffcient »on x» in F(a, ß+ * / r+ " / '^) 
folgli^ bfi SoefftctMit oon x" in ber 2)ifcreni 

f («, ß4-i, y+i, x) — P(a, ß, y, x) 

* 

(Jd ijl aJer N . ^ ?; ! ber Coeffieient t>on x* in ber 9lei6e 

oß(7+n) 

x.P(a-^i/ ß-fif y+^^ ^)/ ^^^^^ befielt bie ©lei^nng : 

i^(«/ß+t,>4-.,x)-F(a,ß,y,x) = f^liF(a+i,/3+i^ 

a»^ we^er 

^ F(a, p,y, X) _ ^ _ <(7 — P> ^ i^(a+i, p+i, 7+». »> 

^^«^P+». 7 + ».«) 7(7+0 ■ i'C«, ß+i.7+^^ 
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!"(<*, ß + i, y+i, X) i 

folgt @e()en wtr 

f» Wirt/ bO »fft« FCo/ /3j, y/ x) s=s jFOäj, a/ 7«. x) # 

J'Cg+'/g-f' > y + «>».) _^ /^(p+i,aTHi,y-ir>,i^) 

/(«^ ß, y, X) « ,^ 'y. _ i— . ^ 

:^efe ©Id'd^ng gt^t/ wenn man «/ /3/ y mit /J+iV «^ y+ ^ 
vertaufc^t : 

• - »y+.)(y+») ''/(«+', P+«,y+«,«) 

fo/ boß /(«/ /?/ yi x) t»r(^/(a4-i/ /34- 1 , y4-3/ x) au«gebrit(rt 
werten fann. %ä\)xt man eben fo /(a+i^ /S-f-i/ y+S/ x) 
Auf /*("+*/ ß + ^' r + 4/ x) iurücf :c/ fo «rt ^(^ man ^en Jtettenbntc^ 



a.x 
» a,x 



«4» 



wobei / wie man leiqt fie^t : 

, '—, «(Y— P) ^ (P4-*)(y+>— «) 

' y(y + >)' • (y+»)(y+«) 

. — («+')(Y + *—P) - _ (P + «)(Y+«— «> 

* (y + «)(y + 3) ' * (y + 3)(y+4) 

_ («+«) (Y+«-P) _ (p+3)(y+3— g) 

* (y+4)(y+5) ' « < (y+6)t(y+6) 

u. f. w. t(l. 

2)er Äettent)rud^ tfl begrepat/ wenn eine ber ga^Ien «, /3/ y-r«, 
y— ß ganj unbnegotw angenommen »irb; fonflaberijl er unbegrenzt 

Sur /3==o rebuctrt ftc^ bte bnrc^ f (a^ ß, y^ x) DorgefieDee 
Steige auf \\t erfled ©lieb i , ba^er ^at man/ tt^enn man in bitr S^r-- 
mel (i) y — I flatt y fd^reibe: 
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(t) Fja, 1/ y/ «) ta- a^i 



1 



, rfii-a,. 



t — K., 






r " y(7+') 

** (y+«)(7+»>' * (y+»)(7+3) 

^ "" (7+a)(y+4)' * (y+4)(y+5> 
Sie Steige 

gcft tn (i-|-x)" ubiT/ W€nn man — m flott a, i fiatt y/ unb ---x 
fiaft X feftt. Sß» ^aben bü^er 

(i + x)* = ' mx 'X m— i , , V 

I +«• 



I 

=— - mx 
I — 









©tefe gornwl 6tl4)t o$ , wenn iet (ixpontnt m «ine öÄnje, j>o« 
jittM ob« wegtttwe 3«^I i|l. SRan f«nn betfelben n«»<^ «ine mUtt 
©tjlttlt debe«. €« folgt ndm«t^ ftu« i^c 



mx 



(.^-x)-«-->-^«»~-7-:j:Ic»+o«_ '(„_.)x 

unb ba^er / wenn man b«« 3<i«^<n »on m öubert : 



ms 




Za bet ^««bturf ^'+f"- t»« b« «nenbl^e« ^««^m« »rtt 
m be«. Mt&tUd^n Zod^mi wn .4-« *«' ®""'' ^**' ^' **' 



7*1 



«.1 «»«••• 



1 4. 2 --»x • 

j + ■ ■ ;" t« * t 

I -t* "T — 'T «* * 



I 4- IC. 

^ - 

— r 1^ 

I H X 



2 + tC 

hingegen ge^t (i4*^)"f^i bem ünenbltc^en 2fbne^tnen oonw 
in e« iSber ^ ba^er ^at man 

e« t=3 — X , ^ 

» I — A Y* « 

* + "7 UL_ -A^x 



» + 



I — K. 



SSBenn ber j(etten(ruc^/ welcher aua einer 9tet^e obgekUet n)urbef 
berfelben nic^t ©lieb fuc ®(teb correfponbtrt ^ fo f)e^t bie Sorioergenj 
ober ^Dtoergen} be9 jtettenbruc^eö mit ber S3efcbaffen^eit ber fHei^e in 
feinem not^wenbtgen 3ufammen^ange. 3n biefem g^^de/ welcber bei 
ben fp eben entwicfelten Jtettenbrü^en ®tatt fnbet/ mup bie (Sonoer« 
genj bea;Rettenbruc^ed befonberdnnterfud^t iverben. 9}?an finnte jn:»or 
benfelben nad) ber in ber Dor^erge^enben 93or(efung ert^eiUen Tinwtu 
fung in eine i^m gliebmeife entf))rec{)enbe Steige umflaUen ^ oUein nur 
feiten wirb mvin im 0tanbe fe^n^ ha^ 'Silbnngdgefe^ biefer Steige um 
ter einer fo(d^en $orm bariuflellen/ baß bie jur Keurt^eilung ber Son- 
«ergenj ber Steigen gegebenen 9?eg^n angett^enbet werben fönuen. 
0elbft wenn bie ©lieber eined Aettenbruc^ea 



k+^— a 



^2 + 



b, + je. 

f4mmtlic^ ))afttio ftt)b/ alfo ber SBert^ be6fe(ben immer jwifci^en bie 
©renken k unb k + ^ f4nt, unb ba^er feinea unenblidE^en aSac^-- 



TS 

bireaben SKei^e 

"*"b. irBjT b»b. b,b^ I"*'- 

• • ♦ . 

bte 3«td^^>t toed^feln/ unb bte numertfc^en Sert^e ber ®Iteber unun« 



terbtod^en fort abnehmen / ba bad n<^ biefer ©Itebet / 



*i «a 83 84« • • ^a— I 



•x*2a3a4-»««»n 
B B 

n — I a 



ou^ tem (n— i)*<n — g g butid[) aWuItipKcatton be» Uiy 

tun mit betnbie Stn^ett nie erreic^enbeor Factor 



a B a 



B B b4-B aB'b 






entfielt : felbfl bann no^l ^^»dt tie dontergeni be$ Jtettenbrn4fe9 Don 
bem Umflanbe ab / ob bte ©rö^e 

•l •» *3 ®4 • • • *n 



H B 

B-^l B 



bei bem tinenbltcden 9Ba(^fen bed Setger^ n unenb(i(^ abnimmt/ ober 
einer «>on o uerfc^tebenen ©renje ft^ nd^ert. . Sritt* ber Untere Um« 
ßanb etn^ fo ifl ber Sert^ bea Aettenbruc^eö fc^wanfenb unb ba^er 
tut bio^rgirenb ju ^(teii. 2([a 93eifpte( btene ber mit ber Steige 

a 3.4 6,6 

1 3*0,45 

gliebmetfe überein|!immettbe Aettenbruc^ 

^^ *^ 1 + IC. 

^j SBerben bie B&^Uv a^ / ai / aa ^ a« . . . jule^t ))oftti)) unb ntd^t 

8ti|n ala i , unb bte JWenner b» , b^ , bj . • • pofitio unb ntd)t Hei* 

I «er oW- 1, fo unterliegt bie unenblid^e 21bna^mt bee »ruc^ee 

*i »1 «s • . • a^ I 

"-^^g — g bei bem unenblic^en SBßac^fen von n feinem 3weifeu 

, B— l B 

r. 8« mup dfo ber oben für Z(i +x) gegebene jtetfenbrud) , »entgjlend 
i ^^Ut\fte x*itoif4>en o unb 4 liegt/ unb ber fiir e« gegebene/ bei jebeni 
SBert^e oon x cont^ergiren« 
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Um in enff^ibfii/ mit mldftt ®eitaiiigfeit Me rebncirfen IBcrt^ 

A A A -^n 

^ / s^ / ^ • • • TT- • • • ^^n %otalmtth z eined cont)etdtrenben 

»1 ^2 »» B^ 

A, 

Xetrentruc^ed barfiellen/ mup man ben Uutetfc^teb « — ^ m Cm^« 
(S9U9 «-»k+r^:-. 






mobet 2. ben anf ben iRenner b. folgenben 9tefl bed Xettenbru^ed an« 

A. 

Vigti fo ge^t — in z über/ n^enn man b» 4-z. flatt b» fe^t. 2>annn 

A A b 4- A a 



is^ 3 b + B a 

tft/ nnb A.^,/ A«..,; Bn-i/ Bn-. bie Sa^Iba nid)t enthalte»/ 
fo folgt 

ttttb 

_ ;^ (A— , «n — ^B ^a-») ^n _ (— O' ^t «a >3 " > «. ^ 

' B *^ B (B +B »1 B ' (B 4- B TT" 

a a ^ a ^^ a— i a' • a ^ a »^ a— » .a' 

(—1)' . aja^a, . . . a^ 

"^ Tb T"' 

»■ C^ + »-) 

Saffen fid^ {wei ©renjen ^n unb ^a + ^^ ongeben/ {Wifc^en u>el(^e 

A 

z. f4Dt/ fo liegt z — g^ {Wifc^en ben ©renken 

B 

(—0" a.a^aj . . . a^ ^^^ (— ^'a^a^a^ « « . a. 



A 



9Wan wirb bo^er über z — — um fo juoerWf tger nrtl^eilen , je Hei» 

■ 
ner d. ijl. 

A^ A _ 

Um z — J^ be<)uem mit z ^^ Dergleichen ju rennen/ 

B_ B_ 



a— I 



T5 
A. 



h^dmm man s — -g — mit ^dlfe it* oUgen ^(tt^bmtfeA fk m. 
SRm f nbet 

A A B . — A B 

B ß (B 4- B TT 



• • 



foldlic^ 



f. 

* ». B 



^►.. K 



B.-. 



:Der Allgemcitien ÜfntvenbtarFett bufer Sormelit f!i^ bte ®((w{e^ 
rigfett im SBrge/ bte Sormatto« ber Sohlen B^^, ^ B. jh Aberfe^en/ 
fo bof bic Stegehi / welche wir bdrauS für bte Sonoergen} ber itetteiP 
thic^e obfeiteti f 5nnen ^ voti (u befd^rdnftem Umfange ftnb / al6 baf 
fie Mtbicnten ^ier ant einonber gefegt (u werben« (S6 ifl ba(er |« 
»unfc^en^ haf bie 2fnal9flen biefen no4l nic^t ge^irig bearbeiteten ®e« 
gcnflanb einer Aufmertfaroeren ^^ufung nnteriie^en mi^tttu 



7fr 



» • • 






I ♦ • I • 



©reise^nte SSoriefung. 

Übet bte Äe««nbru(^_ey fceren' 3Ä^t«t t=:i, unb 
beten flennet ganje 3<»^l«n finb. 



§ß. 



• I ) • 



^oifitigltd^ merfwürbig unb tvic^ttg ftnb bte Atttcnitu^t g be^ 
ren aOgemetne Sorm 



'■ + hf 



^2+-, 



' "*" ^> "'t* ^*- • •' 

iftf wohti ko/. k|/ kj/ ks « • • . ganje (»offifoe obert|fsatt«e 3a$Ieo 
99rf}iOen« < * ' 

-' 99?an Fonimt auf Äetfenbru^e Wefer 3form / foBalb man eine 
OrJße/ weld)t burc^ feine gatijc Sa^l borgepellt werben fann / nd^f 
tungiÄroetfe öuf 'gon^e 3o5Ien'guriicfiufu^rett fuc^e: 6$ fep'x: bfe Qa^l, , 
»elc^e eme [oid^e&ti^t audbrudPt/ fo Itegt r gmtfc^en jwet tloß um t 
t)erfcf)iebenen ganjen B<^iUn h unb h -f i ^ WQ^on eine auci^ = o fei^n 
fann. 3fi k« eine berfelben / fo tfl ber numerifc^e SBert^ ber 2)ifereni 

X — ko < 1, 

folglich . ' > ,. 

X — il0 

e« fep — ^- = X,, fo ijl Xj > !• ©teilt nun k, eine ber 

beiben ganzen 3a^ren t>ot, jmifc^en weld)e x^ fdQt/ beren feine c=o 
fepn fann^ fo tfi o^ne SRucffJc^t auf bte 3ei(f;en 

X, — kl < 1, 

folglich, wenn man — ^-- = x» fejt, x^ > i. 

*i — *i 

Sd fep itieber k^ eine ber beiben ganjen Sorten ^ welken x^ am 

» I 
ndc^flen liegt/ fo ijl ebenfalls Xj^ — k» < i unb r- ober x, > i. 

Auf biefetbe 2frt iji, wenn x, jwifc^en k, unb k, + i faHt , — ^- ober 
X4 > 1 n« f. Wf 9Ran ^at ba^er 



^•7 






' " ' , '/' >l9fic§ 7 ' 

'.T '■ ' • I • • . .^..., ,', ' 3 . .. , - 

X, — ka ==: - X, =: k, + L 

' u. f. ».; . . 

w ^- ' • ' ^ >..... .r; < ^ «, > '. .Tr'iTi'i:^ 

Sei Jtetteniruc^ tfl (egrentt otei ur<begreliit;>.: ie'hac^bem icinit ber 

Sin^eit commenfurabel ober tncDmmenfucated tflj 

IRennen totr ^iet/ um'®lei(^f8rmtgrett in itnfere SXefuItate ju 

bringen/ oon jwet 3<'^I^n/'ii^re 3etc^en rnößen mte tmmer befc^afen 

fe^n^ jene bü ^xi%txtt 0011 wel(t)er bte''(inblfi^e''Qbgejogfit''Mre^$#h 

rauf, iim eiae'j)ojitite 2)ftfeV*ftj ^u'ei^afttlt, tpobet'älfa bte SÖÄgrJfe» 

wnj negatioerSö^Iew wie eine SSerrtngerunä betfeibeit betrachtet w^b/ 
fo ijl 1 . - .i 

« -*- 'I -— ,*tn kn I .]- , / , 

pojttit», wettti k» btt njc^flefnere 3a^I tn $6e{ig duf x» > V. ^« bie 
fleinereber berben gatiietTSit^Ien iit^ i)t)if4ieR- it^^ x» f4iit; iinb 
negotiv/ ipenn für k. bie itdc^ größere biefafc Sit^fen genvmm^ wirb« 

Sa nun .y« r— k« = ^^^-^ iinb Xn+, benrniinUfif^fn*3BeIrtBe nac^ 

Srößer ald bie (Sin^eit ifl/ fo muf ka+,/ biefe 3af^ mag bie ndc^il 
((einere ober bie ndc^ß größere in 83e)ug auf .x. feyn , ba{fe(be Seichen 
Men, wie x« — kn. ^at alfo ein^r ber JUenn^r kj, k,, kj, i^l/'/. 
M obigen j(ettenbrud^e$ bad S^i^^n— / fp..i)l bei bec {Beflimtnung 
^e6 unmittelbar oor^ergel^enben SHennerd bie ber betrefenben Srgdip 
W% ^e6 Aetfenbruc^ed ^undd^ liegenbe propere ^a^I gewd^d «lorbht. 

^iegt Xo jwifc^enka unbkn + \t unb fom'mt k.» unter biefen jwet j 

S^^i^n Sagten ber ®r^^e x» am ndc^n; fo tnU^'x^ r-^' k. / beul 1111^ I 

"^«rifc^en SBert^e tiac^/ • < i> folgfid^ x»^-, > 'ift anefaDen/ liwb^fb^ 
"•i* fann k; ^ , nic^t = r werben. Crjfc^eiitt alfo ble.ein^eit unter tim 
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Slennern eined 5Uttenbrud^ed / fo tfl Ui ber {Beflimmutig brd vorige- 
^enben SRennerd bie Srgdniun9 bed JtetUnbcuc^i^ nic^t auf ia$ ge« 
nauefle bur<^ ettif ganje 3a^I bargefleOt tporbrn« 

SBir tinntn und (^ier ber SBetrac^uirg ber Jtettenbrii^e mit ne« 
gatioen IRennern eut^aUen. Senn biefelben erjeugen negattoe <B(ie« 
ber im Kettenbrücke/ unb btefe laffen fic^ tntt ^ulfe ber ©retc^ung 

J&a —— I , SS3 Ab — • 1 •+- , i 



(eic^e tvegf^af en. fBBire' b» ber Sin^eit qUO) , fo wärbe ber SUiß 
tenbrnd^ einfacher. (S6 U0t ftc^ aber o^ne @(^mtertgfett {etgeii/ ba| 
intdf baa oben erfMrte 93erfa^ren (itr 93ermanblung einer ®r$f c tn tu 
nen Jtettenbruc^ nie ein ber ))ofttioen Sinj^eit gleicher SRenner erhalten 
»irb/ bem baa S^idSien — nachfolgte« 
(Ea fe^en alfo im Aettenbruc^ 



1^0 + 



% 



K + 



K + 



^s + »e. 

aKe auf ko folgenben ®tteber |>ofitto. 

eerec^net man bie Säulen A«/ A«/ Ai • • • B«/'B|/ B, . . . . 
mit. .^ttlfe ber ©(etc^unsen 

Ao = k« Bo == I 

Aj = Aoki + 1 B| = Bok, -f o 

. A, = A,k» + Ao B, = B.k^ + B^ 

As =5 A,k, + A, B, « B»b, + B, 

A4 s=s A^3 k4^+ A, . B^ G=z Bg k^ -f- B, 

A. = A_, k, + A«^. B. c= B«-, k, + B.-. 

r- n^v •^» "^Ä ^* * * • 

'" 1'"" s;' 51' B/ B,' 5; • • • 5; • • • • 

feie rcbuctrten SBert^e be0 Jt(tUn()rn(^e< ; wdf iß 

;^ _ 1, , 2 i I _j i_ 1 I <—')'"* 

B. ■•T"B» B.B, "l'B.B, B, B^ "»" * * ' T" li._. H. ' 

«»<I<i^. ©(eic^ung/ wegen be« unenblic^en SBBai^fena oon B« bei ber nn« 
enblid^n Zunahm ton n / aber bie Sonoergeni bea Jtettenbrnc^ea fri< 
«es Stvetfel übrig. (4fe. gerner tfl/ tvenn x jben Sotaltoeri^ beaJtrt« 



tciibta(^6/ un^ iit auf ben SIraner k. folsipbe (Sr^faginis «a« 

{(igt/ bec in oorl^ergc^enbet ^tlefung gesehenen Sormel ju 3e(ae: 



"-B- B. 



lifo ive^n X. ^ , > I nnb B^— i < B. 

onb betbe afferenten ^a(en entgegengefe^te Süd^tn. (S5 liegt alfo ber 
iotatoert^ bed Aettenbrud[^ed jmtfcf^en je (weien auf einanber fo(gen« 

ben ber rebuctrten SBertbe ^ / ^ / ir / ^nb jeber f olgenbe 

«1 »2 **3 

jieatbtcfen Sotaltoert^ genauer bar/ a(d beroor^erge^enbe. 
^u^ jeigt bie .®Iet4inng 

A^ 

baf X — .— bei bem unenbltc^en 9Bac(^fen oon n unenblic^ flein 

loitb/ unb fletd Heiner tft ala 7^« ^ fuhren ba^er bie rebucirtin 

ffiert^e etned Xettenbruc^ed ber ^ier betrac||teten %otm mit 9ted^t ben 
SRamen: 97ii^ernngabrii(^e. X>et%t^Utf welchen mm begei^t/ 
»enn man einen biefer !n4^erung6brud|>e' flatt bed Jtettenbruc^e6 fe^t^ 
ifl Heiner aM ber Ouotient/ meieren bie Sin^eit burc^ ia6 Cluabral 
feinet Sftenner^ get^eilt geben würbe. 

35a AaBn^i — An-iB, c= + i ifl/ «nb A« ^ Bn ^ Aa-, ^ 
Biu., not^menbfg gan je 3<)^(en finb / fo Nnnen bie S5eflanbt^ei(e An 

K 
unb B. etnea 9Id^erungdbru4ie6 -g- feinen oon ber Sin^eit oerfs^ie« 

bmn gemeinfd^aftlic^en Factor enthalten / nnb ba^er erfdlieint jeber 
9lo^erung6bru(^ tn ber einfad^flen Sorm / beren er fd^tg iß. 

Sefonbere bemerfendmert^ ifl ber Umfli^nb / bap jeber and einem 
Aettenbrncfie ber ^ier betrachteten Sorm ^ruorge^enbe Sld^erungdbruc^ 

K 

Tp ben Sotalwertb x bc6 jtettenbru(()cd genauer angibt/ aU jeber 
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q ^ ^ 

unb X0&VC babei o^ne,92ücfft(^t auf bt>3etd^en 

A^ A^ 

fo mußte / ba x iwifc|)en ^ unb *"^' Ite^t ; alfo ber numenfc^e 

^ttify öon -g-^^^ "g- bie (Summe ber numntfdlien Sßert^e »on 

X — -- unb X — "^ — tjl / not^twnbfg 

A^ n A A 

B q ^ B F* 

fepu/ woraud/ wegen An + iB« — A„B„^.» =3 + ly 

A q — B p , 



B CT ^ B B 

q 

ober An + ,q — Bn^.ip <^ folgf. 

n 

7{tlem -^ tft ber QSorauafe^ung gemäß m &d)tet VSxn^f unb 

Ani^ i q — Btt ^ , p wegen q < B,^. , eine ton o t>erf(^iebe«e gönje 
Qa^f ba^er fann ber numerif^e SBert^ von Aa^. «q — Ba+.j? nii^t 

tUittti Ausfallen f aU ^ t folglich auc^ bte 2(nna^rae 

P . -^. 

X — - < X --- 

nt^t. befleißen. 

2(ufer ben |^ier betrachteten SRd^erungöbrüc^en laffen ftc^ noc^ 
anbere angeben^ welche man erl^dlt/ wenn man iwifd^en biefe(ben neue 
fSrüd^e auf folgenbe Hü etnfc^altet : 

St fe^ I(ii einer ber bie Stnl^eie uberftetgenben SRenner bed Sitt^ 
tenbrut^ed 



lio-l- 



1 



h.-f 



ksH- 



h j + W • 

Serner fep 
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TI, = a . Ao-, 4- A.^ »a = 2 . B„_, + Bo-1 



2(, = 3 . A— , + A»-. 103 = 3 . Bn«, + B«-. 



2fi.-.=(h- — A.^i + A.«, 5ei.^-,t=i(li*— i)B.-. + B.-. 
Xi^sa A. n=3 k. A.-.1 + A«_,/ Bn^ ssB. =*!* B«-,i +B«-..^ 

fo ^at man eine Steige oon tBrud^en 

«it 2Cj Äs /I4 n"^* 

57' »»';»;' »;•••• ©TT' 



von welc^rn fic^ ((weifen U$tt bof (ie fiSmtntIi4> (wif^iert 

:^ nnb 



A.-. 31, . . A. ^1^, 



B_. »p B, ©k^ 



litgcn f im 3a^Ier unb Stenner fetneu genuiiifc^aftlt^ert S<tctor |^a(en/ 
uii^ ^40 jeber berfeli^en/ wie ^ i bem Sotahuert^e x U$ AeUenl^ru* 



»r 



4ed ud^er fommt/ a(a jebet anbere burd^ fleinere B^^^^^ au6ge« 
hüAe »ruc^ !^ für welken x -- £ baJTelbe deichen et^dlt/ wie 

X — ~ « :Die Bewetfe biefer @d|e ftnb ben oben geführten &^nü^f 
unb gruttben ftc^ barauf/ baf ben aufgefletlten S<>tme(n gemdfl 

Um bce ^ier oorgetragenen 0d|ie über bie Kettenbrücke bnrd^ 
S^if)>ie(e ju erläutern / Ufe man einen gemeinen Bruc^ in einen itet« 
tenbruc^ auf/ welc^ea nad^ ber am Eingänge biefer 93orIefung erHdr* 
Un 9}?et$ot)e bemerrileatget mirb/ wenn man Un 3ä$kr biefea Sru^- 
t^c^ burc^ ben SRenner t^iid^ ferner ben 9}enner burc^ ben bei ber er^ 
fien X)iut|ipn erhaltenen 8te jl / unD fo fort jeben oor^erge^enben 9tefl 
^ur(^ ben folgeriben* Z)ie Operation ^irt not^wenbig einmal auf/ unb 
^ie bei berfelben erfc^einenbeif Ctuotienten jtnb bie SBert^e wn 

1*0 f 1*1 / lij / kj 



«••'«• 



<^HttflibAuffn'< mai^* tOorlcfUngcn. i. 
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Üitt bt( @tnnffe unb ^ofinuffe b«r ^reiebogcn. 



^, 



^enfen ivtr uii(( a«f bec ^erip^arie eine6 mit ber Sangen-Sio' 
|ett aW ^dlbmeffer befc^riebenen Areifeö von einem befUmmteti 9>uncM 
aud/ welchen n>i( ben 2(nfangö))unct nennen moOen/ beliebige 
S3ogen abgefddnitten / bie iptr bnrc^ bt>3<i^Ini bejet^nen/ weld^e bi> 
SJer^dltntffe t^rer Sangen {u jener be^ ^albmeffera angeben ; fo per« 
Italien ftc^ bie naä) entgegengefebten 9ti(^tungen genommenen Kc 
gen in ber Stecf^nuug mie entgegengefe^te (Srofen f für welche namlic^ 
2(bbttion unb @ub(raetton we^fehpeife in einanber übergeben/ unk 
tperben in biefer (Se^ie^ung burc^ bie Seic^^n -f unb — unterrc^irbenr 
ipobete^ übrigen^ gleichgültig i(l/ iveld^en pon beiben StidjiuuQtii man 
baa Seic^n 4- beilegt Z)er enpd^nte 9Bed)fe( ber 3(bbttion mit ber 
®ubtraction bei SBogen/ ipe((f)e in S^in\id)t auf ben 2tnfangd)>unct ent' 
gegengefe^te ?agen l^aben/ jctgt ftc^ fogleic^ i» ben einfac^flen 93er' 
binbungen berfelben / wenn man aHe babei benfbaren SdDe burc^ bie 
namlid)t gormel bäriuflellen beabftc()ttget. @ct^neiben tpir j. S3. / ppm 
2(nfangd))unCie au6ge^enb/ einen • con)1anten S3ogen s=:a unb einen oa« 
riablen ssx ab^ unb nennen wir ia6 {wifcf^en i^ren Snbpuncten en^ 
^aUene &tu(f ber Areidperip^erie j, fo ifl offenbar ys=a — x, tpenn 
X mit a na(^ berfelben @egenb ^infdOt/ unb ysa»^^/ menn a unb 
X entg?gengefe^t liegen« Sad ^ntgegengefe^te in biefeh SSeiie^nngen 
tpirb alfo burc^ tie JÜnberung bed Seicfaenö pon x auögebrücft 3n ber 
gormel y=a — x fann ferner x<a, xi=aa, x>a fepn. 3m (ente- 
ren SaOe erhalt 7 ba6 entgegengefe|^te B^id^^n* 3n ber Z^at tfl j ein 
Sogen / ipelc^er Pon bem Snbpuncte bed S&ogend a au^ge^t/ unb in 
ben S^Den x<a unb x>a/ j^infi^jtlic^ feined Urfprungea/ entgegen« 
gefegte Sagen annimmt« 

Sd ifl au^ ber Elementar « (Seometrie befannt/ ba0 bie ^erip^e« 
rien jeber jweier Jtreife fic^^ per^alten ipie i^re ^urd^meffer. ipierau^ 
folgt / ^ü^ in jebem jtreife ber (Quotient / meldten bie ^erip^erie bur4 
ben IDurdl^meifer get^eilt barbietet^ eine unper<uiberlic(^e 3a(I ifl« !Sicf< 
3abt/ t>on welcher man burc^ bie Betrachtung beö bem Greife einge- 
fd^riebenen regelmäßigen' ®e<^öecfea unb be9 bemfetben umfc^riebeneti 
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üo^raUd Uufit s^tgen tarn / t«^ jte (mifi^f n 3 lutb 4 fiHt. wirb, «on 
Un Vlatfyematihtn fafl burdS^e^enbö mit x bejetd^net. 0ie gibt offene 
tar iie ^albe 9^<rip$erte €ined Areifeö an / beffcn ^albmeffer «== 1 tf?« 

2)er ^urc^meffer / voeld)ex in unferem Greife burd) ben ^infangd- 
panct ber ^pgcn ge^t/ foQ bec etfle/ unb ber biefen \cnhed)t burc^ 
f^neibenbe Succ^meffer foU ber jweite ^au))tburc^ttieffer ^d' 
|en. 7>ntif. beibe .^auptburc^mejfer loirb bie ^erip^erie in \9W gTeid^ 
S^eil^ get|^ei(t/ welche loir Auabranten nennen wpQen« äBir mer« 
ben biefelben vom 2(nfangdpuncte ber SBogen angefangen {äj^Ien / unb 
ba man im Greife o^ne Snbe fort ^^rumge^en faon r \o ifl ber 5'^ 
^uabrant einerlei mit bem i^<"/ ber O^^ einerlei mitbem a^<" u. f. w,^ 
unb aQgemetn/ wenn m, n pofttioe gan^e 3a^(en (inD/ ber (J^m-^ny 
iCluabrant einertei mit bem n<<"* 

^ad ^erpenbifel/ mld)t^ aua bem ^nbpuncte eine6 S5oge96 « 
auf ben erficn ^auptburc^meffer fdOt/ ^eipt ber 0t nu^ biefed S60« 
gen^/ nnb wirb burc^ bie ber ^a^l be6 SBcgenö oorgefe^te ^plbe sin. 
Icieic^net/ alfo in unferem %allt burc^ «i/u a j bad ^erpenbifel ^inge* 
gen; mel^ed von bem (Sftbpuncte bed SBogend a jum {Weiten ^aupt« 
tuK^meffer ge^t/ ^eift berSoftnud biefed ^cgen^/ linb fein 3et 
(^en ift cos, a« SRan fle^t^ baß ber Cöftnua i'ebed aScgena bem @ti1cfe 
t)ed etilen ^auptbutc^mejfera glei<^ fommt^ weld)ea jwifc^en btmfDiiu 
telpuncte bed jlreifed unb bem 0inua liegt; baß folgli^ ber &t« 
uue^ ber iuge^orige Ctoftnüd unb ber i^albmeffer {!eta ein redSitwinMiii 
SedlCretecf bilben# woi»»n Iberer bie ^9pot^ttufe ifl. <Sa befielt 
fca^er bie (Slei^ung 

51V1. a* -4- cos* tt* =s I *). 

Z)ie@inujfe unb6!b(inujfe werben m ber 7li\ai}}(i6 aU einfa^i 
Suncttonen i^rer SSogen betrautet , fo ha^ ein SRefultat für DoÜig be* 
ßimmt gilt/ wenn ed auf bie- genannten Sunctionen jurücfgebrad^t ijl. 
^M bebient {icf> ju biefem Se^ufe eigener Safetti/ in welche bie nu' 

* * 4 ' • • 

^) SBtr Betrdjbfen bier bie gpl^en 5in. unb cos. aU Bloge $ttnefiond5eicben> 
unb be^anbeln bie Seicbot ^i/i. « iinb cos. a a(a ^pm^ole fdr p(( befte* 
^nber trögen ; ba^er 6f$le^en »ir bie (S^rponenfen in 21uebrtS(f en i^on 
ber 3ocm 5/a. ce^ , c<>^.' dr auf bae ganse Seteben, niäft blog auf a aOein. 
See ®tnu» ober (Sofinua be^ 930gena «^ muf bunb ^f'». (a') ober 
cos.(af) ongesetgt «erben. tAi fBeseicbuUng sm^^«^ sinJu te. wiirbe 
na4 ^el|l , mad wir in ber erßen SBorlefuRa u^ec biefen Cl^egenflanb fc* 
fast ^a(en, mit sin. sin, 9, s^n^ sin. sin. a ic. gleicb^ebeufenb fe^n. 

6 • 
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nterifc^en SBBert^e ber ^innfTt unb (SofhtnfTt nef^n itntn i^ret 95oden 
etngetrogen f!nb. (Sfie wir seigeti/ mie ein @ttiud ober (£of!iin6 and 
feinem iBogen berechnet wtrb^ wclUn roit bte SBefc^offen^ett biefer 
Functionen nd^er betrad^ten. 

SBogen, beren *<SnbpuncU gleich weit oon bem erften ^auptbnrc^ 
tneffer entfernt fihb / ^oben in numertfdi^er 83eite^ung gleid^e 0tnnffe; 
liegen iebod^ biefe (Enbpuncte ouf entgegengefc^ten leiten bed genannt 
ten Z)urd^nteffera / fo nehmen bie 0inuffe entgegengefe^te Stü^tti an, 
ba fie ftd^ im Safcul wie entgegengefe^te ©rc^en vergalten. Sin ®Uu 
d)e^ gilt t9w ben Softnuffen in ^inftc^t auf ben iwtittn S^anptbnvdt* 
meffer. 

Sa man auf ber ^erip^erte einea Jtreifed o^ne Snbe fortfc^ret^ 
ten/ alfo auc^ Sogen i^on jeber beliebigen Cdnge abfc^neiben fann^ fo 
überjeugt man ft(^ / wenn man aUt^ fo eben (Sefagte gehörig beru(f^ 
ftc^ttget/ bnxdf bie einfa<^flen geometrifc^en SJetrac^tungen von ber 
Stic^tigfeit folgenber ®d^e : 

SBenn man einen SBogen oon feinen fleinflen Scrt^en angefan« 
gen nac^ ber pofttioen SRi4)tung ind Unenblic^e wac^fen läßt/ fo wac^fl 
fein <^inud unb fein (Softnud nimmt ah , fo lange ber Snbpunct bea 
S3ogend ben erflen Cuabranten nic^t überftdreitet; ijl bte Cdnge be^ 
{6ogend bem oierten S^ei(e ber ^ertp^erie gleid;/ fo er^dlt ber 2)inni 
ben größten SBert^/ ndmlic^ i/ unb ber Sojinud ben fleinfleu/ ti^m* 

lid^ 0/ b. $• ed tfi «tn,*.s= t unb cojl^ « o. ®e^t ber Snbpunct 

bed S&ogenift in ben {toeiten Ouabranten über/ fo nimmt ber ®tnti6 
mteber ab unb ber (Eoftnua mdd^fl/ inbem er jugleic^ negatio wirb. 
Sür ben SBogen / be)J<;n Sdnge ber falben ^erip^erie gleid) ijl / ergibt 
fic^ ski,7c=s 0/ COS. X = — 1. ^allt ber Snbpunct bed 23ogen6 in 
ben britren jQuabranteu/ fo mdcf)|l ber^inud/ inbem er jugleic^ bod 
Seichen — er^dlt/ unb ber SoftnuS nimmt ab unb bleibt ebenfaUd no 
gatio. 3|1 bie S3ogenIdnge brei Cluabrantcn gleicf^/ fo l^at man 

sin. ^ = — i , COS. — != o. Äiirft cnbltc^ ber Snbpunct bed 

iBogena in ben oierten Cluabranten / fo bleibt ber @inua negatio unb * 
nimmt ab/ ber Soflnua ^ing^gen loirb pofitio unb nimmt {u. Ae^rt 
berSnbpunct be6 SBogend in ben 2(nfangapunct jurucf/ fo ^aben fetit 
@inita unb (Eofinua btefelben SBert^e/ al6 menn betrogen =o toäte, 
b. ^. ea ifl sin. 2^ = sin. o ss O/ i^oi, ax = ros. o = -f- i. 3^ 
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5*»/ 6<^/ 7^^"/ 8<'" Cnabranten festen btefelben Sßert^e {«rilcF, 
n>el(^ fi<^ jetgten / aU Ux dn^mct bed S3pgen0 in bcn it^'"/ s<«>/ 
Sm, ^ttn Ctuabranten fiel/ u. |. w« 

Cä^t man aber einen Sogen in negatioer Sti^ltnng mac^fen / fo 
treten/ loena.ber (Enbpunct bejfelben tn bie£luabranten fdDt/ welcf^e 
ber Steige nadf bie ^teDenja^en — i/ — a, — 3/ — 4 . . . • er^ 
^Uen/ (in{t(^tltc^ bee Skr^Iten^ feinet 0intt9 unbSoftnua btefelben 
Umflanbe tin r H^^I^e bei bem SGBac^fen eine« 95ogend no^ ber ))ofttt« 
9en Stiftung &tütt finben / beffen (gnbi»uiiet in bem V<» / 3<<n / »*<»/ 
lfm • • • • Cluabranten angetroffen loirb. 

Überhaupt ifl alfoy menn r eine ganje i^jUive ober negattoe 3a|^I 
bebeutft/ bie OlnOe mit eingefc^Ioffen: 

(4) cos» 2 ! — 1- SS O/ 



(5) CO«. 2r « =: -|- > f 

(6) cof. (9r-|-i)3r s=3 — i. 



(i) <i>i« r« =3 0/ 

(a) sin. — — = -J- 1 / 

(3) Sin. = — 1/ 

Huä) pnbe: man fnr jeben ?OertJ von a 

(7) sin. ( — o) = — sin. a, (8) coe. ( — a) c= coe. a. 

9Rit ^itlfe einer einfachen geometrifc^en Confirudion werben für 
auf SESert^e oon a nnb ß folgenbe gormeln bewtcfen : 

(o) sin. (a-j-ß) =3 ««•« coÄ.ß + cos.a sin,ß^ 

(10) C05, (a+ß) sss cos.a COS. ß — sin. a sin. ß. 

2Ban fe^e in benfelben o = a r ;r , fo finbct man 

(1 1) sin.X^ r jc + ß) =: sin. ß, 

(13) CO*, (arjc ^J- ß) =3 cos.ß. 

0ejt man aber a = (ar + 1) jt, fo folgt: 

(i3) sin. [(2r+i)jr + ß] = — fm,ß, 

(i4) cos. [(ar+O^' + ß] = — cos.ß. 

7fuf biefelbe Art erhält man, wenn man in (9) unb (10) iuerjl 

(Ar 4- 1)1: ^ ^^ . (4r — i)fc - 

a a=» ■ ^ / unb bann a s febt : 

(i5) «'«• r^-7-- * + M = ^^'-P' 

(16) CO«, r^^-j^« + ß J BS — nn,ß, 
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(»7) m- \j~-'' + |3^ ?^ — w.|8, 

ff 

(i8) CO*. ril^Hl^ ^ ßT c=? «m, /3. 

3(ire btefe Sorineln galten/ r mag ma^ immer für tm ganje )>o« 
fitbe oter negative 3a|^(/ utiD 13 n>a6 immer für einen )>offeiDen ober 
negativen SScgen ht\}tx\itvi. SBtr |alfen e^ für uberfiuJTig/ Wt gor* 
mern 9—18 mit ^Deränberung bed3eKi)en^ von ß befonberf aufgufu^« 
ren< ba \>Oi\iü blo0 bfe Svrmeln (7) nnb (8) in 2(nwenbung Vommen. 

S6 i)l eine nti^Itc^e Übung/ fdmmßic^e Formeln 1 1 — 18 für beibe 
3eicl[|en von /3 aud geometvif4^en SSetSAi^tungen abiuleiten. 

:Die angeführten ^^ormeln jetgen/ baf bie^Aenntnip ber ®inu{fe 
unb Softnuffe aller im erften Cluabranten Itegenber S&ogen ^inreid^t/ 
um biefe Functionen für jeben anberen iBogen bejlimmen {u finnen« 
2(ud bfefem ©runbe bejie^en fid^ bie (^inu^taf^In auc^ blof auf ben 
erflen Cluabranten. 

2(ttd (i5i) fo(gt ferner für rssio unb pc^— a 



in. (t ~ a^ 



ober/ wenn man ^ier 7 + a fi«tt «fd^reibt: 

sin. f^lf! aj i=z COS. f^ + «)• 

(£e flnb ba^er bie @inuffe aller Sogen von o biö ^ {ugleic^ bie SQJt« 
nujfe ber »ogen i9oi\ - bid ^, fo bag ed überffüffig iJJ, in ben S«-- 

fein bie ©inufle unb Softnuffe affer Steife be« Ouabranten jugleic^ 
anzugeben* 

SSBir ^aben bia je^t ben 93ogen M eine ien @inud unb Softnud 
beflimmenbe (Bröße betrachtet ; ed fann aber and) umgefe^rt nac^ bem 
«Bogen gefragt werben / wefd^em ein gegebener ®inua ober eofinud 
juge^ört. fSJian bejcicftnet einen »ogen, beffen ©inua =x ijl, burc^ 
Arc.sin.Xf unb einen 93ogen, bejfenSojinnasx ijl, bur4>-^rc.co*.x*). 



•) ^erfcber f(^rel6t ben fn Ut erflen aSorfefunä angeführten ^principlen ge« 
wAg ji/i.*"' X , cosr"^ r flatt Are. sin. x , Are, cos. x ; jeboc^ |(! ^ie 
Ie(jtere ©esei^nung 5U oagemein ira öebraucje, M bag wl^ e6 für rÄfJ» 
Ti(^ Rieften , bavon o^s^ge^ei^. 



@e^t man x'es^sin.ß, fo ^at x für i'fbett fl&ert^ ix^tt ß nur et« 
neu feiner IRatur nac^ oSDig befHmmten SGBert^/ b. ^. ber 0inu^ tfl 
eine einförmige Snnctipn feinet SBogen^. 2(Dein Are.wux ^t au^er 
bem SSert^e ß nod^ anjd^Iig mele anbere/ b. ^. ber SSogen ijl eine 
9ie(fdrmige Function feined ®tnu6. SSie üM ben gormein (ii) unb 
(i3) jtt erfe^en ifi/ fann man fnr jeben ganjen pofitioen ober negati- 
ven ®ert^ oon r 

19) jlrc4sin.x e:;; ar^r *4* ß/ unb Att«^ 

(«o) ^rc. sin. X sa (ar-t-i))t — ß fejen. 

(Ein ®Iei(^< gilt ou^ tarn Arc.cot.xy e< ifl n4mli(^ nadji (is) 
tmb (8) 

Are.cos.x ss firsr -{- ß/ >ttlb 
Are.co$^%»tsi arir — |1 



Sernct iß 

(«3) ' 

(•4) 
(*S) 
(a6) 



Are.nn.{ — x) 
^re*3m.( — x) 
Are.cos^(^-^x^ 



tr« — ß, 

(9r4'*)«-f'f^^ wnb 

(ar+i)ir — ß. 

ben (Eoftnua etne^ 



Sa wegen «Mi.ß* + co^^ß* = w \/>-^ 
S50gend oorßeDt/ beffen^inu5 cax ift^ unb ben S^inud eined f6o* 
gen« / beffen Cofinue =x ifl^ fo ^at man au<4 

(27) Arc.tin.x s=3 Arc.cos.^i — »•/ . 

(»8) Are* COS. X c=s Are, sin. ^i — »». 
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Über \>it @4nttff^ uitb ßofinuffe ber Äret«bogen. 

(3 r t f e t tt ti g.) 



'vl'ua ben in bev pot'fynit^tnbin 93orIefiing angeführten Formeln 

(9) 5m. (a^ß) s= 5m. a C05.ß •]« cos.a sin^ß^ 
(io) C05. (a-|^ß) p? CO^«a ^o^rß «^ #m.a sin* ß 

ergeben ft^ mel^rer^ für bte SKec^nung mistige Folgerungen. 0e^t man 
in benfelben «^ß ilatt ß/ fo finbet man 

5m. (a — ß) ?= 5m. a cos, ß — coi, a nn, ß 
cos (a— ß) s= cos^a cos.ß r|- sin,a sin^ß^ 

{Oerbtnbet man febe btefer ©letc^ungen mit berientgen / and t»el» 
i^er fte l^eroorgtng/ blirc^i ?ibbttton nnb &tib(ra^Mpnf fo ^atman 

(»9) 5in.(a+ß) + 51/1. (a — ß) p=3 ^sin.q cos.ß r 

(3o) 5m. (a -j-ß) — sin. (a — ß) t= 2 co5. a sin, ß f 

(3i) cos. («+ß) + ^^*' C'*'^ ß) SS a cos.a cos,ßf 

(82) ' C05.(a-{-ß) — *co5«(a — ß) sa — asin.asin.ß. 

S)ie gormel (3o) folgt unmittelbar an^ (39)/ menn man a mit ß 

Dertaufd^t; unb (3a) au« (3i)/ ivenn man ^-f a flatt a, unb -+ß 
flatt ß fe^t. 

IDer @inud be$ brftten S^ei(ed bea üuabranten tfl ber ^Afte 

be« ^albmejfer« gleicb ; in Seicben ; ea i^ siß, ^ = ^ ; fe^t man ba* 
^er tn («9) unb in (82) « ~ ^/ fo ergibt fic^ 

(33) sm.Q^ + ß) = COS.P - sin. (j - ß) / 

(34) COS. ^^ 4. ß) == COS. ^^ _ ß^ _ sin,ß. 

0inb bajer bie ©inuffe unb eojinujTe ber »pgen 1 wel^e jwi* 
Wen o unb g Hegen, befannt, fo lajfen flc^ bie ^inwjfe unb (TojinufTe 

tnrin let^t b(rt(^nen. 
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Jtennt man ben @tnu6 nnb do^nnt mtt fBogenS/ fo finttt mon 
^e 0inuffe un^ Coftnuffe oHer 93ielfa(^en beffelben auf foTgenbe 2(ct. 
SRan fe^e tn (9) unb in (10) a c= mJS^ fö l^at man 

(35) «m. (m *|- 1) ß r= «i*/i« m ß cas. ß *^ cos. m ß nn* ßf 

(36) COS. (m 4^ 1 ) J3 = co5. m ß cos» ß —^ sin* m j3 sin» ß. 

Se tft alfo / n^enn man ^'er m es 1 ; a / 3 • • feyn I4f f : 

(9;) jiA. sß s= 2 «i/t. ß COS' ß 

CÖJ. 2ß = COS. p* — 5i/t. p* 
^m. 3ß SS 3 «in. ß cos. ß^ — - 4in*p* 
cos.Sß =s cos»p^ ~» 3«fit«ß^ co#. ß 
jiA. 4ß =s 4W/».ß cof.ßs — 4^m.ß' cpx.ß 
CO« 4ß =s co^.ß« ^ 641a. ß« coi.ß^ + «Ul.ß4 

tt. f. lo« , 

welche 2(u6brti(fe man nac^ SSelieben weiter fortfe^en fann« 

83ia man bteStnuffe unb Sofinuffe ber 99te(fa(^en ton ßt fo viel 
ald möglid^/ b(o^ burc^ »n. ß aOetn/ ober blop burc^ co«. ß aOein bar« 
{teilen/ fo fann man biep leicht bewerfflelltgett/ tvenn man in (29) unb 
(3i) mß fiatt a, unb sß flatt ß/ ober auc^ nur mß ftütt a fd^reibt 
2)ie erfle Subflttutton gibt : 

«m.(iii-|*^)ß (=3 a jvt. m ß CQ«. 2ß — jm.(m — a)ß/ 
CO«. (m-{-3) ß =3 a CO«, mß cot. aß — cos. (m— a)ß. 

.TiUein ei ijl co«.8ß r=s coe.ß* — sin.ß^ unb 

CO«, ß» s= I — sin.ß^ / alfo 
(3B) co««%3 =: 1 — a«iii.ß^; unb ba^er 

(39) «171. (m -|- 2) ß SS a(i — a «CA. ß*) «1/1. m ß — «m.(m — 3)ß/ 
cos, (m4-2)ßass a(i — a sin. ß*) co«. mß — co«. (m — a)ß. 

0eb^ man ^ier m=a/4,6..«./ fo ftnbet man wegen 
sin, aß == 2 sin. ß cos. ß i 

(40) «lü. 4ß s (4 sin. ß — 6 sin. ß') co«. ß 

«m. 6^ = (6 sin. ß — 3i sin. ß' -f 39 «m. ß<) co«. ß 

«ui.8ß SS (8«M.ß — Qo sin. ffl -f- i99«üt.ß' — ia8«tA.ß^)co«.ß 

1 

Go«.4ß z= 1 —- 8«m.ß^ + 8«j/i.ß« 

co«.6ß es 1 — i8«f/t.ß^ + 48«i/i.ß4 — 3« «1/1 ß*. 

CO« 8ß = 1 — 39 «M ß> + i6o«i/i.ß« — 956 «in. ß^ 



sin.p^ -}" i38«i/t. ß^ 



®ebt man aber m&s 1 / 3/ 5 • . • •/ fo fnbet man 
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(40 #m.3ßss 3W/t.ß •- 4'<mP' 

sin» 6ß = 6 sin. p — ao sin* ß* -{* >6 j//i. p^ 

co^. 3ß =s (i — 4 sin, fp) cos* ß . 

COS. Bfiss (i — i%sin. ß> -|- i6 Wn. ß^) cos»^ 

cas^ 7ß' s= ( 1 — >4 ^m- ß^ + 8o sin. ß« -— 64 sin. ß^) cos. ß 



^te iweiit @ubfittutton ^tbt : 

(42) A7i.(m4-i)i3 s=8 aüiumß coi^ß — sin»(m — i)ß^ 

(43) €08. (m -{- 1 ) ß sa ü COS. m ß cos. ß . — cot* (m ^— t )/S* 

2)a^er |^at man für mssi, s/ 3/ 4 • « • • 

(44) *in» aß =5 9 «in. ß cq#. ß 

sin. 3ß =s «In. ß (4 cos. ß* — i) 

«in. 4ß s= ,«i^* ß (8 COS. ß* — 4 <^^^* ß) 

«in. 5ß s;= «in.ß(i6co«.ß« — lacoär.ß» + i) 



C0«. aß SS s COS. ß^ — 1 

co«.3ßssz 4<^^^*ß' — 3oo«. ß 

ca«.4ß BS 8co«.ß^ — 8co«.ß* -j" * 

cos.5ß =s i6cQ«.ß' — aoco«.ß' -{" ^cos.ß 

2>te Sßilbnn^dgefe^e ber Cfoefftctenten in ben Si'i^ni^In 87^ 40/ 
41/44 werben wit in ber^olge fennen (ernem SBtebiefe gormeln 
tet ber SBered^nung b^r ^rnuatafetn bej^ulfltc^ finb / tfi für fi^^ flar. 

Stegormeltt 09 — 82 laffen ft^ noc^ unter ein«r anberen ©eflaft 
barfiellen. SRan fe^e 

-I- ß SS 1^, a —ßss; 9, 



• a 



fo »irb a BS —2—/ ß «es ; 

' a ^ a 

falgltV^ ^at man: 

(45) «m«i7 -|- «in, 6 = a «m« ( ■ ) cos, ( ■ j 

(46) «Mi«i; — «im • tÄ 3 CO«. r« J situ ( j 

(47) COS. ff + CO«, fl = Ä CO«, ( — 2L J CO«. (1 y 

(48) cof. if — CO«, e = - 3 «in. (^) «». (^)' 

®tr l^aWn cUn 
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gefiijtien. ^teraua folgt 

sin.ß^ = ^/ coj.ß» =3 — i- !-; 

ober / toenn man - ß ilatt ß fä)uibt : 



(49) 



,it.i0c=s\/IE^, 



.,i 



(5o) co,.lß=VI±S. 

@e^t man in btefen Formeln - — ß ff att ß / fo |^at man 

(5.) „,,Q-t)lyiEfi, 
(5.) .,„.(; _e) = \/i±pli 

vobci vir not^ erinnern^ ta$ 

"■"• G - f) == '^'- 6 + ' ""*' 

if!/ alfo (59) au< (5i) iux^ (^loße Anbetung Ut 3^^^"' ^^n ß ^er^ 
oorge^f. 

STe^men ivtr in tiefen (entern gormeln ßsso/ fo folgt 

iin. -^ s=s CO«. - ; a()er eft ifl 

4 4 



f fiTt. -J -^ V ^^'' ly e» 1/ bajer 



sm. - si CO*. - = -T=. 
4 4 Vi 



Sntioicfefe man/ atif biefe äSenterrung geflutt/ bie Sormeln v^i) 
nnb (Sa) nad^ (9) ttnb (iq)/ fo ftnbet man: 

fl ß /— — : 

(53) CO*.- — ««. - s3 V' — «/l.ß/ 



cot* - -|- sin, ? CB Vi "f* sin^ß \ 

pnb bnrdSi 2(bbttton unb ^nitraction biefer Oleic^ungen: 
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(54) CO«. / 



(55) .fa,g=;^'+^''"'P7^""^''^P*). 

Sa aUeSinfel burc^ Jtreidbogeti gemeffen it^rben Knneti/ toel^e 
»an mit Ut Sdttgenetn^eit ald ^albmeffer au6 t^rcn Sd^eitc In iwif^en 
t^ren @c^enf ein befd^retbt / tt^ae eben fo Dtel ^et^e / M jenen SBinfel 
für bte Sm^ett ber Sßtnfel annehmen/ bei welchem ber and feinem 
edjtittl (wifc^en feinen 0c^enfe(n befdS^iebene Areiabogen bem ^ali» 
meffer gleich ifl: fo fann man bie ^innffe uiib Sofinnffe mdf M 
gunctionen ber correfponbirenben fßinfel betrachten/ iinb/ wie e6 in 
ber Trigonometrie gefct^ie^t/ anf bie ^lufüfung aDer bat IDreietf ho 
treffenber Probleme anwenben. 8Bir werben ^ier gelegen^eitlic^ itU 
gen/ mte bie ^au}ft\äit ber Srtgonpmetrie/ mit Sujie^ung bed ^a^e^/ 
hat bie Seiten eined :Drete(fe6 fld^ vergalten wie bie 0inuffe ber ®e^ 
genwinfel / and ben obigen S^^meln abgeleitet werben f innen / wobei 
wir und einer einfachen/ 9on Saucbp vorgetragenen/ 2(nar9fe bebie« 
nen. (£6 gibt n4mli(b bie gormel (3i)/ wenn man ß-^-y flatt ß febt/ 
mit 9tu(Fft(^t auf (8) 

coe.(a*}-ß-{~7) + co*.034-y— «) «= acöe.a co«. (ß+7)» 
ttttb wenn man ß-— y flatt ß fe^r: 

COl.(a4"/5'^y) 4" C05.(a-|-y — ß) s=j flcoe.a C05.(ß— -y). 

2(bbirt man biefe jwei ©(eic^ungen / fo ^at man 

(66) C05.(a-fß-f.y)-|-C0*.(ß-j-y — a)4-COf.(a-fy — ß)-f^<>^«(<i4-ß — )*)«= 

CS 4 CO«, a . C05. ß . COS. y. 



*) Siefe Sormeln fofgen att<b unmittelbar au» (49) unb (5o) , wenn man 
(enteren Formeln, wegen 

We ®e|lart ji« . j ß = y^ l ^ ) 

di^t , unb bte fEDursefgrögen nacb ber Si>rniel 
6e^anbe(t. 
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0e(t man ^ier ^^ ^, l fiatt «/ jS/ y/ unb (eiei^net man bie 
Nomine a 4- ß -}- y bur^l ^z fo folgt 

(57) COS. - »J- C0««( **) + <?<>'•( ß) + C08,f^ y) = 

a 6 y 

B=s 4 CO«. - CO« • 1- COS. ' • 
a a a 

&inb a, ßf yiU Sinfel etne^ IDrfkcfea/ fo ifi 
to^v gibt btefi^ ®(et<bttng 

(58) sin.a 4- sin.ß 4« nn. v ss 4 eot. - coi. !- co«. -• 

» • ' a a a 

8Ran fe^e ^ter nacb ber Steige 

— «, c — ß/ r — y 

«f — «/ — ß/ 1t — y jlatt «/ (3/ y/ 
jc — «/ .«: — ß/ — y 

fo erhalt man bt> ©letc^ungen : 

(59) «n. ß -J- «m.y — sin. a as 4 co». - . siiu E . «n. - / 

a a a 

na. a + Jwi.y •— sin. ß ns 4 sin. - . co** - • w/i. -/ 
• • a a a 

A fi 'tf 

«m. a 4« «M. ß — sin. y ss 4 «^a« - • sin* - . cos. ^/ 
I • ' ^ a a a 

»ooon bte erfle mit (58) , unb bte beiben legten unter einanber burc^ 
9)?ubipIicatton verbunben / mit Sßerucf ftd^ttgung ber erflen @lei(^ung 
(3?)/ auf bie gorraeln 

\ * a/ """ 4 ^''*- ß **'*• y 

/A.\ / . «\* (sin,a + sin.y — ji/t. ß) («i/i. a + 5i«. 3 — sin,y) 

l"«) 1 «in. - ) =5 2 --: — ^—, 

\ 2/ /^sifhßsin.'jf 

f%en. Sa fepen nun b, h, c bie 0etten bed Dreiecfe6/ welche ben 
SSinfeln a, ß, y gegenüber fielen/ fo ifl bcm oben erwähnten @abe 

a b c 

sin, a sin, p sin* y 

Segeic^net man jeben biefer Quotienten burc^ py fo ^at matt 

«=sp«in, a^ bss9p sin*ßi cssp sin.Yf 
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tinb bi> Sortnetn 60 uni 61 oemanbeln ^dj, m^ verrichteter VSMü^ 
flicaticn bea fid^Iera unb SIennera mit p / in 

(6») ■ (cos. ly ^ <t±^±^^±fz:t\ mr> 

(63) (.in. ly « , (' + c-bHaVb-c) . 

welche Sormeln / fo wie bte baraua folgenbe 

(64) *wi. a = V'C^ + ^ + ^^Xb+c — aXa+c— b)(a4-b"=7) 

abc 

{ur SBere^üng jebea ber SBmfel etnea 2)reie<fea bienen/ wenn bie 
@^eiten be{[elben gegeben ftnb^ unb bie ^(nwenbung ber Sogarit^roen 
geflatten. ^ntdt @ubtraction ber Sormel (63) t)oa (63) erhalt 
man audf 
(66) b-+ct^a= 



cos. a 



sbc 



9mm 



«5 



®ec^5f^nte QSorlefung. 

übet bie ^otvre'fd^e S3tnomialform«I. 



SK, 



ultiplicirt man bie 93tnome 
fo jinbet matt ba(^ ^rabiict 



cos.a cos.ß — sinket sin.ß •!• y — i (sin^u eos.ß -J* CM.a s!n*ß)f 
ober Co*.(a-|*|3) -j- \/ — i sin,(aJ^ß). 

• €« tjl olfo . 

(66) {cos. a -4- \/— T «Vi. a) (co«. ß -J- ^-^^ #i«. ß) es 

ssa CO*. (a-|.ß) -{• V— 1 sin.(a^ß). 

hieraus folgt 

(coj. a ^ ^ — -1 «Vi. a) {cos. ß -|- ^ — i sin. ß) {cos, y -f- V — " «*«• }') =» 
= [coÄ. (flt+ß) + V — » «'». (« + ß)] (<?05. y + V~i «Vi. y) 

s=5 COJ« (a+ß+y) 4" V^ — * • *"*'(«+ßH-y). 

Xttf ^iefelbe 2(rt faiin man forefc^Iiepen / unb tt^ält für jebe (e^ 
H<h'ge Jlnja^I oon Sactoren : 

(67) (co«.«-f \/— I «/i.a) (co*.ß 4- \/— t *in.ß) (coÄ.y 4- V— »^ «»'»•«) 

(co*. Ä 4" V— > '*'*• *).... tC. fis» 

Äco*.(a4-ß4.y4-54...ic04-v^^*''*-(«4-ß+y4-*+-ic.). 

&(^^t man aCIe gactoren biefed ^robucted etnanber Qlcid), unb 
*^5eid|net man i^re Jlnja^I biirc^ m, fo ergibt jic^ bie merftoürbige/ 
üon de Moirre jiierfl gefunbene gormel : 

(68) {cos. a 4- V— i ew», a)"* r=3 co#. m a 4- V/— 1 «a. m a. 

Diefelbe i|l ^ier bloß für ganje pofitioe ffiert^e bea gjrjjonenten 
m ^tmfen ; allein fie gilt auc^ für i'eben anbern SBert^ biefed Sjrpc 
nmutt. 

Senn aua (68) folgt/ in fo fern m eine ganje pofitioe SaJI 
torjleUt : 



{cos.ma 4* V**— I «Vi.ma)'" ts C05«a 4* ^— 1 sina'y 

wttb ba biefe ©Tcic^ung für jeben SBerr^ bea »ogend a bellest, affo 
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wd) richtig hUHt, toenn man -^ flatt a fdjwitf fo ^at man 



(cos.a + V— > «Mi.a} =3 co«. — + v — * «ft. — . 

Srj^eW man betbe Z^eiU btefer ©retc^ung {ur ^otenj / bereit Sjr< 
yonent tie flanje |)ofItt9e 3a^l k ifl/ fo ftnbet man mttJRucffic^t auf (68) 

— "* k j k 

Se gilt alfo bie Sormel 68 au^ ^ wenn man einen ))ofitt>en ra< 
tionalen Sruc^ ftatt bee Sjr)»onenten m fe|t. 
Serner ifl 

(co*. a-{- y— 1 n/i«a) (cot. a— • y— i <m. o) =: coä* a* -|-«wi. «* es i; 

folglich 

(co*. a ^- y— 1 «m. a)""* es co«. a — y— i «n. a 

c= COS. (— a)-|-\/ — .1 «m*(— «), 

nnb baj^er/ m mag eine ganje ober gebrochene rationale fofttioe 3a^r 
fepn , 

(cos. a •{- y— I sin. a)"^" = [cos. ( — a) ^ ^ — i sin. ( — O]** 

=: cos,{ — mo) -j- ^— 1 sin, (— m a). 

(Et befielt alfo bie ®Ieic^ung (68) aui) für rationale negattoe dxf^' 
nenten. 

Xa enblic^ iebe mit ber (Einheit tncommenfurableSa^I n4^erung^ 
loetfe mit ieber beliebigen @c^ärfe burc^ eine rationale 3a^I bargefieOe 
werben fann / fo (dpt ficb bie 9tidSitigFeit ber ©leic^ung (68) au^ für 
incommenfurable SBert^e oon m nac^ ber SRet^obe ber ©renjen leicht 
rechtfertigen. 

' €d ift alfo für jeben SS3ert^ oon m 

(68) (cos. a -|- y — i sin» a)" = cos. ma -|- y— i • sin, m a. 

^nbert man in biefer ©leic^ung bad 3eic^en oon a, fo ^at man: 

(cos. a — y — 1 sin. a)** = cos* ma — y — i sin.raay 

woraud folgt / bog hie Sormel (68) für beibe 3^ic^<^n ber imaginären 
SBurjelgröße \/^ befielt; ein Mefultat, xoeld)t^ (icl> auc^ ergibt/ 
toenn man in ber obigen Sebuction biefer gorrael überall — V'— » 
ftatt V^ fefet. 

SBte aud ben in ber oierje^nten^orlefnng erfialtenen S<^rmeln 
(i i) nnb (la) {u erfe^cn i|l/ ^aben aQe ^reidbogen/ mel^e unter einanbec 
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mim^ 93ielfa(^e hex 9>ertp^me atr uieevfc^ie^ f!nb/ iUfjMät ben« 
\tSita &nn^ mh ^o^tnM , uitb jinb/ oteflc^ bi^t irtgcit lo^/ bte 
etujtgen SBogen / I9el4ien btefe (Stgenfd^aft iutpmmt IBebetitet alfi) f 
rioe ganje ))oftttoe ober negotivte 3<t|bl / fo tfl 

fm.ß es n/i a unb Cos.ß c= coc*a 

m tiot^wenbtge Solge von 

nnb nmgefe^rt. 

0e^en lotr Umnaäf In ber ®Ieic^nng (68) a«}"^!^^ ßA^t ^z f^ 

^abm wir « 

2)a ntm etnerfeitö an ber Stid^igfeit btefer ®Iet(^ung/ ben ®tun» 
Un jn Solge / auf meieren fie beruht / nic^t ju (Weifeln tfl ; anberer« 
\M aber/ menn m feine ganje yofittoe ober negatit^e 3a^( wx^eUt, 
im TIQgemeinen cos« m (a -|- a r x-) oon cos.ma^ unb sia.ja(a^2rx} 
wnsin^ma abweicht: fo finb ivir gen6t^igt/ bie ^otenj 

(cos, a •}- y— i 51/1. a)*/ 

fobalb i^r Sjrf>onent feine gan^e 3a^I tji/ aK eine vieldeutige @rdße 
an)uerfennen« 

S^e wir bie Tinia^l i^rer SBert^e n%r in bae2(uge faffen/ woU 
bn mir ber (Steigung (69) eine anbere Sornt geben. 0e^en wir in 
berfdben azsso, fo ^aben wir cot.a=iif tin^a^s^Of alfo für febe9 
9«nie r 
(70) 1™ 5SS COS. arm« -f- y — 1 sm.armT; 

»oraud ^eroorge^t/ baß jeber ^otenj ber (Sin^eit/ beren S^ponent 
feine ganje 3a^I tfl / mehrere SQSert^e enlfprec^en. 
OTun ijl nacli (6&) 

cos, m (a -j- 2 r jr) + V — * *"*• m (a-|- 2 r ?r) = 
= {cos. m a -|- y^ — 1 si/i. ma) (cos. 8 r m ^ 4* ^ — * *^* 2 r m jt)/ 

^a!ier befielt bie ©leic^ung 

(7>) icos.a-^*^ — 1 si/i.a)"'s= 1". (cof.ma + ^ — 1 .em.ma). 

Da nun ^ier wieber flatt a leber 93ogen gefe|t werben fann^ 
Men Sofinud unbßinud mtt cos.a unb sin, g tlber einflimmen / fo 
pttbet man alle SBeri^e ber ^oten^ (cos. a -f- V — * '*'»• «)" / »^n» 
Wflnirgenb einen biefer SBBert^e. mit allen SEBert^en ber g>otenj 1« mul* 
tiplictrt. 
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* 0itib p/ H (toet reeDt ©rößen^ fb fann man btefetten att ^fo« 
bucte einer reellen &tift R mit bem @mM unb (Eoffnu9 etned SS^enl 
• betrauten. X)eRnfe|eman 

p = R cos^ 9f q es R sin, 9f 

< 

fo wirb R = v'pM-i* / w^el^e ®r6pe npt^wenbig reell tfl/ unb 

q p 

es Are. sin, ._— ^ =5 Wrc. cos, —71;==: / 

xomn / meti bie SJrücbe . ^ unb ^ ^ bie Stnbeit nie über« 

fteigen / fein SBtberfprnd^ liegt * 

SDtie ^ülfe biefer tranöformation p^t man 

(7a) p + ? V— » = R(co#.6 + >/^^ «*»• •)> 
ba^er laffen ftc^ bie obigen Stefultate auf bie ^otenjen iebed tmagind' 
ren S3inom6 p+q\/ — 1, unb wenn man q=ao fejt/ anf bte9>08 
tenjen jeber reellen ®ro$e p anmenben. 

Sd ^anbelt fid) alfo nur um bie SBert^e ber.^otenj 1^, mlift 
i&mmtlid) an» Der gorm •• 

cos, 2 r m sr ^ \ — l sin, a r m ir 
l^eroorge^en / wenn man flatt r aQe ganzen ))ofitioen unb negativen 
Säulen / mit (Sinfd^IuS Der SRuOe / fubjiituirt 

Saffen wir erfilic^ ben Sjrponenten m eine gebro^ene rationale 

3a|^I = - fepn / wobei h unb k gan je 3a|^Ien anjeigen/ welche feinen 

gemetnfc()aftlic^en S^eiTer julajfen / fo ifl 

a r liir , /« ■ " a r h IC 

CO*. ~j ^ V^— i tt/i. _— 

bie aUgemeine ^otm aOer SBert^e ber ^oten$ 

Keieidfnet q eine ber beiben unmittelbar auf etnanber folgenbelt 
ganjen Sa^Ien^ iwif<^en welche/ in S&ejug auf einen inbioibueOen 8Brrt^ 

ber unbcjlimmten ganjenSa^Ir, ber »rucb y f^^"^' ^ '^^^n man 

rh unter ber gorm tq+p oorfleHen, unb babei q fo wallen, iaß bie 

ganse Qa^t p, numerifdji betrachtet/ nic^t großer wirb/ ald -/ b. $. 

iWifcben bie ©renjen ~- unb + j fiSnt. 0oOte p ber 3a^I - felbp 
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^\^ »erben / t»at nnt für etif gerabe^ k m>glt(^ tfi / fo fann man 

— k k 

nü^ ÜtUAeM f^«^-f* - ^erp ea ^* - m^ttu &iht fnah ber 3«^! r 

fo otrfe in ber 9tepe ber ndturlic^ien 3a^en utimitttlbav auf einanber 
folgenbe SBerr^e / al« b Sin^eiten enthält/ f^ werben babet Feine {wet 
hr Sßert^e ooii p etiionber ^leid^. Z)enn to&te biepfur rest^ unb rssr« 
nnter ber SSoraudfe^nng f ^ ~ r« < b ber SaO ; b. ^. xoäte 

fo Mfte (fi—- r,)h B? k(qi-^,qi) fepn/ foIgKc^^ h nnb.k^riniir 
{«^len untei; fi((l.ftnbi rt-^ri bur^^h get^eiU merben Km^ha mal 
ber obtyn SSorou^fe^ung »iberf|md^. .^etun^ erneuet ^ baf p ftüB h 

oerfi^tebener SBert^e f alfo aDer Qonjen SBert^e oon — . «* o^gefatigen 

k ' ' ' ' '. * ' 

kie-f*" f^^<d ii^/ Witt, menn fc eine gerabe 3a$^bentet / bie Uu 

ben ®rettiwert^ einonber gleic^ geften / ba (ie bei einem unb bemfeT« 
ben Sßert^c i^on r 9itatt ffnben Knnen. ^^ 

aWan $at nnn -—^ esa a q « + Itü , falglic^ 

«rhie 9pir .' irhic iait 

k k k k '^ 

ba^er au(^ 

coj. ■ + V — * *"»• '-T — '=' <?ö#. -i — + V — 1 im. -L— , 

K ' ^ k k ■ ' k 

i^ieraud er^Qet / baf bte 2(nia§( ber oerfcf^eDenen fSert^e ber 

$oNn|\/i^bIopo0nbenSOBert$enber3a^Ip ab^ng^/ ^^Ifo f'^S'^t^imi: 

Za aber bte Z)tffereni ber SBert^e/ Wel^e ber {Bogen ^^ fitr 

(toei oerfc^iebene fßert^e von p annimmt/ ofenbar fUinec tfl aM sr/ 

k k 

fo ergeben [idf, wenn man aOe* jioifc^en ^ — unb -)- - (tegenben gan« 
{(n Sagten/ unb faHa b gerabe tß/ auc^ no(^ eine ber genannten ®ren« 
l<n flatt p fe^t/ k f>aare correfponbtrenber fBert^ i^on co*. ^^ nnb 



*in. lll, uttn fetne6 mit bem anbern genau uberetnflimmt/ unb 

fomit ^at bie Sßurielgrope (/*i^ / wenn h^ b gange/ feinen gemein' 
f^aftltd^en Factor beftfrenbe 3a^Un finb/ tie b ^erfc^iebenen SBert^e : 

7* 
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• ' t 



€0S. 


r + v 


^~i tta. 


k' 




eo3. 


?+v 


f-^i sin. 


4it, 


.0,; ^ ^ v^rr,/«. ^, 


COS4 

• • 


? + v 

« • • 


> ^ . 

r — 1 stn. 

* 

• « • 


61c 

• 


' t?öj* »— — • y— 1 «in. ^/ 



welche \^ lange forfjüfe^en ffnb/ W ber Coejftcient* poit W enttvebfc 
tsak— 1 ober ä=k gemorben ijl. 3m lejften g«Be, tvelc^eiP ftc^ fnr 
ein gerabe« k ereignet/ gelten bie legten ©Heber treibet Steffen Mof 
fUr eis ©lieb/ ttnb biefed tfi cos« «r-f*^— > dft.x'=^-^ i. 2te^ fte^t 

mon/ bap bte angeftt^rten SBert^e ber ^x^t\\^\tx(\i%cxx&iit at' 
^ngen/ ba^er ^4^.1/1 ^ geridu biefelberi fBBerfJe »te v >• 

€e fepj. ». h=: i , k«3* 888ir finben wegen *,- e= - + ? 



cos 



alfo ^at v^i bte bret SBert^e: 

— 1 +1^^ 



>/ 






Don beren 9{i(|)ttgreit man flc^ Wiii burc^ SBtIbung i^rer brtteen ^o^ 
tenjen let^t überjeugt. 

4 

giir ^/\ ergeben f!c|^ bte «Jertj^e 



ober I / 




/=T 





— ^f 



1 



3" ber %\)(xi tfl 

v'i « /TT« + vT^, 

woraua biefe oier SQBert^e fogletc^ folgen. 

• Sil ber gjrponent ber g>otenj i» feine rationale 3a JI, fo tff We 
Sal^I f wefcf^e wir oben mit p bejeicbnet ^aben , mit ber (Einheit in* 
comraenfurabel, folglic^^ ijl bie »nja^I ber SBert^e biefer ^Jotenj uik 
begrenit. 



tot 



0te btiben hit nnenblic^e Steige 

1 




coftS mir -f- ^ 


1 


CO«, dm« •«- 


y/^^ tiru^mKf 


^f.4m9r -f- ^ 


^ — 1 nn.^mie^ 


COS. 4 m 9r ^- ^ 

» 


/— i 5m.4mir/ 

r • 


a>^6mir -f- ^ 


/ — 1 «m/6m)r/ 


CO«. 6 m« — } 


/— ri «w. önutf 



2lu0 ben $ter angefieOten SSetrac^tungen erneuet nait/ ba0 bie 
9otaiien 

unb (p + 4 V— :»)'•# 
ivenn m einen rationalen gebrochenen Sßert^ befl^t / totld^ttaf nac^bem 
et burc^ bte fletnften ^a^Un auegebrfitft ivorben tfl/ ber (Rennet k ju« 
tommt^ twt^enbtg k oerfc^iebeneäBect^e guloffen; nnb ba^ btefeit. 
^otenjen unenbltc^ viele flBert^e entfpted^en / mnn m mit tfet &a!^tit 
intommenfurabel ift ' 

2>teSBett^e ber 9oUni<— i)" verbienen i^tt^ ^dupgen Qebtan* 
4e9 toegen nod) eine Snvd^nnng. 2>a bdd iöinom cof.4^\/ — i sln^t» 
in ~i übergebt/ n^enn m^ assx fe^t^ fo i|l bte aOgemeine gotm 
betf^lben 

eo««in(9r<>)-i)sr + V"— t em.Ä(ar4- <)3f / 

^^% »eI4^er ffe b^toorge^en f wen« man fftett r- aQe' ganzen })o|itt9eti 

unb n^atioeq 3<^^t(9 (Vtbftitutft. ; . *- 

.1 • . ' * • 

aRan fann bemnac^ ben 2(udbtu(f 

cos.mrsr -|- V — -le*«. mrar 

oM bie aDgemeine Sotm aDer SBett^e oon (+ i)"* auffieOen/ wobei r 
AVegetaben obet un^erbin Balten bebirutet/ ie na^bem thäA bie po« 
fitioe ober bie negatioe Sin^eit ))oteniirf. *%nc^ iji/ menn man ( jr i)« 
in bec ermähnten SStelbeiitigrest nimmt/ fitr ^be 3a^I p 

(73) (Ip)- «p--(±0''- 



«I • I • • • 
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Über bie @inuffe unb ßofinuffe ber SBidfac^en 
eiltet aSogene für jebett SZÖertfi beö 9Jlultu 

plicatorö* ' 



®' ' . ' . .. » 
d fep ffm.as=?x unb cos.azssj, fo metben/ tme tint m 
ber i^or^erge^ettben SSarlefung dejetgt ^abeit / ape $G3ert^e ber ^oten) 

iut^ ben ?(udbru(P 

ü05.m (a-f*9 r jt) ^ V— 1 51/1,. m.(a^ sr fr) 

nttgegeben/ toenn mantn bentfelben oQe gaaien fofttii^en ittib> negdtt' 
»en 3ab(eii flott r fe^t; » 

2)a (y-|-x v/^)« =r y»" ( I -J- f \/^\"* tjl/ fo fübef man 
mit i?iUfebedbtnom{fc^en,2e^rfq^4;d ...',!, 

, I \ / ' ■ ; -i • ' n^^'j^.jx ^1 in(in-i)(iii-.i)(in-3) x* 

(y+XV~l)«5=sy«.r I,-., — ^4 1. _4*,4-X^.-~-.~-^ . IC 

^ • ^ * "^ L » • a Y»~ I . a . (5 . 4 y* 

, /■ /m X in(m- i)(in-s) x* , ' AT' 

\ • . \. I" . y • 1 < ft : •• I o y* y j 

« 

^bw^ »enp wuin ber Äwae Mwgert ;. ". 

-o ^^mf. ^ m(m-i) X« m(ni.i)(in-rrt('"-^^. *^; ^^ .^ "^ 

(74) ^ 1 . a • y» "^ 1 . a . 3 . 4 ; y* 7 

f<9n Wßt- 

(7^) -(7+*^—«)? «,ÄPf m(fx+.tr«)f7H V— ^«'»^»(Ä+axw} 

Z)ie SNeii^en P unJfr <^ conoerdireir nur^. fo longe ^ bteSto^eit 

iif^f ifberiletgt, b, |^, ft Jange x tifc^t größer, «jl^öla y, wad roftteff» 
ber in ber fünften urib fed)6ten Corlefutig oorgetrögent n «Kegeln erfannt 
lotrb. :Dte »ielbeutigfett be| .fEaipmö P + 9 V^"' ru^rt f>ier bfof 
Don bem betben S-^eilen gemeinfd^oftlicfeen gactor )•» §er. 

3fi y l)ofttio , fo Wßt bte g>otens J™ gewiß einen reeüen SEertJ 
iu. mmxat mon btrfen für y», fo finbP unb Q reelle ©r6ßen, «ni 
bie ®Iei(l^ung (76) gt^t 



^ P üH einen hit ffierl^e Oün CQs:m(a'i{-üvr) , 
ixnb Q al6 einen ber SBert^e t)on sm.iii(a-|-^>'^)« 

(S^ ^anbelt ftc^ alfo nur noc^ um bte genauere $&efltnimun<| bief 
fer Sert^e. 

SGBtr fonnen ^tet a offenbar ala ben fleinflen bec unid^ligen S6o» 
gen betrachten/ ipelc^en ber®tnu4 x unb ber Softnu^ y {ufonimt* !&a 

^ ber Conoergenj ber Steigen F unb Q n>egen ni<^t gröfer fepn barf 

oM bte Stn^ett/ fo fdOt ber numerifcl^e SBert^ oon a (tvtfc^en o unb 

2-/ ixnb fein Seichen (timmt mit jenem bed ®inua x iiberein. £)er je« 

^eemattge SBert^ von a übt auf bie 93ebeutung ber ganjen 3a^I r fei« 
nen Sinflu^ ai\^. X)enn to&te bieß ber SaD^ fo müßte r fi^ anberu/ 
»enn a ft4) oerdnberte ; ed ^dbe alfo menigßenö {toei SBert^e oon a, 
2« 93. a, unb «2/ bereu einem rssr^, unb bereu anberem rcsr» jn« 
geborte/ »ie na^e auc^ immer a^ an a^ liegen mag« 

gut biefe Sert^e oon a mdre 
iinb 

$in.m(a^^üv^it) — fK/t.m («!-{• ar|ir) es 

4tIfo bei ber unenbtic^en 2(nnd^erung oon a^ an « ^ : 

lini. [coÄ. m (o j -{- arjjr) — cojf* m (a, •}- ariir)] tsa 
t=a -— s sin. m [a, ^- (rj^-j-rj) jt] otä, m (r^ — r^) x 

Itnb Km. [«II. m (a, + *»»*) — ^' ™ («i + arjjr)] bs 

s=3 2 CO«, m [aj +('^» 4"'^i) *] *"*• ™ ("'f ■^'^i) * / 

welche beibe ©rehjen/ ba r^ unb r^ ungleiche ganje Stil^Un fepn foljr 
leu/ im 3(agemeinen/ b. ^. abgefe^en oon befonberen SBertl^en ber 
3a^( m / Don o oerfc^ieben audfaQen müßten. IDiefem Stefultate toi* 
berfpric^t aber bie 95ef(^affen^eit ber Steigen P unb Q. 
2>enn conoergtrt überhaupt eine Steige/ toit 

für itoet SBertl^e dou Zf ndmli<^ zsszj unb zssjs^sszj-f.^; unb 
finb S|/ St bit benfelben entfpret^enben Gummen biefer Keijfe/ alfo 



« 

fo erl^dlt man / n^enn man ben ^weiten Tiu^itnd mit Spülfe Ui hinoM , 
mtfc^en Se^rfa^ed entwiäelt^ unb ben erflen bauen abjte^t/ eine con« 
i^ergirenbe 9tei^ oon ber Sortn 

WtUi bte Soefjfietenten A^/ A^/ A,/ A4 « • . . «on ^ frei ftnb/ be« 
ren ^ummt =8^ — 8| tfl. 

:Darf man l^iebet { fo Hein annehmen/ aU man ivtU/ o^ne bi« 
(£ont)ergen{ uon S^ aufju^eben/ fo ^at man in Seiug aufbot unenb« 
Ji^ tkin SEBerben uon it b. |^. in ^ejug auf bie unenbli(^e 2(nnä^erniid 
)>on 22 An Z| : 

Z/m. (Sj — Sj) e±a o, 

0inb nun P,/ P»; Q,/ Q» bie ben oben erwähnten ©ubflit«- 
tionen atsa^/ as=sa^ juge^örtgen SBert^e oonP/ Q/ fo uberjeugt 
man ftc^ Uid)t 1 baß bei bem uuenblidden 2(bne|imen bed Unterfc^iebed 

Um. (Pj — P,) e= o unb Zwn. (Q^ — Qj) es o 

ifly mdre bemnac^ r uon <t ab^angig^ fofonntefiir assa^ burc^aüft ntd^t 

P CS) <?of,m (a-|-2r3r) unb ^ s=: ^,m (a-j-srar) 

»erben / gegen bad oben iSewiefene. "^ 

(Sa tfl alfo r oon a unabhängig / unb bepj^alb bebarf ed jur doD« 
ftdnbtgen ^enntnip oon r nur ber a3efltmmung biefer ganjcn 3a^I für . 
trgenb einen f))ecieDen SBert^ t?on a. 2(m tauglic^jlen \jf\t\\x ifi bie In« 

na^meassso; fte gibt zsao^ 7^=i/ ^c=0/ P=i/ Qaso/fo^ 

SU'efe gn)et ®Ieic^ungen f dunen nur bann befielen/ wenn m r eine 
Sanje 3<t^I iß ; ^^^ ^ieburc^ n^irb 

C09. m (a -^ a r 3r^ t= co«. ma ^ <m« m (« *f- 2 r x-) ss sin.m.af 

foIgIid[^ ftnb imr unter ben gehörigen 93efc^ränfungen berechtigt 

cos. ma s=7 P unb tiruma = Q 
ju fe|en. 

SBBir Jaben forait, wenn « jwifc^ien — - unb +^ f4Ut/ bie 
gormeln : 



10t 



{•76) co*.m«Äy»— ZL-^x'y^-'J — i — ■ x/ , / x»y^ — tc* 



masamxy™— • — 



>iii(iD»l)(ni««) 



X* yai-8 «|. jj, . 



3ß m eilte gante y^ofittt^e 3<iH/ ff^f^c^c^en btefelSett (k^/ mib gel- 
ten/ iveti bami bie obtge Sntmicfelüng.ntc^t mel^r an bie ^Bebingung 

gebiinben ifi/ baß - bie.Sin^eit ntdlit ubi^tfd^rette/ für aOe^S3ert^e bei 

fßogenö a. 0ie enthalten ba6 SSilbungdgefe^ bev tn ber fünfzehnten 
!8or(efttng gefunbenen 3(udbrucfe (87). 

IL Z)a 7 =s (1 — x»y unb x jlete Heiner aW bie Sinj^eit ijl/ fa 
la^en ^c^ fdmmtlic^e ^orenjen von 7 mir ^u(fe bed binomifd^en Sepr« 
fa^ed in cotioergirenbe/ na^ ben fleigenben ^tenjen don xgeorbnete 
SRei^en umflalten. ^M^xi man biefe Steigen in bie Sormeln (76) ein/ 
fa er^dU mm , wenn man fic^ ber jt^rje n^egen ber in ber ftebenten 
fSorlefang gebrauchten Seichen für bie äMnomialcoefficienten -bebient : 



cos» m a 




- (Dl 

-(T)(T) 

-(")rf) 



^«+K. 



'^■"--'-(T)(T)1.+("XT) 

-(") r +(?xt) 

+(9 



— 1x1 



-(XT) 



3 

m— 8i 



-(?)(T) 
-(") 



X^+IC. 



2)er (Toefftcient von x*' in ber erflen Steige i^, o^ne 9tutf (t^t auf 
fein 3eid^en : 



^an bringt i^n / wenn man flatt ber Symbole bie ftinomial^ 
^wjpcienten felbjl f^reibt, o^ue OTii^e auf bie %t>xxi\ : 



/ 



f06 

0r| + <"*^')^ 4^ (m-i)(m-->8)r(r--i) 

, (m--i>(<n — 3)(ra— 5).r(r->i)(r.^a> T 

+ ; . '6 . 5 . 1 . ^a . 3 f* ^'J* 

Z)re dtei^e inner^ott ben Jtlatnmeni ge^t an« ber tirbec (ernten 
QBorTefung betrachteten aUgetneineh Steige 

**^ i.y "•" I . a . ■/(•y + i) •" I . a . Ö . 7(7+1) (7+a) * 

^ervor^ wenn man a=3— -^/ ß= — r, ya=- fepn Wßt/ nnb 

• • • 

fann ba^er nac^ ber an bem angeführten Orte erhaltenen gormel (9) 
fnmmirt tverben. 3^re ^umme tft 

■■fi-)-GH-=i^+-) ■ (-0 • i^+r) 

SSebeutet r / tote e« l^ter ber Sau t|l / eine gonie po^twt 3a^( 
fo befielt bie ®Iet(||ung 

ir<z + r) e= (z+i) (z+a) (z+3) ♦ . . (z+r) . 7T(«). 

6ie^t man in berfelben z =: — i / unb bann z ea !^1 , fo 
er^dlt fttan: 

(-0 _ 

"(-i + O 

(111— «. . \ 

— ^+r I 
1» / m m + a m + 4 m + a(r— -1) 

m-a\ • a • » ' 

baj^er tft bie genannte Summe 

j_j m (m + a) (m + 4) . . , f m + a (r ~ 1 )] 
1.3 • 5 . • . (ar — 1) 

dlun t|l (t) 6= "> (^-^) ("-4) . . . [m-^a (r-^ i)] 
\r/ >*4 • 6.... ar 

folglich lotrb ber numertfc^e SBert^ bea Soefftctenten von x^ in ber 
Steige COS. m a auf ben ^(uabrucr ' 

ma(in« — a»)(m^>-4*)(m^>— 6^) . . . [m- — (ar — a)^] 
i.St3«4* ^•6. 7tö . • • (u* — i).ar 



a • 9 



5 tr— I ' 



40T . 

ffbacirt. flBenbrt man MefeedtifiibiKaitf tebe«d(f<b berfttet^ cof.ma 
00/ fo {Tnbet matt 

^"^ i.i "^ i.«.3.4 i-ü.3.4.5.6 "^ 

Obfc^on btefe Steige für jeben SBert^ bed @tnu6 x conoergtrt/ fo 
ffnb toitf b<r ^rdmiffen (u S^Ige/ 9on me(<^en n>tr ausgingen/ nur 
Itttd^ti^tt / btefelbe für jene SBertj^e Don x {Ujulaffen / welche fic^ auf 

We ©renjen a«=--^, afis-^T b^i^V^«»* 2)enn bfe Steige (76), ouf 

4 4 

weldl^ec Me (Entmtcfelung -Dott (77) httn^, biocrgirt/ t9fiiKa> + -7 

— 4 

wirb/ «IIb oerfiattet ba^r feinen fixieren 0i4^Iuf • Snbeffen fann bie 
(Sültigfeif ber Steige (77) für aOe ben Ouabranten - nic^t uberfc^rei« 
tenbeSett^e von a leicht nad^gewiefen werben. Senn fe^t mon in ber» 
feltKn - flatt a / nnb 2m flatt m / fo wirb cos. m a bntdf bie fteigen« 

* * 

btn ^otetiien oon sin. - audgebrücft/ unb babet tft ed erlaubt a t^on 
angefangen bid + > onaittbe^nen / mit bann - nic^t grdf er toirb 

■^4 * * 

ba^er tann iebe ber genannten ^otenjen oon sin. ~ in eine na<4 ben 

ßeigenben ^otexn^n t^on x georbnele/ für jebe6 x oonoergfrenbe 9^i^ 
aufgeUfl iverben/ woburd^ ed möglich wirb/ coe»ma in eine noc^ ben 
fieigenben ^otenjen bed &iau^ x fortfcbreitenbe Steige umiuflalten/ 

wtUft für alle SBBert^e bed S3ogen6 a, 9pn o angefangen bid + - be« 

^e^t. 2(ber eine Snnction einer Derdnberlidl^en ®rd$e lä$t ^df nnr auf 
eine Tltt hutd) eine SRei^e barfMfen/ welcbe nac^ ben fteigenben ^oten« 
icn biefer 93erdnbertic^en georbnet ifi (ftebente 93orIefung) ; ba^er niu| 

bie je^t für cos. m a erhaltene Steige / fo lange a gwifc^en o nnb + - 

bleibt / mit ber gormel (77) genau übereinflimmen / unb ba bie 93or« 

«uefejung a > + - auf ben (Sang ber fo eben befd[|riebenen 9ted^nung 

4 

feinen (Sioflup audjuüben oermag/ fo fann biefe Steige feine anbete 
^Ä ald bie Wei^e (77)/ wtld)t bemnadb f">f «De SBert^e oon a, inner- 
halb ber ©renjen — - unb + - angenommen werben barf. 
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Zwc^ eilt i^niiiiet ^^tfifyctn nfßt fi^ 



(78) «iiumasa mx — ^ — — X^-f^- rz — : — -— x*— ic. 



a . 3 



[« = -! 



COS» ma 



sini ma 



1 . a • 3 • 4 • ^ 

+a 

aßan rann aber bie Steigen (76) nad^ 2(bfonbermtg bed Soctors 7 
aud^ fo fd^reiben: 

Schafft tnan in ben Steigen Inner^olf» Un Afammern bir 9*trii« 
jen oon jf wie ed oben gefd^ej^en ifl/ weg/ f» etl^4(t man ua^ gt^i» 
tigec ^nmmirnng bec Soefftctenten bed Slefultatetf : 

(79) coi.mas3yl i x» +-7—; T—T^— . .. • 1 / 

fflft^ *^wn«»,r».. «(m'-»') ., j . ni(m''— a») (m«-4«) _, T 

(80) ««.maa.yj_n.x~ , . , . 3 »'+ , . . . 3 . 4 . s ' J 

Qfiir ae=s + ^. tt^erben aber bie{e ^ovm^ln nnhr^ndiiavr tveti 



bann.bte Steigen innerhalb ben klammern btoergtren. 

£)te ^otmAfi (77) unb (80) brechen ab / wenn m eine Qttabtf 
nnb bte Sormeln (78) nnb (79) brechen ob f wenn m eine itngerobe 
g^w^Se Sa^r tp. @fe fleOen bad »ilbunglgt fefe bet th ber fiwftejnten 
ißorlernng gefnnbenen ^nebrucfe (40) nnb (41) bar. 



« 



TT 



• I • 
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UBer bte (Sinuffe unb Gofinuffe ber SStetfad^en 
eines SSogend für jieben 2Qert|^ bed 'SJtnltu 

plicatoti* 

(8 P r. f f e # « 11 g.) 



m« c%Vir ^aBm t^ia^ jefft nut bie €mu{fe unb (Sofihtt^e ber 
93felfa4)en fplc^er SSpgen betrachtet/ mläfc einen Cuabranten ntd^t 
uberfieigen. ®oDen bte Suncttonen ber 93telf«c^en trgenb etned anbern 
S3ogen6 tn {Reihen umgeformt tt^erben / fo t|^et(e man benfelben burc^ 
bte ^albe ^rip^erie : bee 9teß ber ^totfion fahn f ivenn man nit^en 
Saud ben nac^fl größeren Quotienten (u «^ulfe nimmt/ immer fo ein« 
gerichtet werben/ baß er/ o^ne 9tücffid[|t auf fein S^td^^n/ nic^t grö« 

f er audfäDt / ald - • Sd lagt fi^ alfo ber gegebene SBogen auf bte 

gorm r sr -|- a bringen / wobei r eine ganje 3a^/ nnb a einen iwu 

fc^en unb 4- - Üegenben S3ogen anzeigt 

£rtun ifl . 

eos. m (rir *^ a) sss cos, mvK cos* ma •— sin* m Vfe sin» m a / 
sin* jn(rit^a) es sin. m r « cos, m a -|« co^. m r ir m. m a / 

folgltd^ brandet man nur bie in ber bor^rge^enben 9)orIefung für ' 
cos.ma unb sm^ma gefunbenen Steigen in biefe ©(eid^ungen ju fub» 
fiitmren/ um co«.m(r^-|-a) unb jm. m (r ^r -{• «) burd^ bie fleigen« 

ben f)oten)en oon «m^a/ nnb wenn a ^wifc^en — ^ unb -{-t t^O^^ 

bur^ jene von — — audjubrücfen. 

3n bem befonberen gaUe/ wenn m eine rationale Bo^l ift/ nnb 

I burdl^ ben 97enner q ij^red einfa^f!en 2(u»brucfe9 - o^ne 9tefl ge* 

tbetit werben fann/ rebucirt flc^ bad ^robuct mr auf eine ganjeSa^I/ 
unb bte gormeln für co5.m(r3r+a) unb sin,m(TX'\'d) werben ein« 
fac^er* 2)enn nun ifl sin. mrxsso unb cos.mrx=s+ 1 ^ je M^". 
bem mr ben gacfbr 2 entl^alt ober rndji, nnb man ^at; 

t*09. m (r 9r -|^ a) =s + cos.ma/ s{/i,m(rir*^a) «=3 + nn#mflf« 
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^te^er ge^drt üui) ber SaD/ wenn m eine ganje 3^^ tf^; ^^ 
entfpnd^t ber Znna^me qasi. 

Sr^ält hingegen ba6 ^robuct mr in fetner etnfac^jien ®efialt 
eine rationale Sorm mit bem menner S/ toa^ fid) bann ereignet/ »enn 

m es L iji/ unb r burd^ q/ nic^t aber burc^ zq fi(^ tfieifen Idpti fo 

«q 

tt)irb COS. mr9r=o nnb «m.mr3re=+ i/ }e nac^bem ■ eine 

gerabe ober eine ungerabe 3d^I bebeutet ; folglich 

IT. Um cos.m{rx + a) unb nipi.in(r9r + a)^ n>obei a pofitto 
»nb ni^t groper ifl ald - / in Steigen, {u oerwanbelu/ welche nac^ beit 
^^otenjen von cos.af ober fa06 a nid|^t f (einer ifl aU bie ^4(fte cineS 
Ouabranteu/ nac^ ben ^otenjen oon 22fLl georbnet finb/ gebe man 

sui» et 

bem SBogen rx + a bie Sorm 

unb ed koirb 

eos»m (r jr + a) a=a cos.. — cos. ml- — a I 

•j- sin« "^ ■ftft^mf- •— ajf 

«m. m (rar + a) SS sin« "" co«. m l - — a I 

-. in(ar+i)ic . /ic \ 

^ COS.— ——=:-»— sin.mf - — a 1/ 

n?obei |!(^ cos. m f^ — aj unb swi. m r^^ — * a j mitteTfl ber gor* 

nein ber )>or^erge^enben 93orIefung burc^ sm.(^ — '^)^^ cos.a, 
unb wenn a nic^t Heiner/ a(fo - — a nic^t großer iftf aU j, burc^ 

sin« I - — a I 

\i / ^ so£. a 

•G-)" 

0efrt man ^ier r=so/ fo ^at man infbefonbere : 



auabrücfen laffen. 

€0S 



lli 

co«.ma s=a co«, .^ coi^mf- •— a 1 -j^ttn« — «m«m I -^ -^a 1/ 

mit /ic \ mic , /ie \ 
sui« ma «3 <i/i. — -COS. mf- — a I — -co«« nn.m I a !• 

3fl m txat rationale 3a^I => 1? ^ loobrt p/ q feinen gemeinfd^afi^' 

liefen Sactor ^aben/ unb fann 2r + i burc^ q o^ne 9iefl getl^eift wer' 
ben/ »ad nur bann angebt/ wenn q ungerabe ifl/ fo folgt/ wenn man 

— =- s t fe^t/ wobei aud^ t ungerabe feyn muf: 

m(2r+i)K pt« - . m(«r4-i)K ptir * 

«W.— i i S=S C09. i- unb »m,— i — = ÄWl. s- — • 

9 a a a 

Sd fommt nun barauf an / ob p eine gerabe ober eine ungerabe 
3a^I ifL 3m erjlen Saue wirb fm.L^ =a o unb cou £-^=s + i / je 

a a ■" 

nad^bem ? gerabe ober ungerabe'au0fdIIt} Im {weiten SaQe wirb 

cöt. 2-^ ea nnb ew. £-2 = + i / je na<^bem ? "^ « gerabe 
ober nngerabe ifl ; folglich %^i man im erften SaDe 

coe« m (r IC. + a) = (— i)* cot. m f - -* o j , 
<in«m(r3r + a) ta ^ (—•*)* ewi-m (- — aj/ 

nnb im jweiten: 

coe.m(rir + a) ea + (— i) * 1^1.111^5 — al, 
jtii«iii(rir + a) «SS ( — i) * cof.mf- — a\ 

Unter bem erflen Itiefer S^Qe ifi auc^ jener begrif en / wenn m 
einen geraben / unb nnter bem ^weiten jener/ wenn m einen ungeraben 
ganzen 9Bert( befiftt« 

SRan {te^t alfo / baf fid^ bie ^(utfbrilcre für com. m (r ^ + a) nnb 
«m.m(r^ + a) niic^t oereinfa^en laffen/ wenn m eine rationale 3a(I 
XBXt einem geraben SRenner bebeutet« 

Y. 2>teSormeIn/ welche cae.ma unb ei/t.ma/ falI9 m eine ganje 
)>ofttioe ober negatioeSa^t ifl/ in begrenjteu/ nadS^ ben ^otenjen oon 
cot. as:aj georbneten ^^ol^nomen barfleQeu/ oerbienen no(^ eine n4» 
|ere 93etra(^tung» 6^ie finb/ wie fid^ aua bem fo eben ©efagten leic^ 
ergibt/ wenn m^asss gefegt wirb/ 
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für ein ger<0e8 m: 

(8,)co,.m«=(-,.)-|_.~_y» + -__^y-. J , 

^n^.fur etq ungerabt^ m: 

(83) co..m.=(-.P^ [n, - =i:S^j. + . . . . . .] , 

iverben tvtr m btoß ald eine ganje pofttioe 3a|^t betrachten. 

* Segt man ben ©liebem be^ 2(udbrucfe$ (81) t^on ber Vvatxk ge« 
0en bie Steckte nac^ ber Orbnung tie Seiger o/ i/ 2^ 3 . . . « (et/ 
fo ifl bad bem Seiger r jugei^örige ©lieb , ba ed mit + ober — oer- 
litnben erfi^eint/ je na^bem.r gerabe oter ungerabe ifl / mit Serutf' 

ftd^tigung beS aDen ©liebem gemeinf(^aftn4enSactord(-~i)^ offenbar 

'^ '^ * i.a.3.4 . 0.6... (ar— 3)(ar— 2) (ar—i) ar ' • 

£)ad le^te ©lieb biefV« 2(uabru(fe« fü|^rt ben Seiger ^; fd^retbt 

man nun fammtlic^e ©lieber beffelben in t>erfe|^rter Crbnung/ unb gibt 
man benfelben oon ber £tnPen gegen bie 9?ec^te neuerbingö bie Seiger 
o^ 1/ 2/ 3 . • ./ fo erhält man ba^ mit bem Seiger r oerfe^ene 

©lieb/ menn m^xi tu ^er obigen Sormr mit ^ — r oertanfc^t. S>te« 
fed ©lieb ifl alfo 

/ \m— m2(m2-aa)(in«-4a). • . . fm2-(m.«r.4)»j [m^-Cm-ar-a)^] 
i.a.5.4 • 5.6. .. .(m-ar-(Jj(m-ar-a)(m-2r-i)(m-ar)' 

SRun ifl/ n^eit m eine* gerabe Sa^I bebeittet: 

ferner m*=:=m.ins=2«m.-- 

m» — 2» S3 (m-|*2) (m — 2) =3 2* y^ -|- 1 j j " — y \ 

m* ~ 4* = (m+4) (m-4) = 2» ^^ + 3) (^ — ^\ 
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m* — (m— tr~4)> a (am—ar— 4) (ar+t) a a» (m— r— a)(r+a) 
m* — (m— ar— a)« s (am— ar— a) (ar+a) = a* (m— r~i)(r+i)^ 

aVo ^^ ^"^ * ^^^ ^"'^ - 4*) ' * " [m^ ■ (m - gr - g)2] ^^ 
i«a .3.4 • 6.6."... (jn - ar - i) (m - ar) ""** 

m(m-r-i) (m-r-a)...(7m+a)(vm4-i)7m (fm-i). . . (r+a)(r+i) 

*•• • 3 (in-ar-i)(in-arl * 

m(m-r-i)(m.r-a) . . . . (m-ar+i) 

1.3.3 r. ' 

woDon man fid^ burc^ SHtiuttion ber beiben testen $6rti(^e auf einerlei 
!Renner leitet über jeugt ; ba^er ^at man 

* i.a . 3 . 4 > • 6 • 6 (m — ar — 1) (m — ar}* * ^ 

^ . in(m — r — i)(ni — r — 3)...*.(jn — ar4-i) 

* (-0 . V-— ;; — : — a . ' ..:. — ; — • «— ^y— «. 

■ 

Sie aügemetne "S^m ber ©lieber beö 2(udbrucfe6 (83) tfi^ wenn 
man benfetben 9on ber Sinfen gegen bie Sfit^U bie3etge^ o/ i/ 2, 3 •. , . 
ert^etU: • 

^ ^^ * I . a.3 . 4.5.'.*-(2r— a)(ar— i)/.ar(ar+i) y""*"'* 

2)em legten (Sliebe ge^drt ber 3etger ^^^^ ; um alfo ik (Slie^ 
ber betf erwd^nten Tfnabrucfea in oerfe^rterOrbnung mit ben Weigern 
0/ 1/3/ 3 . . • . ju erl^alUn/ mup man uber^au{)t r mit ^^^^^^ — r 
oerwec^feln. Saa ®Iieb / n^elc^em babei ber S^ig^t r gu S^eil wirb/ ift 

in(m*-ia)(m«-3*)....rni*-(m-ar-4)ai [m^(m^ir^9W 
^ -^ *i.a.3.4'^*'*< (ift-ar-3)(m-ar-a)(m-ar7i)(ni-ar) ^ 

Sjxzx %qX man/ weil m eine ungerabe 3<^I oorfhllt: * • 
ferner m« — t =5 a» (^) (^^) 



m* — (m — ar— 4)* ses a»(m — r7-3)(r4-«) 
m* — (m — ar-— «)» s= a*(m — r^— i)(r+i)/ 

(ftthigl^AitCtii'l mai^' 9orrefttn§(ii. U 8 
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' 1 . » , 3 . 4 . 5 . . • . (m— ar — 3)(m — ar — a)(m — ar-«iX>n — »O 



in(in-— r— iH">— >•— ») • • • • 7(™+0 T(m— i) . ^ . (r + a) (r + 1 ) _ ^ _ . 

i.a.3«4*^ (m— ar — i)(m — ar) 

ta(iii— r — i)(m— r — a) .... (m — ar+i) 

j^S- ■ ■ gm*— »I"— I ♦ 

I . a • o . ^4 *^ ••••••••r 

unb bo^er auc^ ^ter ^ 

V . , m(m^— i^)(in» — 3*)....rm« — (m — ar— a)i] 

^ ^ I . a . 3 . «4 - 3 («* — «r — >)(™ — ar) •' 

. . m (m — r — i)(ni — r. — a)...(m — ar+i) 

£= (— i)' . ' .-^ '- i X-ia— -•»-» y— »'. 

.^•'i.a , o....r -^ 

aRan rann alfo bie 2(u^bru(fe (8i) nnb (83)/ wenn mM t^re 
©lieber tn «erf ehrtet Orbnung auf etnanber folgen l&$t , in einen jn« 
fammeniie^en/ unb für jebea gonje pofitm m 

(86) CO«, m a ts a«— • jr™, — ma»-^ y «— • -j- -"^'"'^ : a«— 5 y"— 4 

m(m — 4)(iii— -5) 

1 • a .3 ^ -j- . . • 

fe^e»/ wobei bie ©lieber ber gormel fo lange fortjufu^ren jinb, bi« 
man auf ein» ©lieb flißt/ beffen Bä^Ut ben Sactor o tnt^&U. 

Seboc^ rönnen wir ni(^t unterlo ffen , ju bemerren, bap bie Steige 

am-i ym la 2in-3 yi»~. J^ 1» (m — 3) ^^_g _^ 

' I • a •' 

m(m-4)(m-S) _. , 

fnt ein dAtii« ))oftfrö(d m in ba« UnenMid^e fi>rtgefe|t, reinetwegce 
aWci*t/ fonbecn nur innet^olb eine« btflimmten 3nter»oae« mit o«r. 
fdfWinbenben Oliebetn »erff 5en ifl. g« werben n4nilii^ Iito^ i'ene ®Iie. 
ber s=o, beren (Eoefficienten bie «Rune aU gactor enthalten, ©iefen 
©liebern entfprec^en bie. Seiger 

T+'' -r + */ 

a • a • a 

in-4"^ m-J-i j^ ra-f-i 

ie nac^bem m gerabe ober ungerabe ijl. Sie ©lieber, welchen bie fol» 
genben S^tg^r 

m/ m^-i/ m-f-a, m-j-S • . . . . 

jurommen , finb / »ie eine einf ad[>e Ueberlegung be« in obiger «eije 
^errfc^enben ©efe|e< le^rt : 



7+'/ T + *' 7+^ »»-» 

- 014-1 m-f"» f ra + i , 
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' . ■' 1.2 '' 

m (m+4) (ai+5) _^ „»«^ 

fo ba0 man / wenn man bem SStlbungdgefe^e ber Sormel (85) nnf^e« 
bJngt ge^orc^en tooUtt, aeos.ma für ein ganjeö |)o|tttDe$ m ald bte 
@ttmme ber Reiben btvergtrenben unenblid^en Steigen 

(ay)» — . ni (ay)«-» + !2illLzJ.(3j)«-4 + :e. 



(2y)— + m(iiy)— + ^i2i±i> (ay)—- ^ + tC. 

barfleUen müfte. 

2(nf btefelbe 2frt geben bte Formeln (8a) unb (84) für jebe^ qm^^ 
)>ofittoe m : 

(86) wt.maaa/'(Qy)'»-' — (m— g)(ay)'^ + (in-^3)(m---4) ^^^^,^5 

wenn man bte (SIteber ber9tet|^e innerhalb ben Jtlammern fo weit fotU 
fe^tf bt6 eined berfetben gletc^ dlnU tvtrb. 2(uc^ ^ter finben bte obigen 
i6<merfnngen Tlnn^enbung. 



Ö * 



1 
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vor^erge^enben ^orlefungeii. 



©i. 



Slem^utar ' ©eometrie le^t/ ba^ febet KretMogen grcpet 
iCt/ ald feine 0e^ne/ unb fo lange berfelbe eine demiffe/ bie. ^albe 
^eri))^erte übertrefenbe ©renje ntc^t erreicht/ Heiner al6 bie @nmine 
ber {u feinen <Snb)>uncten gezogenen Sangenten f Don ben genannten 
^uncten biS ju i^rem IDurc^fc^nittdpuncte gerechnet. Sa fdüt alfp onc^ 
bie ^dlfte jebea fplc^en Sogena jwifc^en bie ^dlfte feiner ^e^ne unb 
eine fetner Sangenten. 3{l sco ein mit bem ^albmeffer i befc()riebener 
fi)ogen/ fo iß bie ^dlfte feiner @e^ne sssiruta, nnb n^ie man leidet 

ffnbet^ jebe ber4^eiben Sangenten c=f!!!ii?; baber tfl unter ber 93or« 

** cos, tt ' 



anafe^ung ci> < !^ not^menbig 



. . swt u . 

sm, CO < CO unb — — > w / 

cos u 

aifO — < I unb > cos.io. 

SBei bem unenblic^en 21bne^men von co nähert fic^ <^o'* <>> o$n^ 
Snbe ber (Einheit / ba^er wirb 

,. sin, a 

Um. =3 1/ 

w 

nnb man barf temnad^ einen unenblid^ Hein loerbenben Sogen feinem 
&inua fubflitutren. 

Diep oorauagefe^t/ fdyreiben wir in ben Sormeln (76) 1 |}att a, 
fo ^aben wiri 

cos.a es Icos. —J 1 i fsm. — J fco«. —V ij 

^^in(m — i)(iii — 2)(m — 3) / . « V/ a \— 4 

T ■ : — ( iin. ^— ) ( COS. — J — -tc. 

IM. a sa m f sm. — J ( cot, — j ^^ 

iii(m— i)(m — «) / . «V/ a\m-3 , 



IIT 



Sßtit^tcrm nmnilidf grop/ alfo » unenbltc^ nein/ fo ergibt 
f6f 9 menti man auf Vit ©renjen übergebt : 

cos.a CS 1 — --»~ 4- ■ — ^ »U ICt 

1.9.0 ' i»a,3«4.o i.a.3.4-3.6.7 ' 

IDtere Sormeln gcHen für jeben SBert^ ^m a, mxl$ wt grof 
and^ immer a fepn mag / bp((h Wt ed bte Sormela (76) fotbern/ {ule^t 

~ < ^ wirb. ®ie bteaen jnr fSered^nung be^ Soßmi« unb be* 2>u 

nnd/ wenn ber SBogen gegeben tfl. 3^re Sonvergenj für jabe< a tu 
gellet auc^ an^ ber fünften 93orIefung. 

Sd i(l f«nier ber ^weiten ber Sormeln (76) gemd^ : 

sim.ma ^T~% (m-i)(ni-a) x> . (m-i)(m-i)(n>-S)(m«4) x* "1 

~S ^ Ly a . 3 y^"^ a . 3 . 4 . 5 P ^^'J' 

wobei xss«m.a/ jsaeos.a^ii^t ivirb. 

\ S4pt man ^ier m ttnenbli^ abnehmen/ fo ntf^ert fic^ .^<^*™« 



m 



o^ne Snbe bemS^ogen a^ unb 7" o^neSnbeberStn^ie/ unbman^nbet 

»abei a net^wenbig iWif^^^R — - unb -f 7 fdOt. 

4 4 

Stefe Steige bient (ur SSerec^nung bea fletnfien / einent poflttoen 
€of[nud gel^orenben 93ogend. S^ur muß man/ loenn ber ®tnu6 ben 
Cofinud/ numerifc^ betracfitet/ überjletgt/ beibe Functionen mit ein« 
anber oenoec^feln / unb bte Srgdniung be6 verlangten Sogena jum 
iduabranten fucben. 

0e^t man - sa 1 / f n^trb « = t/ unb man ^at bie oon 

Setbni^ iueefl gefunbene fl^x^t * 

. IC 1,11, 
(89) ^s=i_. + g_.-^ , 

ivelc^e tn^ar conoergtrt/ aber boc^ iur SJere^nung bet SBert^ea oon 
X ntc^t bequem genug tfi. 

iRimmt man jebo<i^ in (88) a = ?^ n^ofur x es 1 unb 
} s= ^/ alfo ^ = ;J= wirb / fo ergibt fic^ 
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(90) x^VTi[i —^ + si - Tli +••••] ' 

»eldSie Steige bei wettern fc^neQer et^no^rgict^ aü bte «orJ^erge^enbe. 
2)ennoc6 muf man über (»anitg ©lieber entmicfetn / um ftc^ auf hie 
sehnte iSecimalfleae bed Stefultated DerlaJTen {u fonnen. :Die Ste«^ 
nung felbfl ^ibt 

1t S=3 3*14159965358 • . • • 

^it ^iilfe ber S^rmeln (87) {tnb#t matt 

*^ ' 1 '1.2 'i.3,S' 1.2.3.4 ^ 



CO« 






wobei e bte ©runbia^I bea natdrltd^en Sogarit^metifpfiemt bejetc^net. 
S6 ifl alfo/ tt^eun matr a-^-^rx ^att a f^reibt/ toobet r irgenb eine 
ganje pofitm ober negative 3a|^I anjetgt : 

(91) CO*.« -f- V"^» «/i.a as e / 

(9a) l(cos.a -^ ^37 «m.a) =5 (rf-J- a r «r) ^^7. 

du benfelben SKefnltaten'fä^rt au^ bte ©leid^ung 



eo*. a -f- V— i jm. a =; [co*. |n (a-r|-3r3c) -l» y — 1 z\n^rBL{ar\'%tn^ f 

wenn man m unenb(id[) abnehmen Idf t. 

2)ie Jormel (9a) gibt über bie SRatur ber Sogaritj^men wt^tige 
?(uffc^(u{]e. ^t%%VL wir in b^rfelben asso/ alfo eos,at:^i, $^1.0^=^0, 
fo ^aben wir 

/(i) =» ürx^ — i. 

6d ^at alfo ber Sogarit^mud ber pofttioen Sinj^eit unenblic^ me(e 
93ert|^e; einer berfelben/ ndmlic^ jener, welc^ier ber Knna^me r=ao 
entfpric^t./ ifl eao/ unb bfc übrigen (inb imagindr. 

@e^tt wir aber as=:it, fo ^abeu wir cos.as=s—i, sin.asszo; 
alfo ^(—0 =* (ar-|-i)jr\/^. 

(Sd ^at ndtnli^ ber Sogarit^mua ber negatit^en Sinj^eit nnetibKc^ 
»iefe, aber.bfoß imaginäre SSBert^e. 

3ebe 3a^I + a fann aU bad ^robuct t)on + 1 mit a betrachtet 
werben; ba^erifl 
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Ue oHjemrtne gorntel aUer flBert^e M Sogartt^mud ber Saj^I + a/ tit 
welcher <(+ i) in Ut fo eben nad^gewiefenen 93telbeuttgfett iu nehmen 
if}. aRon fte^t ^teraitd^ bap jeber 3a^[ uitenbßc^ mele Sogartt^men 
ge^iren / ivooon ober / wenn bie 3o^I poftti)> ifl/ nur eftter/ unb wenn 
fte negatto tft, feiner einen reeDen Sßere^ beftftt ^ 

Die ©(etd^ungen (91) nnb (9a) fuhren auf merfwurbtge analpti* 

r 

f((^e ©ebilbe. 0e^t man j. SB. in (91) a sdb ;-, fo wirb cae.as3 O/ 
«in.ac=i / folglich 



a 



mH> »etm man beibe Steife biefet @Ieic^ang in Sejug auf ben d^jrpa« 
nenten ^^ j)oteniirt : 

(4r+i)tr 



•. 



W-^f^ « 



e 



Snimntt man in (91) a ppfttio nnb negotit»/ nnb rao/ fo er« 
^üU man burc^ fBerbinbutig ber babei f\d) ergebenben ®(ei(^nngen : 

(oS) cos.a GS m ^ 

2 

Cajfeit imr in ber Sleid^ng (78) n&mUdf in 

situma sa mx ^^ X— x' 4 1 ^ — r-^»' — K. 

1.2.3 ' 1.2.3.4.6 

[• = -;' " = +3 

ben SRuItipIicator m nnenblic^ abnehmen/ fo erhalten imr megen 
imu L^IÜÜL BS a SS Are. sin. x, xotnn wiv unter Are. m. x ben 
neittflen SSogen uerfte^en / beffen @inne Wx t{i / 

^ V ^ . I '•* , I »•»•3.3 _ , i.i3.3.5.5 , , 

(94) Arc.$m.x = x -1 ^x' H rr^* T o / W ^ ' * + ^^* 

^^^' ' 1.2.3 • 1.2.3 4*6 1.2.3.4.5.6.7 * 

+ 1 ,, 1.3 -, »•3.0", 1^ 
2.3 T^ 2.4.6 T 2.4.6.7 ~ 

2iuf bemfelben SBege ffnben wir mit i^ulfe ber ®Ietd^ung 

(80) 3iii.mix=syl mx r-x'+ *- — , , x^ — ... I 

^ ^ "^L i.2.i 'i.2?3.4.6 J 



tto 

^' ' ^ \ * 1.9.3 ' i.a.34*5 '• 1.1.3.4*3-6-7 - [/ 

€a fc9 in ber Sorm^I (76) a =s !^/ f» ergibt fic^ 

. mir / m* — 1* , (m«--'i»)<«n^— 3») \ 

a \ i.a.3' i.a.ö.4*d J 

f • " • . . ... 

Sie SKeij^ innerhalb ben klammern ^at bte Som 

. "»" i.y "T" 1 . a . 7(7+1) "T" ' 

_ _ • m — 1' * 3 

tt^enn a = — :2! — L, p is J^I — 2, y =3 ^ jjefejt wirb/ ««b MN 

f{(^ bal^er na^ ber befannten S^rtnel fummiren. 
9)?anflnbet 

mnf i j . Uf — 1^ 

X ^\ .mit \v V 2/ 

(96) wu — = 1 — / \ - ^v : ■ V \ * 

"(-7) Kr) 

Caffett imr $ier m nnenblid^. flein n^erben/ fp folgt/ wegen 

miü 
etn. 

Kot. r ^ s= - UWb 

m a 

fö„.j7^— 21^ . ir^^Y«.ir(o) . iz(o) «=. i 

ba^er 



9 



% 



ober/ wehn man z fiatt ^c^reibt: 

(99) -Jll- 1== ji(z). . ir(— z): 

g?un ifl/ ber in ber neunten ^orlefung gegebenen Srfl<!rung bev 
Function i7(z) {nfolge/ in fde^ug auf ba« iinenbit(^e Sa(^fen ber gan^ 
ien )>ofttioett 3a^I n : 
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ab'' 

ir(— 2) = Um. i.a-3.:..n.n^' [ 

folglich 

, •• V IC« ,. (i .s.S. ...b)^ 



5m. it » ( I »— »Ji) (13— gi) (3^i— z») .... (n»— «») 

ober 

Sie ©ret^inng (97) Idpt ftdSi / ba liegen 

ir(z+i) = (z+i)n(z) - 

anc^ uneei: ben.Sormeti ^ ^ 

(10«) V^sr = iT(— ^) s= alTG) »(»iletten. 

2(ud btefen/ wie auc^ aua (101), toenn man bafelbfl 2=7 an« 
nimmt/ folgt ber merfmurb^e/ oon SBhlli d iiiei:{l'g^fUnbene2(u»bru(r 

(,^ov ^ ^ « . 2 . 4 • 4 • 6 , 6 . 8 . 8 ., x9,,, . . . 

a i • 3 . 3 . 5 . 5 . 7 • 7 • 9 . 9 • • • • 

©ejt man in (101) f — z jlatt z, nac^ban; man bte bort uekfin^ 
bigen 2)iferenien ber Ouabrate in i^rt ethfoi&en ^<tctoren {erlegt ^aif 
fp erjdftmap: \ ' ' 



cos. 3r z 



'G-)a+oa-')a+oG-oa+i) 

« 1.3.3.5.5.7.... r ^ »x/ 4 «N/ 4 .\ 

a i.a.4.4.6.6.... ^ V 9 /\ »5 / 

folglich tt^egen (io3) : 

(104) eos.xz es (i — 4z»)r^i — -**)r* 5**) 

Sie unenbltc^en S<)ctorenfolgen (101)/ (io3)/ (104) ftnb {war 

{Ui: SBered^nung von s\n. xz, -, cos. tcz . i^rer geringen Sont^ergenj 

wegen ni4lt anroenbbar/ i'eboc^ fj^nnen fte^ wenn ed fi^ um bie Sega« 
rit^men Ux genannten ©ripen ^anbelt/ mit 93ort^eiI gebraucht werben. 

00 iß {. 83. 
(106) Z«ii.»z=;l;r + iz + Z(i-.2»)+i(» — 0+^(* — -} 

•^*0-^S) + 



* 



• 
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foIgIt(^ / wenn was Ut Logarithmen ber SSinome n<i<^ htt QomelX^) 
ter ad)ttn SSoiflefnng tntmiHtU, mh na^ ben ^otenien «on z orbnet/ 
unter ber ^Sorau^fe^Hng s < i : 

(106) I«i«.«t=aZ«+&— a«Ci+L 4. ^ 4. 1- 4. ... J 

. ~rO+ir + 5f + J^ + ••••) 

!Die ©letc^nng (loi) gibt nod^ 

. -(•+^X-SX-+^X-S)" 

(£< fe9 7~zs:z/ alfo j^zJ^x, fo $at tnan 

('•»)^^=i^K' + 0(' - iX- + 4rX- .■i)x 
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Über btn ©ebrou^, Der mo^^>te^^en gfor«.! b« 

»et ©ummirung einiger Steigen. 

•ß* • '■ 

I. W« fepen We 'a<i^«n 

T- » ««. l«+P) + X' *m.(ct + 4ß) 4. x» ,i>t. (« + 3jff) + ic 

iaf«mmire«. +»-' ^^[a+Cn-Oß} 



i«*if *f « t"*" fl?"^' '" "<**" '^«•' «"^ We e«m«e ber 




■t-fy-Min.a4.x[co».(*fß)4.v/^,/„.(a4.j5)] 

+ »* [cö*, (« + «^) + v'irr ,Äi. (« ^ 3J3)] ^ . . , , 

^ + X» (M«.-ß + y/— • «ÄTß)» ^t . . . . 

we»» man „«mRc^ JerÄrffTt^tiaet, baf «Dgewein na(» (66) 

<'<«-(«+r^) + vF^*w.<«+rß) S3 
« (CO,. « + yCZr rih. «) (CO.. r/3 + x^ „•„. rß) , 

n»b ber a»ot»reTc^tt gormel amAf. 

co,.rp + V^-T .i>tVrß =i (co,.ß J|. y/IZ; ,in,ß)r jji. 
«»tjo«, nnb fTnbe«, ber befannten ©uramenfcrmel iufolge: 



. ' » » (CO*, ß + •-. sin.fi) — I 

= ^ ^'""- ^' + "^> + ^^ ^fa- ^ ^ + «g)] - reo*, a -t- v/-. sin, gl. 

X (CO*. ^ + v/^ tiu. ß) — I 

_ 1' C05. fa + ng> - CO... « 4- •=-. f. " sin. (« 4- nS^ - «'n. «1 

*«««• P — »+•-• X am, g 

a»uWpK«ren »ir beit Bä^Ut unb beti flennet btefeö »ru«i^e* 
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mit z tfof . 13 ~ 1 — . \/IIi « X Wn. ß f fo oemanbelf fft^ bet Sfenner tn 
bte &nmmt ber itv^i Quobrate 

(x tf oä. ß — 1 )* «nb ' X* sin. ß* / 

tt^fc^e itUtitit eise reeDe ®xi^t fepn ntu^/ unb oud^ auf bie Samt 

gebracht merben fann; ber 3a^Ier aber bietet iWti Steile bar/ looi^an 

einer reell unb ber anbere mit bem Factor \/^ i^erbunben ifl ; beut 

Z)oppeIftnne ber SEBurjefgrope \/^ gemdp faiin S. ^em reeQen/ nnb 

Ta \/^ bem imaginären Steile bea erw4l^rtten SBruc^ed gleich i^U^t 
toerben ; bo^er erj^alten mir nac( gehöriger SKec^nung 

c • [x" CQ j.(g-f np) — cox.a] (x co^.ß — »)+[*** i t/i (a+nß) — jin^g] xsin^ 

unb 

■^»8=5 : ' 

i — 2 X eos.pi -p-x*^ 

<>ber , . ' 

+ ' 4 • •«'-•li' * 

8* * co*,[a+(n— i)ß]— x" co5.(a-4-nß) — xco5.(a— P)4-coj-a 

(109) ^ i-^xeoi-ß + i- 

loobitc^ alfo bie @ummirung ber i>orge(egten Steigen betoerffieüiget tfl. 
Saffen xoit in$befonber,e.x= i feQu , fo ^aben mir 

8 COS. [a + (n — i) ß] — cos, (a 4- "3) — cos. (a — P) + cos. a 

2(1— CO^.P) ' 

^ tf w. [g 4- (n-*-^i ) fi] *-^ ^t/t. (g + fa-ß) .>^- jj/t. (tt— ■ P) + 5IJI. g 

2(1 — COS.p) 

Snun iß ben Formeln (48) unb (46) gemdß : 

co9.[a-f-(n — i)ß]-^,co«.(a4"'^ß)==5 2em.7^.7i>i. [a-|-(q-;r-7)i3] 
#m. [a + (n — i ) ß] — «in.(a-[-Dß) = — sn/i f ß co«. ^ + (» — i) ß]/ 

unb menn man ^ier n=o annimmt: 

cos* («r— ß) — <^^» as=s2 sin. -J- ß . sin. (a — -J- ß) 
sin. (a — ß) — sin* a2= — 2 «tu, fß co«. (« — •• fß) / 

ferner na^ (38) 1 — co«. ß = 2 (sin. ^ ßy , folglich 

_ sin, [g 4- (n — 7) ß] — sin, (g ~ 7 P) 

^" Hi^rip ' 

_ — coj.[g4-(n-^f)P] + co^,(g — ^ P) 

2fM. 1^ 



las 

3tebttctrt ittati Mefe 2f udbrficfe xoiAtt mit S^ilfe ber fo eben ge- 
brätelten Sormeln # fo ergibt fic^ 

(i lO) €os.a + COS. (a+ß) 4- cos* («+^) + eos.(a'^iß) + , . . 

• . rix \ oT *iÄ.7nfl,5«/i. ra+7(n— i)ßl 
...+*«. [« + (n-i)ß] «. ^f«..-! ^' 

meiere SKefuItate ftcb )ttr logartt^mtfc^en Stec^nung fe^r Qui eignen/ 
unb bf^^alb bei ber Sere^nung ber 0inuetafeIn jur Kontrolle bienen 
fdnnen. r 

2fttf d^nli^e 2flrt werben f mnn man in ben obigen aDgemetnen 
^ormeln x=s — i fe^t/ bie SKet^en 

COSM — co*.(a-|-ß)+f<>*«(«+^ß) — «o*.(a4-3ß)-j-.. +^^*- [a+(n— i )l8] 
sin.a — im.(a-|-ß)+«'i.(a-f-2ß) — «/i.(a-|-3ß)-|-»- + wn,[a-j-.(n-^i )j3] 

fumntirt. 9Ran ftnbet bie @unime ber erfleren 

eos.^^p.cos.[ a + 7(0—1)0 ] . ^i/i. 7 nfl . jw. [a + 7 ("— P] 

""" C05. -Iß cos.^ß ' 

je nad^bem n ungerabe ober gerabe t|l } unb unter ben) elben Umflanben 
die @umme ber festeren 

cos 7 »P . sin. [a + 7 (n— 1 ) ß] jui. 7 nß . Cö J. [a + 7 (n— -i) ß] 

8=5 . a ooer "^ . a • 

C05. |p . COS.-^p 

3ebo(b oerbient bemerft ju werben / bap biefelben Stefultate andf 
on0 (110) folgen/ wenn man ß mit «-fß vertaufd^t. 

Hui ben Formeln (109) fie^t man jugleic^/ bap bie unenblic^en 
Steigen 

CO«, a -|- X <?ö#. (a -f- ß) + X* CM. (a + aß) -|- X« CO»* (« + 3ß) + tC 

conoergiren / fobalb x numenfc() betrachtet Heiner iß / al6 bie (Einheit/ 
unb baß 

COS. a — X COS. (a — ß) . «ia. a — x ji/i. (« — ß) 

II • I unD ' II I I I II, 

1 — a X COS. ß 4- !>* 1 — a X eos. ß + x* 

t^re Gummen finb. £)enn ba bie 2>inn^c unb Coftnuffe bie Sinl^ett 
nie {u über|leigen oermögen / fo nehmen bie tn ben angefahrten $pr' 
mein oorfommenben ©Heber 
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X" H» » COS. [a+ (ä— '») ß] / X" CM. (« + '*ß)* 
X» + » sin. [Ä-f-(n— i) ß] / ac» $iit, (a+nß) 

itnenMt<^ a(r w^nn n uhenUid^ groß totr^. 
II. ^tttaä)Un wit nun bte Steigen 

€OS.a+('^) X CO..(a+ß)+p) X* C05.(a+2ß)+(5") x« co..(a+3ß)+lC. 
«n.a+ ("T) X *m. (a+ß)+(T) X» «/i.(a+2ß)+(^) x» ,.-,i.(a+3ß)+K. 

weld^e entließen / mnn man bte ©lieber ber Steige 

> + (T)^ + (T) =^* + (3) -• + r . . = (»+0- 

iejtel^ungöwetfe mit ben Sofmuffen cos. a, cos. (a-fiß)^ cos. (a-j-aß) tc./ 
ober mit ben ©inuffen sin. a , sin. (a-f^) / sin. («+«ß) «. muleipli-- 
cirt/ fp kvie bieß in I. mit ben ©Hebern ber gecmetrifc^en ^rogrefpoit 
i+x+x»+x»+.... gefc^e^en ijl. 

Sie ^ier oorgelegten Steigen ftnbr ibenn ber numerifc^e SBert^ 
Don X bie ginj^eit ni^t erreicht, immer/ unb »cnn x=-|-i ober 
xs= — 1 ifl/ nur unter ber SJorauafe^ung fummirbar^ baß m eine 
j)o|itioe 3a^I oorjleHt, ober im erflengaOe, ndmlid^ für xcs+i, »e* 
itigßen^ itt^ifc^en o unb — 1 liegt. S)enn bie Steige 

., (:)•- (T).x-, (?)x. 

conoergirt nur unter ben fo eben auegefpro^ienen SSebingungen / unb 
bte SRuItipIication i^rer ©lieber mit ben Sofinuffen ober @inn{fen hf 
forbert i^ire Sonoergenj / o^ne jeboc^ bie etwa ®tatt ftnbenbe SDioet' 
gen} not^ioenbig {u oer^inbern. 

95eiei(^nen wir bie Summe ber erflen Steige burd^ P/ unb jene 
ber jweiten bur^ (^ , fo wirb 

VJ^{^zrxsz{cos.a^^/^m.a)lj\ 

+ (^) x^ (cos. ß + y/~i sin. ßy 

+ ('^)x^(cos.ß'\-V^sin.ßy + .... .1 

s=s (cos. a -|- \/ — 1 sin. a) [i -}- x {cos.ß + \/ — 1 «n.ß)]« , 
Sd fep t -|- X cos.ß = R C05. unb x sin. ß s= R Wn. 6; fo 

^at man R = \/(i + x cos. ßy + x» ««. ß» 

= v^i 4- axco« ß + x*« 



2)a i+xcat.ß me ttegatto XHthtn foitn/ i»ettn x Me Sinl^ett 
nt(^t übertrifft/ unb e< immer erlaubt iß/ H yofftio anjune^men/ fo 

wirb ate ein jwifc^en bie ©renjen UBb -f- - foQenber SSogen be« 

trachtet werben biirfen. 

* 

SBir (aben nnn 

P + Q \/^ =R" (coi. a^^^sin. a) (cos. •+^/^«mu •)■ J 

unb ba jeber SSSert^ von (cos.B-^-^^isin.B)"^ burc^ 

COS. in (0 -}- ar^r) -|- \/— > **«• m (0 + arar) 

oorgefieüt mirb/ wobei r eine ganje pofitioe ober ne^otioe Sal^t bebeutet/ 

Ä R» [CO*. (« + m (ö + irw)) + v^ZT» ^in. (a ^ m (9 + «ric))] j 

forgUc^ / wenn wir unter H" ben reellen SBert^ verfielen / beffen biefe 
$oteiii fletd fd^tg tfi: 

P === R» co«.[a-{-m(04-9rff)] 
Q s3 R« «11. [« -jl m (0 + «rjr)]. 

2>a P unb Q ftc^ um unenblicl^ wenig dnbern / wenn x nur un* 
enbltc^ wenig gedubert wirb/ wa6 au0 ber (BefdS^afen^it ber bur^ P 
unb Q oorgeßeSten Steigen mit leichter SRti^e ju erfe^en ifl/ fo fann 
bie ganje 3a^( r oon x nic^t ab^dngen (oergl. bie fiebie^nte QSorief.)* 
£0 reicht alfo jur oodßdnbigen Jtenntniß oon r |^in / ben Sßert^ biefer 
Sa^I für x=o (u beflimmen. Unter biefer %ina^me wirb F=zcos. a, 

(}=ssin.a, Rs=i/ cos.tsssi, «m.0 = O/ olfo 0=3O/ folglic^ 
cos.azss c6^(a-|-di'm^)/ «in.aas«m.(a-{-2rm^) / 

wa6 nur Statt finben f ann / wenn r m eine ganje 3a^( ifl. .^ieburd^ 
er^dlt mati ^ 

. ^ P, 5= R« coe. (a-{-™ 0) 

^"'^ Qs=s R"n>i.(a+m0) " 

aT0 @ummenformeIn ber gegebenen Steigen. 

(S0 fep in0befonbere xssi/ fo wirbHs=V2(»+ co«j3)=+a co«. -/ 
wobei mau/ um R ))ofttio {u ermatten/ ba0 obere ober ba0 untere 3^* 

4>en nehmen muf / je nac^bem cos. ^ |)ofitio ober negatto ifl. .^ieburc^ 
er^dft man 

^ • I + CO*, fi , , - 

±«COJ.^ß ^ •' ' 
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A 1 '« Stil» P m^ . ^ 

Sin.» SS -r ^-Ta = + »«•tP> 

foTgltd^ / toenn man btefen SSebtngun^en gemd^ befltmmt : 

(in) cos.a + (7)cö5.(a + P) + (^)cos.(a + 2ß) + . . . = 

= (+ 4 coj. i P)m COS. (ce + mö) , 
sin.a + (™)^;/i.(a+ß) + (™) «/t. (a + 2?) + • . • = 
=, (+ 5» COS. i.p)«^in. (a + mö). 

2)wfe gorro^In jeigen/ wie ber reelle SBert^ öon (+ acof.-J-ß)- 
bttrdSi €oftnuffe ober burc^ @tnu jfe i^on 95ögen audgebrucf t wirb/ ipclc^e 
tn einer artt^nie|irc^en ^rogreffion fortfd^reiten. 

0ejt man 0=10(^47 rsr), ßss — »(x+m), wobei a. jiof* 
f4^en o^unb « liegt/ un^ r eine ganje 3ck^I bebeutet/ fo wirb/ je nac^ 

bem ^ {wifc^en o unb - / ober jwtfc^en - unb « fdOt : 

cof . ac +^^^«^^ sin.» = If sin^Xf 

Alfo tm erflen S<^ne = — x, a^m0 = mrjr/ unb tm {weiten 
fl s=3 «r — ^/ tt + mÄ = ni(r+ \)ie. (SA tfl bemnac^/ wenn X jwi^ 

» 

fc^en o unb - fdHt : 

(i i3) <»*.m{X+m)+('J*)cötf.(m~2)(X+rit)+/™W*.(m— 4)(l+i^) 

rs (a C£>5. X)" co5^. m r IC , 
^i/i.m(X+rjc)+(^)«/i.(m---a)(X+r«)+(™) *m.(m— 4)(X+r«)+.-.= 

s= (2 co^. X)>B Ji/i. m r fc ; 

nnb wenn A. {Wifd^en - unb k enthalten ifl : 

(ii4) co/.m(X4*«)+(^)cö*.(in--j)(X4.ris)+^"j coj.(m--4}(^+>^)+—=s 

^ ( — 2 CO*. X)" cos* m (r -|- 1) flc , 
«A.m(X4-rit)4-{^V*/».(ni — a)(X+r«)+(^V*'**("*"-"4)A+nc)+«,.= 

::i ( — 2 COS. X)"^ tfiÄ. m (r + ») «• 

Sd^reibt man l^ier ar f}att r/ unb bebenft man/ baf 

CO*. a m r ar -|- V--"i «n. 2mr;c jeben SBBert^ ton i"/ 

eo«.m(ar4-t)jr-|-V — *««.m(ar-|- i)3c jeben 9Bert^ oon( — i)*^ 
unb (2co«.^)» • 1» jeben SBert$^oon (acot.^)» auöbrucft/ fo laffen 
|t(^ obige Sormeln in fofgenbe iufammenjie^en / welche fdmmtftc^e 
Oert^e oon (s cos. xY angibt : 
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( 1 15) (« COS. l)» sBs co^. m (X 4- %n) + ( " j co*. (m^si) (X + im) 

+ (?)<?ö*.(in— 4) (X +»!«) + ... 
+ V^x 1 51«. m (34-arfr) + f " j äw*. (m— «) (X+int) 

+ (T) **^ ("^) (^+«*«)+- J / 

loobet matt bt> VivLtyA^th^t V^ tntt leiben 3<i<^ett tie^men f anti. 
Übrigend M|t fiii^ jebe berSotmeln (ii3) tttib (114) (u einer aOsemel'' 
neu X)arfieaung aOer SBert^e ber ^otenj (s cos^ %)" gebrauc^ieii/ I9ettn 
man btefelbe mit bem Allgemeinen 2(tt4brtt(fe wn i^ miMfWtxtt. 

0e(t man in ben (SIei(^ungen (m) xbb-^i, f^ fnbet tXM 

Rs=a\/a(i — co*.ß)=3 + ajm.-jß/ je na(^bemtm.^ß |)of{tt9 ober 
negativ i|i j ferner 

«in.e fi=3 -r — r^-72 =5 + C03.iß, 
alfo 

(116) co5.a — (")cö5.(a+ß) + (")cö5.(a+«ft — 

SS ( J2S52A.^ß)n cos.(ot'\-m6), 

sin.a - ('J*)5in.(d+p) + (^) sin. (a + aß) ^ 
SS (:j^ 2 süu^ß)^ sin, (a+mi), 

toel^e Scmneln jebe reeOe ^otenj bed €^inu« eined gegebenen S5ogen9 
borfleOen / unb biefelben @ubjiitutionen fpecieQer SSBert^e (Ar a unb ß 
(ulaffen ^ beren wir un« oben bebient ^aben. 



• • • 



* • • 



^ttin^^nftn'i m«((« SSoruntndett. i. 
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übet bie anberen in ber ^nalpfiö geb.cSud^U^en 

Äreiöfuncttonen. 



VVebf{ bem 0tn(ie unb Sofinua f^ebtenen fi^ bt> ^n^Ip jien/ ber 
2(SIiirjun9 unb leic^tet^n Ubetpc^ bed (Saiculd tvegeit/ not^ anberer 
guncttonen bee mit bem ^Ibmefler & U\d)mb^nm ^r.eia(^ogen, @t> 
ftnb bie Sangente unb Sotang^.nte/ bte @ecante unb Sofc« 
cante/ ber ^tnnöDerfna unb SofinudDerfuö^ unb loerben 
but^l bte bemSetc^en be^Sogend t^orgefe^teu @pli)en ta/tgr« (ober für« 
gerf^.)' cot.^ sec, cosec, sin.ifers., co5. ^er«. angebeutet* 

Verlängert man ben jum Snb]ntncte etned 'Wogend ge^orenben 
«^albraeffer^ bia er bte jum 2fnfangdpuncte beffelben gejogeue berij^ 
renbe ©erabe burcf^fc^netbet/ fo l^etßt bad' ©tticf btefer SBeru^renben 
iWtfdlfen bem SBerü^rung6f>uncte unb bem Surcbfc^ntttöpuncte bte Slam 
g e n t e $ unb ia^ (Stucf ber ®c^netbenben i)t?ifc()en bem Sßittelpuncte 
be6 Areifed unb jenem i^nrd^fc^ntttdpuncte bte.@ecan te bed genannt 
ten SSogena. ^erric^tet man aber btefelbe Operation in 93ejug auf 
eine burc^ ben Snb^nct bed (im pofitioen (Sinne geja^Iten) erflen 
duabranten gej^enbe 93eru^rung6linie/ fo i)ai man bte Sotangente 
unb Sofecante eben beffelben Ißogend. 

(Srtblid^ wirb bad ®tiicf bed erflen ^auptburc^mefferd / loelc^e^ 
itptfc^en bem 2(nfang6f>uncte ber S3ogen unb einem @fnua enthalten 
ifl/ ber ®tnudDerfud; ttnb ta^ @tucf bea {loetten «l^auptburcb* 
ntefferd^ weldS^ed jimfc^en bemSnbpuncte be$ erflen iQttabranten unb 
einem Coftnuö liegt/ ber (Sofinudoerfua bed entfprec^enben $6c^ 
gena genannt 

2)ie ä5etrac^tu,ng ber gigur lel^rt, baß ber ^albmeffer mit ber 
Sangente unb @ecante/ mie aud^ mit ber C^otangente.unb Sofecante 
recbtminflige S)retecfe bilbet/ wooon bie @ecante unb Sofecante bte 
.^ppot^enufen ftnb. 9}?an Ijai alfo für ben i&ogen a 

(117) seca^ =s 1 -|- /g-.a*/ coseca^ es 1 ^ cota^. 

Serner fnbet man mit ^ülfe ber erflen 2(nfangagrtinbe ber ®eO' 
metrte bte ©(eicbungen : 

(ti8) sin.a sa cos^a . tg^a^ cos.a i=isin,a . cot/a^ 
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unb 

(iSo) sec* a • cos* €tt=2 1 f coseca^sin^a^zi ^ tg^a.coU acai; 

(i s 1 ) tg,€c=:sin,a • sec.af cot.as=scos,a • coseCMf sec. as=^tg, a • cosec* a ; 

xotl^t (enteren ©(etc^ungen fidf, wenn man xciü, and) aM (117) unb 
(118) hut^ eine leidste !(te(^nung ergeben. 

Sur ben Salcnl ifl eine genaue Jtenntntf ber tt^id^tigflen/ {mifd^en 
alleti Jtreidfunctionen befle^nben Steladonen unentbe^r(tc^* SBir n^ol' 
len 2uer(t jetgen / wie jebe. biefer Functionen burc^ }ebe ber übrigen 
oudgebriicft wirb/ wobei wir jeboc^ ben 0tnu$oerfud unb Sojlnu^oer- 
fue oußer 7ld)t laffeu/ weil biefe Functionen nur feiten gebraud^t 
werben« 

2(W^ (i 17) folgt sec, a=\/i -f- 'ß'- «* Onb Ig. a=:\/*cc. a« — i. 



2(ttd(ii8) ^.a = 



' i • 
cos.a 



3(ue (i2o) see. SS — — s=3 ' ,. . "/ tg-. a cn — -- , 

2Iua (121) sm.a =: -il— = -- — = , 

sec, a y i^tg.a^ ^^^' ^ 

SWan ijl nun im ©tanbe/ fofgenbe ©leic^ungen auftufleaen: 

I. sin, a sa 

* _ _ _ ■_ 

1 \/sec^c^^---i I 






• 

IL Ig. a = 



Vi— C05.ga_j 1 ^ ^ ' ' ^ ^_, t 



III. fec. a c=s 



1 ,— ; ^- ^ 1 -f- ^^'t ^ ' cosec. a 

= =vi+^g'«*=- — rrr:: — 



Vi-«/*.«* ^^^-^ , ^^'-^ V^ 



cosec. a* — i 



2luö ben ®Iei*ungcn (118) unb (120) errettet, baß/ fo wie 

siiu (^ — nj CS COS. a unb cos. (^ — aj ss sin, a ij!/ 
ÄU^ fg, /^- — o^ SS cot. a unb cot. f^ — a J SB Ig. a^ 
sec, (- — o ) = cosec.a unb coyec. f - ^- aj = 5 c.a 

feyn muß. 2)iefe SHefultate, auf bie Sotmeln I., II , III. angewanbt/ geben 

9 * 



1 
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IV» COÄ. a = 

I 

\i ■ . 1 COUfX 1 V costo^ — I 
Vt—-«n.a»s==-— =========■--== =;~-— = 

V. CO«« a c=8 

V» — sin.a^ cos»a i i ^ . 

^^= — -- *"^ =3 . >— ^ asB \f 60MC«a^— *-i • 

Vf. C05«c. a t=s 

V 

JDa 

Igp.a &=s ■■/ coi,flt S3 ■ . ■ / «ÄC«a n= • coaec^a sä — r—- 

^ C05. a sin> fl COS. a sm. a 

tfl/ fo ftnb bte Sangente tinb Sotangente etnea 95ogen6 )»of!tto pber 
tiegatit) / ie nad^bent ber ®tnud unb Softnud beffelben einerlei ober 
vetf4)iebene B^ic^en ^aben ; bad 3et4)en bei^ @ecante j^tngegen flitnmt 
mit jenem bed Soflnud/ ttnb bad S^c^en bet Sofecante mit jenem be9 
einud tiberein. 

IDie Stelattonen in)if4iett ben Functionen eined SSogena fuhren 
4uf analoge Formeln für biefen S8ogen felbf}* (Sin 93ogen / beffen @i' 

und =sx ijl, ^at bte tangenfe . ^ / bie ©ecante j bie 

Vi— x» Vi— X* 

Cofecante - u. b. gl; ferner ein $Bogen/ beffen Sangente s=x \% ^at 

ben 0inna --=^> bie Sotangente - u. f. m./ welche SBejiel^unaen 

V 1 "4" ** * 

fo audgebriicft werben : 

^rc. Bin. X fiss irfrc, ig*. — zzrr = -^ro« wc, ' ■'-- =s ^rc« comc. - s= k- 

Vi— x» V»— i* * 

Are, ig* T sa Arcsiru . = -/<rc. cot./- =5'tc. 

Vi+x* « 

2(uf biefe Hxt taffen jid[| eben fo oiele ©leid&ungen für bie 55ogen 
anfe^en/ ala in I. — VI. für bie Suncttonen bargeflellt erfd[>einen. 
Z>ioibirt man bie ©leid^ungen 

sin, (a 4"ß) *=" **'*• ^ ^^*« ß + ^^*' <* *«'*• ß 
coi.(a4-ß) =5 CO*, a C08,ß — sln^a siiuß 

burJl^ ^s^a cos.ßi fo er^4(t man: 
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(12a) i ^ - ^ = h . ^ = tg.a + tg^ß» 

(i23) ^^' s^ & . ^- = i — ig.a . tg.ßj 

^ ^ cos.a. COS. p cos,a cos.p ^ w • ' 

unb t9enn tnon bte erfie btefer ©lei^ungen bur^^ tie gioeite t^Ut: 
(8* tp tg.i—ß) SS ^ tg.ß, folglich 5«t man wäf 

(i«6) cot. (a +/3) =3 «""•«'^tp--' „ni> «„^„j 

• «JOt. o :^ cot. ß ' ' 

. r Av cpt* a . cot- 6 •4- I 

^ '^•' cot. ß — coUa 

3i«n gornwln (45) unb (46) in bec fänfiej^nten SJocIefuns iu* 
fotfl« tfl 

I • o ' • *"i"P * — ß 

*m. o -f- «m.p :=: asm, — !-— C05. ■ =-/ 

• a « + • « — ß 

a a 

ba^er $at man 

^ '* sin.a — sin.fi et — ß 



a ' 

@inb a, ß SBinfel eined XxMde$f meieren bte leiten a/ b 
gegenuberfle^en ^ fo tfl 

sin- a a 
sin. ß b ' 

folglich / wenn man ju kiben £^d(en btefer ©letc^ung bte ßinj^eit ab« 
birt/ unb fte baoon fubtra^trt: 

sin a -{- ^m. ß a -|- b sin. a — 5f/t. ß a*— b 
jz/i. ß "*" b sin.^ ""* b 

sin.a — sin.p a — b 

bte| fuffrt auf bte ©letc^^ung : 



#• 



154 



(188) 



a + b^'^- 



«+P 



s 



'ff« 



9 



welche eilten heUnnUti ttiQcnometri\d)en Se^rfa^ Qütit&dU 
3|l y ber ititu Stnfel btefed IDretecfea / fo ^at man 

« + j3 + y s=3 IT/ ba^cr 

tff, lü e=s <Är. ^- — 2^ = CO«. 2 anb 

(1119) ^^. — Jl--_eo«.±y. 

Xie\e ©letc^nng gibt bte ^olhe Z)iffereni ber SBBmfel a/ ß eined Srri^ 
e(Pe6/ wenn bte benfelben gegenüberltegenben Letten a/ b^ nebß bem von 
i^nen eingefc^loffenen SBinfel y befannt ftnb; folglt^/ ba man bte 

balbf @umme biefer SBinfel - — ? fennt/ bie SGBinFel a^ ß felbß. 

22 . - 

Xnvd) ^omiinationett ber ©leidiungen 45 — 48 er^dft man o^ne 

9)?ü^e ne^l anb<re Sormeln/ welche wk ^ter fuglid^ übergeben fonnen 

€ö tfl ti/U ; a M Y -^ unb COS. \a sss Y -^ / 

foIflKc^ ^ 

^ -^ " • »^ > ^ C05. Öl • '1 — COS. a 

SRnIttpOctrt man ben 34^Ier unb ben {Renner bed SBruc^rd 
-^ — ^ ein SWal mit 1 + <?o«. a, unb baö anbere SWal mit i — cos. a, 

1 + CO*. « ' 

fo ergibt ^d^ 

(l3i) <ff-f« = 



1 4~ C05. a sin. a 

IC 

2 



0e^t man tn (i3o) a flott a^ fo folgt 



ffl.™4«. (53) ifi v^i±-';t^ = ""■ T- + 'i»-!. f,i,. 

Itc^ anc^/ n^ennmau a ftatt- fd^reibt: 

s 

(«33) (ff. ß + «) = ''^'•'• + '!"" «= -^^t^. 



^ 
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S>t<fe ©leic^un^ VÜiX ^^ onc^ ^vA (ib4) aBIeiten- 

3(ud ber Sortnel (i3o) erhalt man / loenn man 2a.{tatt a fe^t: 

!Sie ©leic^ung (124) aber gibt für as=s/3 
036) ^-aa^-^^ilij^falartc^ijl • 

(i37) iec^a + <g.2a C3.-_|-- = ^-(^ + «y- 

Um bte Sangente unb Sotangente etned S3ogen6 in Steigen auf« 
inI6fen/ ivelc^e nac^ ben ^ctenjen bed SBogena fortfcf^rctten / nehmen 
lutr bte ©letc^ung (108) jn ^u(fe. 2(tt^ berfelben folgt/ megen 

. ■ = ■ t=3 C05. ^x+ coU 7CZ sm. itx : 

:im.nz sin,izz * , . 

Z(C0f. irX -|- cot. IT Z 5171. JTX) C3 

+ ((' - j^) + •(• + ;^) + '(■ - är;) + "^ 

iHun tfl ben Sprnif Iir (67) ge^ndf 

, , , «-X» 1CH3 cot. KB 

CO*, arx -j- coi. jTZ . sin* ^rx = i 4- ^x /;ot, irz — — — — -^ ^C»/ 

folglich (atifte Borlef. 6)) * • * 

«*x* 
£(co5«jrx + cot,xz . Wti.jtx) =s ^rxcot.srz -— tC. 

— - f ^x cot. irz — • — — — tc 1 
«V 1.2 / 

, 1 / «»x» \« 

+ 5^«cot.«--^-tC.j 

SCBtrb bte in ber obigen ©(eic^ung erfc^einenbe 0umme ber Coga« 
rit^men eithotcfelt/ unb nac^ ben ^otenjenooni georbnet/ fo' ^at man: 

<« + + <— ::^) + <» + ~)+<^ - 1:^)+« = 
^ Z''' ^i,4._! L_4/_i- L.4-J \x 



J 



13Ö 

S>a f^itXi wenn z gej^irig fletn gebac^tmtrbf olle (Sntwirfelun' 
fim tut^ conoergtrenbe Steigen ooDiogen xoaUn , fo muffen bte ^ef- 
ffctenten ber ^otenjen oon x in ber le^tereil ©(et^ung mit jenen Ui 
ge^drig georbneten Sntn^icfelung Don /(co«.^x4-^ot«9rxW/i xx) über« 
einfltmmen. 93ef4ir(infen wir und blop auf bie Betrachtung ber Soef' 
feienten ber erflen ^^otenj oon x/ fo erhalten mir bie ©leidS^ung: 

(i38) « cot« arz :=3 

1 1,1 1,1 .1,1 

s 1 — 2 ^^ 1+« a— a "^ a+« . 3—« "^ 5+« 

nnb an6 biefer wegen ' 

nnter ber 93orauafebung « < i : 

(i39) oot.««J--l"(.+i- + ly + L4.....^ 

-^0+^^ + 3^ + ^ +••••} 
@4rei(t man afxr in (et Olei^ung (i38) 7 -^ s ^tt b/ fo «> 

(i4o) « ^. sr« CB 

__ _J1 L_4._J ! L » • , 

041) ^.« o ^ (i + ^ + L. + 1_ + . . . .^ 

+ ^0+37 + 1? + ^ +-••) 
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Ühtt bte (S^Eriftenj unb bie ^orm ber SBurjeln et« 
ner georbneten ®Iei(^ung mit einer unbefannten 

®rofe. 



CS 

cOebe ©leic^nng mit emx unbefannten ®ripe x Idf t ftd^/ nac^« 
bem man bte SJru^ie/ in beten 9}enner x vottommt , unb bie SBnriet* 
jet^en/ welche ft^ über x erjlrecfen/ n^e^gefc^afft ^at, auf bie Sorm 

AoX«"-j- AiX«-" -f* A»*"""* + A3x*-^+'** + ^«»— »^+'^«=='^ 
bringen , Vfobzx m eine gan je ))o{tttt>e / ben ® r a b ber ©teic^ung be- 
fh'mmenbe Ba^I ifl/ nnb bte CE^oefftcienten Ao/ A«/ Aj^ A3 • • • 
A».!/ Ab wad immer für ®rd^en anzeigen / n^elc^e x ntc^t enthalten. 

Sine ®Ieic^ung 00m m^«« ®rabe fann unter obiger %^xxa l^od^« 
ftend aM m-f-i ©liebem befleißen/ n^obei in m ©liebem bie Unbe> 
fannte x ald Sactor erfc^etnt/ unb ein ©lieb/ ndmltc^ A^/ von x frei 
\% 9)^an nenne bie ©leic^ung in biefem Bujlanbe eine )>pll{14n« 
bige; fehlen aber einige ber m 4-1 ©lieber/ b.^. ftnb einige ber®r6^ 
fen A«/ A2/ A3/ • . • Aa, gleich SRuD/ fo ^tx^i bie ©leid^ung eir.e 
uni»on{l4nbtge. 

3ebe ©rcfeV/ n^el^e an V\t @teQe ber Unbefannten x einer 
©lei^^ung 

AoX» + A, X»-» + AjX"»-» 4- A3X—3 -}-. , .-fA«-, x+ Am =0 

gefegt/ biefer ©leic^ung ©enüge leifiet/ für ive^e ndmlid^ 

Ao "w" -f Aj 'w»*-»4"^»''^""*+A3 w"»— 3 + • • • + -^w— > "w"*— »+^«= ^ 
mrb/ ^ei^t eine SBurjel ober 3(uflifung l$er genannten ©leic^ung. 

Sine ®(eic^ung fann jme^rere SBurselti ^aben« ®o ^ac j. 93. bie 
®(eid[>nng x^ -— 6x^ -4* 1 1 x — 6 es o bie SBurjeln x=s 1 / x=s8/ 
x=:3. 

(Ed gibt aber wi^ ®Ietc^ungen / welchen fein möglicher SEBert^ 
ber unbefannten @röf e entfprid^t/ mie ed bei ber®(eic^ung x4-|~^^^+3==^ 
ber SaU ifi; 2)enn bad Cluabrat unb bie oierte ^otenj jeber benfbaren 
Sa^I* ftnb ))ofttio / unb bie Summe breier ))of!tioer galten fann nic^t 
BS o fepn. £)ief (etgt ftcl[) auc^ / toenn man biefe ©leid^ung nac^ ber 
md ber Slementar^SRaii^emattf befannten S)?et|^obe für quabrattf^fe 
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X = + y/^ — 1 + v^ — 2, welcher Jfudbrucf feine loirflicli^/ foti- 
bern eine blof tmogtuare ®r2pe barfieOt* S)a, af»er bte HuBitude 

— l/^ — 1 — \/ — a jiatt X in ber ®Ietd[)ung x*+2x* + 3c=3o ge» 

fe^t/ berfelben (genüge leifien/ fo fte^t man btefelben tUnfaW aU 
SBurjeln ber ern^dj^nten ©(etc^ung an^ unb uuterfc^eibet im 2(Dgenieu 
nen imtfd^en reellen nnb imaginären SBur^eln ber ©leid^nngen. Ce^tere 
ftnb bfoße 9tec^nung6formen/ meldte nad^ ien für reeUe ©roßen ßtV 
tenben SKegeln be^nbelt^ ben ®IeidS)ungen entfprec^en. 

Sine ®Uid)imi tann fowo^I reelle aU aud) imaginäre SSurjeln 
gulaffen. @o j^at j. 33. bie ©leic^ung x» + 2x=* + x + 2 s=so bie reeUe 

, aSurjel — 2, unb bie imaginären +>/ — * ""^ — \/— i. 

}(ud einer ©rope a bie m^^ SBurjel ouajie^en , ^ei$t im ©runbc 

nic^ta anbered/ aB bie ©leic^ng xs=;y/a ober x"" — a:=o auflofen» 
2(ud ber fec^ge^nten ^orlefung it>i([en ipir^ baß berfelben m 2(ufIofun^ 
gen (uge^oren/ n^oi^on aber ivenigflend m— 2 imaginär finb. S^ic» 
burc^ ivirb aud) bie in ber Se^re t>on ben ©leic^ungen ®tatt ftnbenbe 
2(u$be^nung be^SSBorteaSBurjel über feinein ben Slementen übliche 
SBebeutung gerechtfertigt. 

Sd tfi ubrigend Uidjt eine ©lei^ung ju bilben/ melc^er gegebene 
SDBurjeln Wj/ w», Wg, • . . jufommen. SWan multiplicire bie idi* 
norae X — Wj, x — w»/ x — W3; . . . mit einanber/ unb beieid^ne 
i^r ^robuct burc^ X. 3fl nun Z eine n^iDfürli^e gauje rationale 
gunction t)on x, fo ijl XZ=o bie »erlangte ©leic^ung, tn welcher 
man aber ber Stnfac^^eit wegen au4l Z=:i annehmen fann. S>tnn 

X=3(x—- w,)(x — w,)(x — W3) »erfd^winbet offen^iW/ wenn 

man w, ober w^ ober W3 fiatt x fejt/ ^olglid) oerfdE)»inbet ba* 

bei aud) jebe6 anbere ^robuet XZ. 

Sd bietet ftc^ und nun bie Srage bat, ob ed aDgemein erlaubt 
fei)/ iebet ©(eicbung mit einer unbefannten ©rope eine/ menn gleich 
imaginäre / SBur^el {Uiuf4)reiben ? 

SBir werben biefe(be beantworten/ tnbem wir mit Cauchy (Cours 
d'Analyse, Chap. X.) beweifeu/ baß jebe ganje rationale Suneltott 
einer t)eränberli(^en ®röf e x / nämlid^ . 
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y <x) BS AoX» 4. Aj X»-« + AjX»--* 4. ..... 4- Am-. X + A„, 

in mlc^er tJe ton x freien Sceftctenten Ao/ A^/ A^ . * « . A« reeUe^ 

ober ttnc^ imaginäre ©rcßen »ön ber gorm p+qx/— -» fmb/ wobei 
p / q reeDe ®r5ßen anjeigen/ gen>i^ burc^ reeDe ober loenigflend burc^ 
imaginäre/ an Ue fo eben genannte Sornt gebunbene SBert^e i^o'n x 
auf SRuII rebucirt werben fönne. 

Sd ifi ju unferem 3n)ecf e l^inre id^enb / bie 997$glic^f eit einer fol^ 
c^n %eflinimung ber reeDen @roßen u f y nac^juweifen/ ba^ bie @ub« 
flitntioii 

X &= u 4" V V^ — 1 
ber ®reiG^ung/(x)s=:o Genüge (eifiet. Hüe reeQen ffiBert^e oon x ftnb 

o^ne^in nnter ber gorm u *[-? vZ—iT begriffen / wenn man v=o*an* 
nimmt. 

Sebe 9^otenj ton u+ vV— » niit mem ganjen })5Jitioen Sjrpo» 
nenten gibt/ nad^ bem binomif4>en Se^rfa^e entwicfelt/ einen gefc^Ioff ' 
fenen 2(uabrutf oon berfelben gorm ; ba nunauc^ Ao/ Ai/ A2 • • • Am 

btefelbe ^orm befi^es/ fo erl^ält man/ wenn man u^-rV— ^ ß^^^ ^ 

tn/(x) fejt/ ein Stefultat ton ber gorm 
< 

9 (n/ ▼) + \/~i + («/ v)/ 

wobei 9(a/ t)/ V(^^ ^) >^^^II<^ gunctionen ton u/ y oorfieUen. 

2)a eine reeOfeSro^e f eitler imaginären gleich fepn fann/ fo j^ängt 
bie 9)?oglic^feit/ bie ©leic^ung 



/(tt+T^ — 1) =: 9(u/ v) + V— I iivLf v) = O 

bttr<^ reelle SBertl^e oon u unb t ju reafiftren / ilo^ ton ber SRoglid^« 
feit ah , fol^e reelle SBert^e oon u / y ^u fnben / ba^ bie beiben ®(ei« 
drangen ^ 

<f (u/ y) = o inib ^ (u/ y) =: o 

^iaii phben. 3(ber 9 (u/ v)/ ^ (u/ y) ermatten t^rer Kefc^affen^eit 
infolge für reelle SSBert^e oon u gleidEifalld reelle SBerti^e ; ba^er finb 
bie £luabrate berfelben nie negatio / unb e0 wirb bep^alb ben obigen 
jWei ®(eicf)ungen burc^ btefelben reellen SBert^e i>on u / y ©enilge ge» 
leijlet/ welche ber ©leicbung 

[9(u^ V)]* 4- [f (u/ y)]* =s o 
entf])re^en. @e^en wir nun ber ^ürje wegen 

[9(u/ y)]» + [+(u, y)]^ = f (u/ y), 
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fo ^Un wir ttnc gn (etveifen/ b«f bie Glet^rnng 

j'(u, t) aa o 

fieM bnrc^ reelle SBert^e ton u/ v atx^o^iav fe9* 

Um bfe Function jP (u/ v) auf bem bequetnflen ®ege bariuflel 

len^ fep u+vV — i e=z (cos. co -|-^ — i stn. co), »obei2=Vu*4-v* 
tß; ferner feyen bte Soefj^cienten 

Ao = Ro (joos» tto + V"^* *^ «o) / 
Aj CSS Rj (co5. fl[j -|- V~* ^^^* ^i) / 

Aji =5 R2(co«.aa4"V — l««.«i) IC«/ 

Ani C^ Rn (COtf* Ofli ^ \/ i SliU Am) / 

fo erhalten xoit mit Sujte^ung bee SR o 1 1> r e'fc^en ^af^ei: 



+ Ri z"*^* [co^. («i + (m — 1 )«) + >/— 1 5inf (a^ + (m — i )»)] 
+ Bj a"^* [coj. (o« + (m--a)«) + •Hl ^i>t« (oj + (m— i)«)] 

+ \ . . . ^ 

+ ^^^t « [cm. (a„_. + ») + •-! ^M». (a_j + «)] 

folslt* 

9 (u/ y) s=5 RoZ" CO*, (ao+mcü) -j- R^ z"— » co*. [a4-|-(m — i)m] 

• • • • »^ Rm—iZ CO*. («a^B -}^C0) «I^Rm CO*, an 

^ (u/ v) c=3 Ro z"> j5^« (ao 4" mco) -j-RiZ"— » *//i. [a^ -)* (m — i)w] 

onb 

f (u, t) ?? HpZ— 4- aRoR,z«— «coÄ^Cao — a,+M) 

+ [R!-}" ^J^oRa CO*.(ao — aj^4.2w)]z«»-"« -f- IC* 

2(ttd biefer ©I^tc^ung er|^eDet / baf bte Sunctton P (z / co) nnr 
bünn enbl|d[|e SBert^e annimmt/ wenn bte ®rd^e z/ b. ^. wenn bie 
©rpßen u/ y enbUci)e ^ert^e erhalten/ benn biefe Function wädjft'm* 
mer unetibHcf^/ fobalb u/ t/ alfo au^ z/ unenblic^ grop werben, 2fu6 
bem Urfprunge ber Function F(u, v) ifi uberbiep Hatf bap fte für 
reeDe S&ert^e 9on u/ t nie negativ antfäUt ; ed wirb ba^er unter ah 
len SSSert^eu/ beren F{a, v) fd^^ig ift/ einer/ j. e. ber ben @ubflt' 
tuttonen usauo/ v==Vo juge^orige SOSert^ jP(uo/ Vo) ber fleinjle fcpn. 
SGBir werben nun jetgeu/ bap bfi^felbe not^wenbtg c=:o ift. 
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S3€re(^nen xoit ju btefem 3we(f e ben Sßett^ oonF(ao-^^/ n-ff<)/ 
wotet %/ ;i beliebige reeDe ©ro^en bebeuten/ wo^u wir oon ber ut» 
fptungtic^en Function /(x) felb|l audge^en it^oITen« 0e^en wir in ber^ 

feften xssuo+ToV— * +S/ wn^ orbnen »ir ba* mittel jl bed bino» 
tnifc^en Se^rfa^ed entwicfelte 9tefultat md) ben ßeigenben f)otetiieit 
90ti 1/ fo erhalten wir 

/(no+To\/^+Ö"Bo+B,|+B,|*+...+B„H^.$— *+B„, 

i9obei bie an^ ben 93e|ianbt^eiten oon Ao/ A«/ A^ . • « A„ unb anS 
Vo/ Vo gebilbeten ©rS^en B«/ B|/ B, • • • B».,/ B» ft^^ auf bie 

Sonnen 

So (cos^ ßo + V — 1 «^« ßo) / 84 (cos. j8j 4-V— * *»'*• ßl) / 

(ringen lafTen. Oleomen wir ^ier ^s=zXJ^ßi^—i an, fo wirb/ wenn 
wir Wefer ®r6ße bie gorm p (cos. +\/^ *£«. 0) geben : 

s=8o (cosßo +\/— 1 »«/i-ßo) + Si p [cos.(ß,+Ö)+\/^ «wi (ßi+6)] 
+Stp»[co«.03-^+2fl)+V^5m.(ßj4-2Ö)] + • • • • 
. * . . + Sm p" [co*. (|3„ 4- mfl) 4. v/^ «m. (ß« + xnfl)] / 
folglich iji im 0inne ber oben gewählten Sßejet^tiung : 

9(Uo+Ä, Vo+A*) == 80 COÄ.ßo+S jP CO**(ß j+fl)+Sa p» C05.(ßa-f2e)4-, 

. . • • + Sm p" C05. (ßm + mö) 
f (Uo+Ä,, Yo+;i) = So #m.ßo+8, p «a.(ß,+fl)+8,p» «/i.(ßa+2e)+, 

• . . . + 8m p"" «/i. (ßm + mö), 

«nbbemna^/ wegen P(a/ v) = [9 (u/ v)]» + [f (u, v)]*/ wenn 
non bie gnnctionen 9> ttnb ^ bei bem Ouabriren ald SBinome be^an« 

belt: 

fe S; + 3 So 8, p CO», (ßo— ßj— 9) + a 80 Si p^ co». (ßo— ß»— 20)+ 

+ 2 8oSmp"CO».(ßo — ß« — mö) 

+ [Sl P COS. (ß, + e) + .... + S« p« ro». (ßm + "*fl)]* 

+ [S, p »in* (ß, 4- ö) 4- . • . • + 8« p« sin. (/3« + mfl)]». 

©e^t man x=o, ;i=5o, fo wirb au^ p=0/ weil p:=;v^ii*4-/i* 
ilif unb bie obige ©(eic^ung gibt 

f (uo, vo) » s:. 



'•••• 



'•••• 
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Ibie ®rof en B, , B« ^ B3 . . . B„. f innen nt^t flmmfUc^ t=o 

fepn, \otil fonfi/(uo+Vo\/ — » +|) f«f Kt^«?« SBcrt^ ton | jic^ auf 
bte bejldnbtge ®roße B« rebuctrU/ ölfo/(x) feftfl für jebed x benfet 
ben SBert^ erstehe ^ ma6 un<(eretmt i% (£d finb baj^er ouc^ ntc^t aDe 
©rSßen S^/ S^/ S, . . . Sm ber StuDe gfetd^. Stennen mit S» bte 
crjle ntci)t terfc^wtnbenbe b^rfelben / fo ^aben XDit 

F(no+^f Vo+;*)=-F(uo/ Vo) + 28oS„ p« co«. (ßo—ß- ~n9)+ic. 

+ [Sn p» CO*, (ßn + nfl) + tC.]* 

+ [Sb p» sin. (/3i + n9) + ;c,]». 

Saff^n mir ^ier p unenbltc^ abnehmen/ woburc^ ouc^ x unb /i un-- 
enbltc^ Hein werben/ fo er^dU bte 0umme aller im jweiten Steile bir- 
fer ®tet(f)ung auf F(u^, Yo) folgenben ©Heber ba6 3etci)en bed ®lh 
bea 2 So Sa p° C05. (ßo — ßn — n ö)/ xocH w ikftm bie ®r6ße p in ber 
niebrtgjlen ^oten j erf^ieint. 2(ber ber unbefltmmte Sogen fann / ber 
unenblic^en 2(bna^me ton p unbefd[)abet/ fletd fo gemd^It werben/ ba^ 
So S« COS. (ßo — ßn — ne) negatto auöfdllt / ba^er wirb bei bem un-- 
enblic^en 2(bne^men ton x unb ßi inU^t 

Fiu,+X, Yo + fi) < F(Uo, To). 

2)iefe Solgerung »iberfpric^t ber 93orauöfeJung/ baß F(uo/ t,) 
ber fleinfie SBert^ ifl/ welchen F(uf t) anjunel^men oermag/ fo lange 
ber Äuöbrud P(tto+^^ ^0+/*) ©lieber enthalt/ in weiden bfe€o- 
finuffe blof in ber erflen :Dtmenfton fiel^en. So faOen alfo btefe ©lie« 
ber au$ bem genannten ?iu^brucFe töon felbfi weg/ unb ba bieß bnrc( 
baö 93erf4)winben aller ©rößen S^^ S^/ S, , • • S« nic^t m6glt(^ 
iji/ fo muß So=5 fepu/ worauf fogleic^ i^(uo/ v«) = folgt. 

Sd gibt alfo reeHeSSBert^efur u unb V/ ndmli^ usuo/ yc^sto/ 

für welche F(u/ v)/ folglich auc^/(u4-T\/^) terfc^winbet; b. ^. 
ber@Ieic^ung/(x)=3o wtrbbnrd[> xc=Uo + Vo^— *^®^nugegelei|let. 
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Über t)te linia^l ber SBurjelu einer ®letd;ttng 
m|t einer unbekannten ®ro$e» 




ir ^aben in ber Dor^erge^enben 93orIefung bemiefen/ baf 
jeber ©fcic^ung 

/(x) = AoX« + A,x»-» + A;iX«— +...+ Am--,x + A« = o, 

in welcher bie Soefftctenten A«/ Aj/ A^ . . . A« btegorm p+q\/ — i 
^aben/ tvobet p^ q reelle ©rcpen bebeuteri/ trenigflena eine an biefelbe 
%Qxm gebunbene SBurjel eiitfpric^t. 

(gd fep w biefe SBurjel/ fo ijl bad ^cl9nom/(x) burc^ x— -ir 
o^ne 9tejl t^eilbar. 

:Denn bioibirte man btefed ^i^Ipnom burc^ x — w nac^ben aua 
Ux 'ütit^metit befannten Siegeln/ fo fdme man enblic^ auf einen bie 
Qroße X nic^^t me^c ent^altenben £Kc(l B. Gö fep/j (x) Ut ungehörige 
üuotient/ wel^^er not^iven'big ein ^alpnom uom (m — i)^<n ©robe 
iil/ fo bepelzt bie (Slei^ung 

/(x)=:(x-^)/,(i) + R. 

Siefe ®Ieic|)ung gilt fdr jeben SSBert^ t>on x, bcnn (x — w)/j (t)4^R 
iil dne bloße Sranöformation ber5unction/(x); folglid) gilt jre auc^^ 
wenn man x=:w fef t. 2tber bann oerfc^wiubet ia^ g>robuct (x — w)/i (x), 
ba^er l^at man 

/(w) = Ri 

ttnbbaweine.aBurieIber®Ieic^ung/(x)=3o fepnfoD/ alfo/(w>=o tjl: 

R =s 0/ 

U)a6 (tt beweifen war. 

Z)ie fo eben angefiellte S3etraci[>tung gibt und bie 9$efc^afirn|^ett 
be$9te{led R felbfl in bem S^^Ue ju erfenneu/ wenn w feine fEBurjel 
ber ©leidi^ung f (x) = o ift. X>a uimli^ R von x nidSit ab^dngt/ ed 
olfo ^inreidS)t R blop für einen SBert^ i>on x ju (ennen / unb bie ^ub« 
Ritution xt=aw auf bie ®Ieid)ung/(w)=R fii^rt/ fo tjl R jebe«mal 
ber ®ert^, welchen baö bur^ x — w ju bioibtrenbeg>ol9nom/(x) an« 
nimmt f wenn man in bemfelben x=aw fe^t. 
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Xie^ jetgt [läf auif , wenn tnon bie S)totfton be6 ^olpnosnd 

/(x) = AoX» + A,x«-» + A4 X»-« + .... + Am-.. x + A. 

burd[l bad 93inom x — w tt)trfltd^ oerctc^tet/ wöbet tnan noc^ indtefon« 
bere baö 93tlbungdgefe( bed Cluotienten fennen lernt. 

, . Sd wirb ntf^t uniwecfmj^tg fepn / bte Stec^nung bei biefer ©efe* 
gen^ett mit bem allgemeineren Stmfor 

9 (x) ÄS 80 X» — El X"—* — a, X»-» — . . • • — a«^! x — a. 

burc^gufü^ren/ in welchem bie auf bad erfle ®Iieb folgenben Soefficten-- 
ten ba6 Seid^en — blo^ befwegen erhalten j^aben / um ben ® (iebetn 
bed Ouotienten eine gefälligere ^^tvx ju ert^eilen* 

S^ei(t man bad erße ©lieb be$ Z>it)ibenbd burd^ bad erfle ©lieb 

A 

bed :Diocford , fo er^&It man ben erflen ^artialquottenten -^ x"-*. 

a© 

&t%i man benfelben =QoX°'^''/ nnb multiplicirt man bamtt imtA^ 
t)ifor / um bad ^robuct fobann 00m 2)ioibenb \/x fubtra^ireu/ fo ergibt 
fid^ bet 

«(Qoai+Ai)x«-«+(Qoa»+A2)x— •+(Qoa3+A3)x«-3+..«. 
2>tefer bietet und/ abermal bur^ bad 2(nfang6glieb bed £)ioiford gc- 

CO a -4-A ^ 

t^eilt/ ben jweiten g>artiaIquotienten ii2-Lii.ü x»-»-« bat/ wel« 

a 4-A 

4ier/ wenn man ^"^ '^ * = Qt fe^t/ ben 

a© 
aten giejl = (Q,a. + Qoai+A,) x-^-^ + (Qia.+Qoa^+Aa) x— • + zc 

erjeugt. 

Zm man »iebet ^'^^ + ^0^--+^^ = q, fe^n, fo wirb bec 

britte g>artiaIquotient e= Q^x«-»-«, unb ber 

3tejRejl = (Q.a, + Q,a, + Qoa, + A3)x™-3+ .' 

Sad ©efe^/ nac^ welchem biefe 0))eration fortfc^reitet/ t|l nun 
Ietd()t wa^rjune^men, :Denrt man ft^ ben duotienten bid ju bem ©liebe 
entwtrfelt/ wel^^ed x«-»-' aldgactor enthält/ unb bejelc^net man 
ben jäge^origen 9teji burc^ Br/ unter weld^er ^oraudfe^ung a(fo 



^ a Qox«^» + Q,x— — ' + Q,x— «-» + Q, 



xw— « — 3 






US' 

I 

ifl, fo ^^t man jar »erec^nung ton Q./ Q,/ Q», Q, .. .-, Q, nn^ 

Rr folgcnbe gorraeln : 

A » 

O — ** 



V* ^' :: ^ 



»0 



n ^ Qoai + Qi a» + 9o 83 + A, 

t 

Br = (Qr a j + Qr-i a^ + Q^, 83 + . . . + Qo af ^ I + A^:^ ,)x»-'-« 
+ (Qr a» + Q_, 83 + Q,_, a^ + . • . + Qo ar.f ■ + A,^ ,)x«— ^» 

+ (Qr 83 + Q,_ . 84 + Qr-. 85 + . . . + (^0 ar 4- 3 + Ar ^ 3)x"-^-« 

tDobeiman bte ©lieber be$ SRef!e$ B, fo lange fortfe^en tnu^/ aB ber 
Sioibenb unb ber £)tmfor tiod) 93eflanbt^eite baju liefern. 

Za l^ier jebea ®Iieb Q, bed Ouottenten au{$ ben uorj^erge^enben 

OKefcern bejfelben Qr-i^ Qr-t/ Qr-3 berechnet ivirb, fo fagt 

mon^ biefe ©lieber büben eine recurrtrenbeSiei^e. !Sie ju bie^ 
fer 95erecf)nung ^ ben obigen gormeln gemdp/ nSt^tgen SRuUipHcatoren 

«t ^2 a, Ot an— i an 

— /' — / —•/♦•♦ — f • * * " / ^— 

a© a© Bo a© Op a© 

werben gen)6^nIidSl bieSRelattonöfcale ber recurrirenben Steige ge* 
nonnt. ?4ßt ficf)/(x) burc^ f(x) nid)t genau bii?ibiren/ fo fann ber 
Quotient nad) S&elieben fortgefe^t merben / unb entj^dU jule^t ©lieber/ 
in t^elc^en ^otenjen von x mit negativen {leigenben Sjrponenten erfc^ei« 
nem ©e^t man über ba$ ©lieb/ mld)e^ mit x-» oerbunben tfl/ ^in- 
<^ud / fo reicht bte 9teIation6fcaIe jur (Berechnung ber foTgenben ©He- 
ber be6 Quotienten aQein ^in / o^ne ben iSioibenb loeiter berucffic^tt' 
itn (u burferi. 

Sie obigen S^rmeln fe^en una aud^ in ben ®tanb/ ben Stoibenb 
unb ben Stoifor eined vorgelegten Quotienten anzugeben ^ wenn fo 
He(e ber 2(nfangdglieber bed (entern / ala ber 3)iotbenb ©lieber ^at^ 
fammt ber 9?elation«fcaIe befannt (inb. 

Um nun ju bem ©egenflanbe unferer SJorlefung iurücfjufc^ren/ 
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fei^ ao c=s 1 ^ a« GS W/ 82 s= a, =s u^ e=: a» s=s o^ n = 1 , 

olfo f (x) = X — w/ fo ergibt ftd) 

Q3 c= Ao w* + A, w* 4- AjW 4- A3 u. f» w.; unb wenn man bte 
^tDtfion fo lange fortfe^t/ biö im Quotienten ein oon x freiea (SIteb 
erfc^eint/ we^em bad Seichen 9»-i at"-" = Qm-i entfpric^t, wobei 

i|i: ber jngel^Srige 9tefi 

B»-, SB AoW«+ AjW"-> + AjW«-T» +.... + Am-,W + Am, 

b. ^ B,a^» =/(w) / wie wir bereite oben gefaßt ^aben. 

3jl alfo w eine tiBur jel ber (Sleic^ung /(x) = o , fo ^aben wir 

X W - ' 

s=s AoX"-« + (AoW + Aj) X"-* + (Ao w* + A,w +'A,) x— 3 

+ (AoW» + A, w* + A,w + A3) x«- 4 + 

+AoW«-' + A,w»~«-f-AiW"»-3 + . ..4. A„«,w4-A«-.. 

©inb bie Eoefficienten Ao/ A^, A^, A3 • ... Am ber ©lei^ 
^ung /(x)c=o nebfi ber^urjel Wj uhter ber oben erwähnten gorni 
p4-q>/ — » entsaften/ fo ^öben^iiic^/ wie man kiä)t fie^t/ bie Soef- 

ffcienten be« Quotienten - -^ =/i W biefelbe gorm. ga entfpric^t 

X— Wj 

j^a^er ber ©leic^ung /i(x)=o ebenfalia wenigfiend eine iSBuriel w. 
Don berfelben So^^m. 9}?an wirb nun^wieber/i (x) bur4) x — w^ o^ne 

Stefl t^eilen unb auf ben üuotienten '^^^^ =/i (x), welcl)er ein ^os 

Ipnom Dorn (m — a)««»» ®rabe i(l/ benfelben @^Iuß anwenben fönnem 
gä^rt man auf biefem Sege fort^ fo erl^dlt man 



A^=/3(x), ^^ =/,(x) u. f. 



Wj X--W4 



W.f 



wobei W3 / W4 u. f. w. bte notj^wenbig oor^anbenen Surjeln ber ©letd^un- 
8en/i(x)=o,/3(x)==o u.f. w. aMjeigen. Sa jebe folgenbe biefer 
@(eid)ungen umeinen ®rab niebriger i{}f aU bie oor^erge^enbe/ fo fommt 
man jule^t auf eine ®(ei(||ung' 00m erflen ®rabe/ nämlid^/a,^i (^)^=iO. 

Z)iefe ^at ofenbar bte %otm AoX— K=o, unb gibt x= ^« @e^n 
K ^^ 

wir -. ■= Wm/ fo Wirb/m-i(x) = A.(x — Wm). 

Sflun ffl ben obigen ®c^Iüffen gem4p : . 



, ./ . 



I 
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/(x)a(x^wO/.(x)> 

/i(x)«*(x~wO/,(x)f 
/.(x) « (X— w,)y,(x), 

/3(X)«(X-W4)/4(X), 
/(X)=5 Ao(x— W,)(X— Wa)(x— WaXx— W4) • . . . (X— Wm-.)(X~W„ ). 

£ufe ©(etd^ung tfi/ wie aua t|^rem Ucfprunge er^eOct/ eine tben- 
tifcfte/ ba baeg>robuct Ao(x— w,)(x— Wa)....(x— w«) nad) oer* 
rt4lteter 9}{uUt)»Iication aUet etnicinen goctoren in /(x) übergeben 
mu$ 'y fte befielt Umna^ für jeben SSJert^ ren x. ®e^t man in berfet« 
Un obtyed^felnb 

fo ffnbet man 

ed^at alfo bie ®(ei4iung/(x)=o außer ber bereite oben voraudge' 
festen SBurjel w^ jlet« uod) m — i anbere: w», Wj/ W4, • • . 
w»../ w„/ woraud ^ervorge^t; ta^ im ?(Ogemeinen ieber an bie oben 
angegebene gform gebunbenen ®Ieid[)ung 00m m*^®taie, m Surjeln 
ge^6ren/ unb baß ber erfle S^ei( berfelben bad^robuct bed Soefftcient 
Un ber $6d^f)en ^otenj ber unbefannten ©röße mit m gactoren i{}/ 
welche man er^4U / wenn man jebe biefer fSBurjeln ^fon bem deichen 
ber unbefannten ©rdße fiibtra^irt. 

Sine ©leic^ung mit einer ttnbeFannten ®r(ße 00m m^^» ®rabe 
Idßt ober audj^ nic^t me^r aU m SBurjeln gu* 2)enn ed fep /(x) s o 
biefe ©leid^ung / unb w^ / Ws / w, . « • w» fepen bie m SBurgeht/ 
loelclfe i^r im 2(agemeinen not^menbig {uFornmen / fo ift 

/(x) = Ao(x— wO(x-^wO(x— W3) • • ^ (x— w«)/ 

loobet Ao ben Soefftcienten ber ^o^flen ^otenj oon z tni 9ol9nome 
/(x) anjeigL SBdre nun nod^i eine oon w^ / w^ ^ Wg • « • w» oer« 
fc^tebeitfe SBurjel ber ®Iei(^ttng/(x)=:o mSglic^/ fo müßte/ wenn ▼ 
biefe SSBuTjel oorf!eDt//(x) bur^r x— ▼ v^ne Meß get^etft »erben f$tt# 
Ken / nnb i9 wAttf wtnn mM 

X— V ' 

Uih <h4 /(x) =: (x — v) f (x) j 
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folglich f^efMnbe bie tbentifc^e ©ktc^uns 

(x — v) ^(x) S=3 Ao(x— -Wi) (x— WaXx-^Ws) .,, . (x— w.), 

welche ^ wenn man xsy fe9n Idflt> 

o 5=3 Ao (v— wO(v— Wa)(v— W3) . ♦ . (y— w«) 

gäbe: eine ungereimte Folgerung/ ia etn ^robuct/ in ivelc^em bec 
Sactor 9?uD ntc^t i^orfommt f nie t>erfd[iwinbet« 

Sine ©leic^ung Dorn mt«» ©rabe/ /(x;)« o / fann in (efonberen 
Sdllen tt^enigcr ata m SBurjeln julaffen/ wenn ndmlid^ einige ber oben 
erwd^riten ©ropen Wi / w^ / W3 • « • • w» eihanber gleich finb* Um 
jeboc^ bie ?InaIogie mit ber allgemeinen $8efc{)aff^n|^eit ber ©(eic^nitgen 
Ibeigube^alten / fagt man/ ber ®Ieic^ung/(x)=so entff^re^^n in biV 
fen befonberen ^aUtn wieberj^olte ober gletd^e SBurjeTn/ m^ 
auc^ mit ber SBilbung bea ^olpnoroa /(x) aM feinen etnfad^ien Socio» 
ren gut tübereinflimmt 



» 



* 
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0' . ■ 



5Sier urtb swansfäfte 'iBoricfung. / 

• 

UJer bieJHJurjclnber {glcid^angeit/ beren @offfi» 
cienten f^miintlic^ reelle ®rofett finb. 



j» 



. . • tf • 



rfc^einen in einer .geordneten ©leic^ung mit einer un^f i^nn^ 
ten ®r6ße x 

(i) AoX*-^- A,x*-^» + '*i*"^ +••... A««.tX 4- AmÄSO 

Mog reeOe Soefftcienten > fo fann man von bei^2(n)i^ef^n]^eit< ettfer im«- 

dtnAren SBiirieIp-f>q\/i^; in'meld^r p> iq reeDe ©rifen finb/ je« 
berjeit auf bae SSor^anbenfepn einer {weiten imagfndNo ^rjel 

p — qV--^ fc^iepen/ meiere ftdl^ von ber erften b(e$ bur^ ba6 3^i' 

d^en bed tmagindren gactvr^ V---^ unterfc^eibet« Senn fe^t man in 
ber obigen ©leic^ung 

ober/ wenn man R sä Vp* + q* / cos.d s= g/ ei/i.fi » ^ fepn 

Wf t / X s= R (cos. B + V^ im. fl) / fo ftnbet man 

(a) AoR^coi.mO-j-AjR"^» cof (m— i)ö+ AaR"*-»cof.(m— a)fl+... 

• , . -|- AiiH>.i R CO*. 6 -|- Am 
+>/^[AoR"efn.mfl4-AjR«-»«n.(m-i)fl+AjR---*5m.(m--2)a4-.^ 

• • • *|- Am—i R tin. 0J ^ o« 

Xa bie ^olpnome Ao R* cos. inö+ A» R»-» co*. (m — i) 8+ ^^^ 

unb Ao R" sin. mö -j- Ai R"-' «m. (m — Ö + tci 
reelle ©ro^en finb / fo fann tiefe ®(etd)ung nur in fo fern befielen/ 
al6 jebe6 biefer ^olpnome für fi^l aUein oerfd^winbet ; benn eine reeOe 
©ro^e fann oon einer imagindren ©riße nic^t aufgehoben werben. 
3(ber burc^ bie ©ubjlitution x «= p — q \/— i ober 

X s=i R(co«.6 — V^~"* «m.8) 

ge^t ber erfie S^eif ber ©leic^ung (i) in 

Ao R" cos. mtf-f" A| R"»— * co5.(m — i) ö + A^ R»— • co«.(m — a) 8-{-, . 4 

• • • -|- Ao^i R C0#« «^ Am 

— \/~i [AoR« *w.mfl+A|R'»--»em.(m-i)9+AjiR»--»«ii.(m--a)0+.M 

. • . + Am_» R «n. fl] 
über/ folglich oerfd^minbet berfelbe ebenfalls / b. ^. e6 tft auc^ 
p — qV— » ^'"^ SBurjel biefer ©leid^ung. 
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(Beriten Umnaif einer ©fel^nng mit einet nnbefantiteii (St^f 
imn Soefftctenten i&mmtlidi reeO finb/ imagtn^re fßntitln, fo finb 
^tefelben not^menbtg tn ^etaber ^fnja^I Dor^anben. .^teraud folgt/ baf 
lebe foldg^e ®Ui^nnQ üon einer ungeraben Orbnung wenigflen^ ettt^ 
reeOe SBut^el befi^i unb baß bte 2(nia^rber reeOen fßurieln einer 
®(et(^ung 9on nngeraber Orbnnng immer nngerabe/ nnb bei einer 
©letc^ung oon geraber Orbnun^ immer gerabe ifi. 

^an erl^dlt bad Ie|te von z freie ©lieb A„ einer ©teic^ung 

li>enn m^n in bem erflen ^eile berfelben xeso feftt* 

Sft ifl aber/ menn ir|/ w^i Ws/ . . • « Vm bie SßttTieln btefec 
^leic^ung finb^ au4 

f(^\^ Ao(x — Wi)(x— wO(x — 5^3) . . • • (x-T-w«)/ 

ft^Igltf^ ^9t man/ menn man ^ucfi $ier x)t=so feyn Mfts 

Am ~ Aa X — ^1 X — w» X — W3 X . . . X — w« = 

SS v"^ ? }** Ap Wj yt% Wj • • • Wpi / 

b. ^. bad le^fe ©lieb jeber geotbn^ten ©leid^ung ifi ba« ^robnct and 
^em Soefftctenten be« irßen ©liebea unb ben mit entgegengefeiten Sei* 
^en genommenfp SBiirj^ln. 

^an fann immer annehmen/ bad l^^c^fle ©lieb ber ©(eic^ung 
/(x)as0 ffif mit einem pQfitmn Soefftctenten verfemen* Z)enn ftnbet 
tat ©egent^etl ^Ztatt, fo teidfi eine bloße ^nberung ber Seid^en aDer 
©lieber ^ing biefe Sorm ^erbeijufü^ren. kommen nun in ber ©(eid^ung 
/(x)=:o bloß reeUe Soefftciei^ten oor/ fo wirb bad Seichen t^redCnb- 
gliebed , pa je jn^ei {ufammengel^örige ber aOenfaDd oor^anbenen ima« 

gindren 583ur^eln/ wie p + qV^^^/ p — qV — 1 tin pofitioed g>ro« 
buct p^ -f* q^ geben / bloß burc^ bie Sfnja^I ber reeOen )}ofItioen fGBnrf 
jeln bejlimmt; biefed Seichen i{l namlic^ 4* ober — / ie nac^bem bie 
genannte 2(nja^rgerabe ober ungerabe ifl. 

2(uf biefe 93emerfungen geflutt/ gelangt man fogleic^ ju ber SoI« 
gerung / baß einer ©leic^uug oon ungeraber Orbnung ber ber oben 
ooraudgefe^ten ^orm not^ipenbig eine reelle SBurjel gebort/ beren3ei- 
ctyen jenem iet uon ber unbefannten ©coße freien (Suchet entgegenge« 
fe^t ifi; ha$ eine ©(eic^ung oon geraber Orbnung mit einem negatioen 
gnbgliebe not^wenbig jtoei reelle ,SBurje(n beftßt/ eine pofttioe nnb 
^ne negatioe > unb baß ber gdnjlidlie SRangel reeller SGBurieln nur in 



ist 

betn SaDe Statt ffnbeii fanii/ wenn bte ©lei^ttn^ von geraber Orb« 
tiang/ unb t^r Ie^te6 (Stieb pofttio tf!. 

®tnb p+q\/^-T/ P — q\/— 1 jwet infammenge^drige im(U 
gtndre Sßurieln ber ®Ieic^ttrfg/(x)=o/ fo t{l/(x) burc^ baaf^robuct 

[x_(p+qv/=r)][x— (p-qv/^)] = (x — p)» + q^ 

CSX*— «px-^p*-|-q^ 

o^ne 9teß t^tilhau 2)a nun btefed ^robuct eine reeOe Sorm $at/ fo 
fann man an^ ben 0a^ auafprec^en / bap jebe reeOe ganje unb ratio« 
naie Function einer oerdnberlic^en ©roße fletd in reeQe Sactoren bed 
erflcn ober boc^ be6 jmeiten ^rabeö auflösbar ift. 

3n einem bonjidnbigen geordneten Polynome oon ber gorni 

/(x) = AoX">4- A,x"-« 4- AjiX«-*-|-, . . 4--A»-iX + A« 
mit terOen Soeffictenten / tilhtn gleiche 3^i(^<n je {Weier Sld^barglter 
ber eine fogehannte 3^i(4enfoIge/ ungIet4e4BeidSfeB aber eine 3 e iß 
^enabmec^alung; 3eic^en))a4re/ba0 ifl Solgen nnb3(bme4d« 
Innren {ufammengenommen ; jtnb um eine9 weniger oor^anben alit 
©lieber ober S^id^en ; folglich eben fo oiele / ald ber ^oc^fie Sjrponent 
m (Einheiten enthalt. 

SQBirb bad^ol9nom/(x) mit einem Kinome x— w, beffenSIie* 
ber burc^ — oerbunben ftnb/ unb in 'weld^em w/ an fic^ betrad^tet/ 
eine pofitm reeOe ©rope uorileOt/ multi))licirt / fo enthält ba(($roa 
buct (x — iv)/(x) nac^. gehöriger Stebuctton feiner ©lieber ntc^t mej^r 
Seic^enfolgen / aU ber gacfcr /(x). 

9)?an ftnbet ndmlic^ ben Soefftcienten jebed/ an einer beflimmten 
©teile be{Tnblici)eu ©Itebea im ^robuete (x — w)/(x)/ ivenn man int 
Sactor/(x) oon bem (Soefftcienten U6 an berfelben ©teile ße^enben 
©Itebeö ben Soefficienten bed unmittelbar oorange^enben ©liebet mit 
!Kücfftc^t auf bie 3eic^en beiber^ alfo im algebraifd)en €)inne/ fubtra« 
^itt. ^aben nun beibe Soefficienten in/(x) oerfc^iebene Seichen ^ fo 
ifi bad 3ei(^en i^rer 2)iffereni ooQig befiimmt / e9 ifl ndmlic^ ba« 3ei« 
c^en be6 9)?inuenbd. 83efi^en aber bie genannten Soef icienten einerlei 
3ei(^en / fo i|! bad 3eicl)en i^rcr :Diffcreni / fo lange man i^nen feine 
fpecietlen numerifd^^en SBert^e unterlegt/ unbejiimmt. ^teraud et^tU 
let / bag jebe 3eid^enabwec^alung bea Sactora / (x) im ^robucte 
(x — w)/(x) ein beilimmted/ jebe Seic^enfolge ein unbeflimmtea 3ei^ 
4|en bebiugt/ unb ia^ im ^robuctc luimittelbar aufeinanber folgenbe 
bejitmmte 3eic^eu flcta 3eic^euabtt>ed[)a[uugen bartlellen, alfo bie ba« 
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Tne ®tSfen B|, B^/ B, . . . B„* tinrnn ntd^t fSmmtltc^ t=o 

fepn, tpeil fonjl /(uo+VoV — i +§) für jeben SBert^ Don | fic^ öuf 
bie beflanbige ©roße B« rebuctrte/ aIfo/(x) felbjl für jebed x benfei« 
ben SBertj^ erhielte / ivad ungereimt tfl. 6d ftnb ba|^er oud^ ntc^t oDe 
@roßen S«/ S«/ S3 . • • S„ ber giuDe gletc^. 92ennen mir S» bte 
erfle ntc^t t^erfc^wfnbenbe berfelben / fo ^aben toit 

4. [Sn p» CO*, (ßn + nÖ) + tC.]* 

+ [Sn pn sin. (/3a + nÖ) + ;cJS 

Saffen mir ^ter p unenblid^ abnebmen; moburc^ aucf; % unb /a un^ 
enbli^ flein werben/ fo erhalt bie @umme aller im gleiten Steile bie^ 
fer (Sletc^ung auf F(u^f Yq) folgenben ©lieber bad 3eicf)en be$ ©lie« 
bed 2 So Sn p" CO*, (ßo — ßa — n 6), xoeit in biefem bie ©roge p in ber 
niebrtgflen ^oteng erfc^eint. 2(ber ber nnbeftimmte 93ogen fann / ber 
unenblic^en 2(bna^me Don p unbefdS)abet/ fietd fo gemd^It merben^ baf 
80 Sn COS. (ßo — ßn — ne) negatio auöfdllt , ba^er wirb bei beni un« 
enblic^en 2(bne^men oon ^i unb /i jule^t 

:&iefe SoTgerung wiberf)»ric^t ber 93orau$fe^ung / baß -^(uo/ t«) 
ber fleinjle SBert^ tji/ wetd^en jP(u/ t) anjune^men vermag/ fo fange 
ber 2(u6brucf -F(uo+^/ Vo+yt*) ©lieber enteilt/ in »eichen bie So* 
ftnuffe blof in ber erfien 2)imenfion fielen. Sa faQen alfo biefe ®(ie« 
ber aud Um genannten 3(uabrucfe oon felbfl loeg/ unb ba bieg butd^ 
^aa 93erf4)toinben aller ©rogen S,/ Sj/ S3 • . . Sn, nic^t möglich 
ijl/ fo muß So=:o fepu/ »oraua fogleit^ F(uof Vo) = folgt. 

6ö gibt alfo reelle SBert^e für u unb t/ ndmli^ u=^iio/ vc^Vo/ 

für welche F(u/ v)/ folglich aud^/(u4-r\/ — i) Derfc^winbet 5 b. ^. 
ber©Ieic^ung/(x)=3o wirbburc^ xc=:uo+Vo\/^©enugegeIeipet* 
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, 2)rei unb swansiöjlc ^Sorlefüng. 

Über bie Tfnja^I ber SEBurjelu einer ©Ieid;iin3 
xci\i einer unbefannten ©ro^e« 




4'r l^af^en in ber )>orl^erge^enben ^orlefung (emiefen/ baf 
jeber ©Ictc^ung 

/(x) = Ao X" + Aj X»-» + A»x«— +. . .+ Am-, X + An, = 0, 

th »el^er ble Soefficienten A^/ Aj/ A^ . • . Am btegorm p+qV — i 
^aben/ wobei p^ q reelle ©ro^en bebeuten/ ttrenigflend eine an biefelbe 
Sornt gebunbene SBurjel eiitfpnc^t. 

Cd fep w biefe SBurjel/ fo tjl bod ^ol9nom/(x) burc^ x— > 
o^ne Steji t^eilbar. 

:Denn btoibirte man biefeö ^(^Ipnom burcb x — w nad^ben aud 
ber ?(rit^metif befannten Stegein/ fo fdnie man enbltcb auf einen bie 
®r6ße X nicbt me^r ent^altenben JHcfi B. gd fep/, (x) ber «uge^örige 
£luottent/ n>e(cf)er not^wen^ig ein ^ofpnom t?om (m — i)^«" ©rabe 
i(l/ fo befielt bie (Slei^ung 

/(x)=3(x-^)/,(i) + R. 

Siefe ©leicbung gilt filr jeben SBBerf^ ooh x, fcenn (x — ^w)/, (x)-j-R 
ifl eine bloße Sranöformation berguhction/(x); foIgKcb gilt fie auc^^ 
wenn man x=w fef t. 2(ber bann uerfd[)winbet öaö gJrobuct (x — ^w)/» (x), 
ba^er \i(xi man 

/(w)=R5 

unbbaweine,2BurieIber®Ieic^ung/(x)=3o fepnfoll/ alfo/(w>=o tjl: 

R = o, 
n)a0 jtt bemeifen war. 

Z)ie fo eben angejiente 33etrac^tung gibt una bie 95efcbaffen^eit 
bed 9te(lea R felbjl in bem S^^lle ju erfennen/ wenn w feine SBurjel 
ber ®Iei(^ung /(x) = o ifl. Z)a ndmlid^ R t^on x nic^t abbdngt^ ed 
alfo ^inreicbt R bloß für einen SBert^ t^on x ju fennen / unb bie ©üb« 
Pitution xtsaw auf bte ®Ieicbung/(w)=R fu^rt/ fo ijl R jebeömal 
ber ^ertl^/ welchen baö burcb x — w ju btoibirenbe9>ol9nom/(x) m* 
nimmt/ wenn man \xi bemfelben x=3w fe^t. 
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X>ief geigt ft(^ oud^ ^ mnn man bte 2)it»t(ion M ^ol9noind 

/(x) = AoX«4-A,x»-« + A»x«— + + Am-.x + A« 

bur^ bad SSinom x — w ivirflicli oerrtc^tet/ mobet man noc^ tnaberon« 
bere bad SBilbungdgefe^ bed Ouottenten hnnen lernt. 

. . Sd wirb ntf^t uni^ecFmd^tg fepn / bte Stec^nung bet biefer ©ele« 
genl^ett mit bem aügemetneren Stotfor 

burcliinfu^ren/ in welchem bte auf ba6 erfle (Blieb folgenben Soefficien' 
ten baa Seid^en — bloß be^n^egen erhalten ^aben , um ben ©liebern 
bed Ouotienten eine gefälligere Sorm ju ert^eilen. 

S^eilt man baa erfie ®Iieb be$ !Dioibenbd bur^ bad erße ©lieb 

bedS)imford/ fo er^dlt man ben erflen ^artialquotienten -?x"— . 

0e(t man benfelben =QoX"-»/ unb multiplicirt man bamit ben^t' 
m\ot, um baa ^^robuct fobann üom Z)ioibenb {it fubtra^ireu/ fo ergibt 

^ (Qoa»+A,)x»-«+(Qoa,+A,)x— •+(Qoa8+A3)x«-3+. •«:. 
2>iefer bietet un9/ abermal bur^ baa 2(nfang6glieb bea S>ii>ifora ge« 

t^eilt/ ben jweiten gJartialquotienten li£iL±— li x»-»-« bar/ »efc 

a© 

i^er/ wenn manSiÜ— £ =0, fe^t/ ben 

a© 

24ft mon »übet <?'''' + Q«»"-+^« =, q, f«nn, fo »itb b« 

britte 9>artiaIquotient e= Q^x«-»-», unb ber 
3^^ Ken =» (Q,a, + Q, a, + Qoa, + A3)x«-3 + ,' 

X>a^ ©efe^/ nacl^ weld^em biefe O])eration fortfc^reitet/ tfl nun 
lei^t wa^rgune^men* X>cntt man ft^^ ben Quotienten bia gu bem ©liebe 
entwfcfelt/ »eldS^ea x«-"-' alagactor enthält / unb bejeic^net man 
ben güge^drigen 9tefl bur^ Br/ urtter wtliftt 93orauafe^ung alfo 

£g S3 Qox— » + Q, X——V + Q^x— — + Q3X«-— 3 



?.W 
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ift/ fo M w«» h^^ »erec^nung »on Q,/ Q», Q», Q, .. .% Q, mi^ 

* j; / 

8^ 



V' — — — — — 



, 



+ (Qr aa + Q,_, 84 + Qr-« 85 + . . . + Qo ar H- 3 + Ar ^ s)»"*-»-» 

ioo(d man bie ©lieber be$ Stefted B» fo lange fortfc^en muß / aU ber 
StPtbenb unb ber 2)ivtTor noc^ ^t\tmttf)eiic bajii (tefern. 

^a ^ter iebed ®Iteb Q, bed Quotienten aua ben uorj^erge^enben 

(SKebern beffelben Q,«,, Qr-. / Qr-3 berechnet ivirb, fo fagt 

mon / biefe ©lieber bilben eine r e c u r r t r e n b e 9i e i ^ e. 2)ie {u bie« 
fer $ßered[)nung^ ben obigen gormetn gemäß/ not^tgen S!}?uIrip(tcatoreit 

81 02 83 Qx An— I Bn 

— / — / — /••« — /.♦. ■ ^ — 

80 8^ 80 80 &Q Aq 

werben gewd^nltc^ bieStelattondfcale ber recurrirenben Steige ge« 
nannt. S4ßt ftd)/(x) burc^ 9>(x) nic^t genau biotbireu/ fo fann ber 
Cluottent nad) belieben fortgefe^t tverbeu/ unb enthalt jule^t ©lieber/ 
in n)elc^en ^otenjen oon x mit negatioen fleigenben Sjr))onenten erfc^ei« 
nen. ©e^t man über ^a^ ©lieb/ weld^e^ mit x-» Derbunben tfl/ ^in:- 
aud / fo reicht bte 9teIation6fcaIe jur 93erec^nung ber foTgenben ©He- 
ber bed Cluottenfen aUein $in / o^ne ben IDioibenb n^etfer berucffidjitt« 
gen ju bdrfen. 

Xie obigen %oxme\n fe^en und aui) tn ben @tanb/ ben ^Dtotbenb 
unb ben !&totfor etned vorgelegten Quotienten anzugeben/ wenn fo 
mele ber 2(nfangdglieber bed le^teru/ ald ber Z)iotbenb ©lieber ^att 
fammt ber Stelationdfcale befannt (inb. 

Um nun ju bem ©egenflanbe unferer 93or(efung {urüdPjufe^ren/ 
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fei^ So CSS 1/ a» es w^ a^ es a, = 2C. e= a. :=0/ n ^ i , 
olfo 9(x) = X — w, fo ergibt fid) 

Q3 = Ao w« + A, w* 4- AjW + A3 u. f. w.; unb »enn man bie 
^Dtoifton fo lange fortfe^t/ biö tm CiiiotienUn ein tion x freiem ®Iieb 
erfcfeeint, welchem baa Seichen Oa«-iX""-"=Qm-.i entfpric^t, wobei 

ifl: ber jnge^Srige 9te{i 

B«i^4 e=s AoW"+ AjW"»-> + AaW»"T» +•••• + Am-, w + A«, 

b. ^ B»., c=s/(w)/ wie wtrbereitd oben gefagt ^aben. 

3jl alfo w eine SBurjel ber ®Iei^ung/(x)s=o/ fo ^aben wir 

2= AoX"-« + (AoW + A,) x™-* + (AoW* + AjW +'A,) x— » 
+ (Ao w» 4- Ai w* 4- Aa w + Ag) x"»-* 4, 

@tnb bie Soefficienten Ao/ A,, A^, A3 • . , . A„ ber ©lei* 
^ung/(x)s=o nebjl ber^urjel Wj ufiter ber oben erwähnten gorm 
p4-q^ — t entsaften/ fo ^abenauc!)/ wie man leicht fie^t, bie Socf= 

f(x) 

ffcienten be6 Quotienten -^ — ^ =/i (x) biefelbe gorm. gd entfpric^t 

ia^er ber ®Ieid[|ung /^ (x) = o ebenfalls wenigjlenö eine SBSurjel w» 
pon berfelben gorm. SRan wirb nun* wieber /i (x) bütdf x — w^ o^ne 

9le|l t^eilen unb auf ben Quotienten -^^ =/» (x), welcher ein ^o« 

Ipnom oora (m — 2)*«" (Srabe ifl/ benfelbcn (Schluß anwenben fönnen. 
gd^rt man auf biefem SBege fort/ fo erhalt man 

■ ^«/.«/ ^=/«(x)U. f. »., 

X Wj X W4 

wobei W3 / W4 u. f. w. bie not^wenbig oor^anbenen SBurjeln ber (Sletc^un- 
gen/i(x)s=:o,/,(x)=:o u.f. w. anieigen. 2)a jebe folgenbe biefee 
©leic^ungen um einen ©rabniebrigerifl/ alö bie oor^erge^enbe/ fo fommt 
manjule^t auf eine Sleic^ung' 00m erflen®rabe/ ndm(id^/„-iCx)=so. 

2)iefe ^at ofenbar bie gorm AoX— K=o/ unb gibt x=: ~. @e^it 

K "^^ 

xoit — «: w«/ fo wirb/«-. (x) = A.j(x— Wm). 

Sflun tfl ben obigen &<^(ujfen gew4p : . 



i 
< '>' 
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/(X)«(K-.W0/,(X)/ 

/,(x) = (x-w,)/s(x), 

/3(X)«(X~W4)/4(X), 

/«-^(t) s=5 (x— W«-.)/«-, (x) ; 

folglich f^atet) mir 

/(X)S=5 Ao(x— W,)(X— W0(X— W3)(X— W4) • . . . (x— w«-,)(x— w„ ). 

3)tefe ®(et(^un9 ifi/ tote and t^rem Ucfprunge er^eOet/ dne tten- 
tif4>«/ ba bad^robuct Ao(x— w,)(x — W2)....(x— w«) nac^ oer* 
rtdSiteter SERuhtpIication aU^r etnicinen Sactoren tn /(x) überge^eh 
tnug i fte befle^it bemnac^^ für j^ben SBert^ ron x« 0e^ man in berfel« 
ien aiwe^lfelnb 

fo finbet man 

t^^at olfo bie ®(etd^ung/(x)=:o außer ber bereite oben oor auöge« 
festen SBurjel w, jlet« noc^ m — i anbere: w^/ W3, W4, • • • 
w«-«/ w„, worauf ^eroorgej^t/ baf im ?(agemeinen jeber an bie oben 
anflegebene gorm gebundenen ©leic^ung 00m m^^n Orabe / m SEBurjelrt 
ge^6ren/ unb t>a$ ber erfle £^ei( berfelben ba$$robuct bea Soefftcien^ 
ttn ber l^&c^fien ^otenj ber unbefannten ©röße mit m gactoren ijl/ 
»el^e man er^4(t , wenn man jebe biefer SBur^eln oon bem deichen 
Uv unbefannten ®röpe fiibtra^irt. 

eine ©leic^ung mit einer unbefannten ®ti^e 00m m^^n @rabe 
Wßt aber auc^> ni*t me^r aW m SBurjeln ju. Denn e6 fep /(x)=o 
biefe ©leic^ung , unb w, / w» , W3 . . . w« feyen bie m SSBurjeln/ 
toelc^e i^r im 2(agemeinen not^menbig {urommen / fo ifl 

/(x) sa Ao(x— wO(x--wO(x— W3) . . ^ (x-^w«)/ 

wobei Ao ben Soefficienten ber ^6^jien ^Jotenj oon x im g>oIpnome 

/(x) anjeigL SEBdre nun nodj^ ein<^ oon w, / w» / Wj ; • . w» oer« 

I fc^ieberie Surjel ber ®IeJd^ung/(x)Äo mögli*/ fo thiJfte, wenn ▼ 

' biefe SBurjel oorfleUt//(x) bur^f x— t ojne »efl getjeift »erbe» »n^ 

ntn / nnb i9 mire/ wenn man 

X — V 

ffh», ftfi^ /(x) SS (x — t) tKx) j 
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tveld^e^ wenn man xsv fe9n Idßt> 

o s=3 Ao (v — Wi)(y— WjXv— W3) ."• . (y — w«) 

adbe: eine ungereimte Folgerung/ ba ein ^robuct/ in weld^em ber 
Sactor 9?uD ni^lt vorf ontmt / nie tetfdjwiribeU 

©ne ©leic^ung oom m««« ®rabe/ /(x)= o , fann in Befonberen 
^&ücn weniger ot6 m SBurjeln julaffen/ wenn^n&mlid) einige ber oben 
erw Junten ©ropen w^ / w^ / w, • « • • Wm eihanber ^Uid) finb. Um 
jeboc^ bie 2fnaIogie mit ber allgemeinen {8ef(^Aff^n]^eit ber ®(eidS^niigen 
Betiube^olten / fagtman/ ber ®Ieid)ung/(x)so entff^re^en in bie-^ 
fen befonberen SäDen toieber^olte ober glei^l^ SBurjeln/ \»a^ 
auc^ mit ber SSilbung bea ^olpnomd /(x) aM feinen einfachen ^acto* 
ren gut äbereinfitmmt. 
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"'[, : 55ier unt) swatisiafle '55ortefung. 

ÖBer bteJffiurjeln. ber <S){et(l^iingen/ beten @D«ffi» 
cieitteiifÄJiKntlic^ reelle ©reifen finb« 



rfdSieinen in ein^r georbneten ©btdSiung mit einer un^efann« 
ttn ©roße x 

(i) AoX*-4- AjX*-^> 4- AiX»-* +•. .. • A««.»x4-A,iÄso 
1>lof reelle Soefficienten/ fo fann man von ber 9nioe^n]^eit eitfer imo« 

Ötndfen tBBnr|el p+qyCIT, in-weldSier p> Jq reeDe'QroJen (Jnb/ je* 
berjett auf bad Sior^anbenfepn einer {weiten imagtndtren SHriel 

p-^q^IZr fd^liepen/ wel^ ^d) »on ber erflen blö^'burc^ ba^ 3«* 

4en bed imaginären Sactvrtf V^^ ünterfc^eibet. !Denn fe^t man in 
ber oHgen ©lei^ung 

Dber/ »enn man R ss Vp* + q* # «<>*•* =^ gf «»'»•^ «= ^ frP» 
Wßt / X s= R (CO«. + V'— * ^^'^^ Ö) / fo ftnbet man 

(a) ApR-coj.mfl-l-AjR»^» co» (m— i)e+A4R«-»cof»(m— «)fl4-... 

+V— *[AoR««n.mfl4-AiR»-'«n.(m-i)9+AaR"--»«w^ 

. . . + An—iR tm. ö] = o. 

Xa bie ^olpnome A« R» cos. mfl + A^ R"-» cos. (m — i) 6+ k. 

«nb AoR" «m.m0 + A4R«-»«/i,(m — i)e + lC. 
reelle ©ro^en ftnb / fo fann btefe ©(ei^ung nur in fo fern befielen/ 
ald )ebe6 btefer^olpnome für fic^ allein verfd^n^inbet ; benn eine reelle 
Qri^c fann oon einer imaginären ©rd^e nic^t aufgehoben »werben« 
^ber bur4> bie ®ub|iitution x c=: p — q v/^ ober 

X sa R (cos. 6 — V^— i sin. 9) 

ge^t ber ctftt S^eiT ber ©lei^^ung (i) in 

Ao R" co^.mÖ-f" -^1 R"*"* cos.{m — i) 9 + A^ R"»— » cos.(m — fl) 9+« •* 

• « • 4" A»->|R CO«. 9 4- Am 
— >/~i [AoR* «m.m9-[.AjR"»--»m.(m-i)9-f AaR"»--»Äin.(m-a)9+-. 

. • • + Ain_, R sin. 9] 
iiber^ folglich uerf^winbet berfelbe ebenfalls / b. ^. e6 ifl auc^ 
p — q\/^ eine SBurjel biefer ©leic^ung. 



®e^dren bemna<^ einer (Slei^nns mit einer unM^nnttn ®rSfr/ 
^eren Soefictenten fdmnttltc^ reeD finb/ tmaginjre fBnrielo/ fo fiiib 
Ptef^Iben not^toenbtg in ^eraber 2(nia|^( Dor^onben. ^ieraud folgt/ bap 
jebe fold^e ©Utc^ung ooti einer ungeraben Orbnung wenigflen^ etae 
reeOe SBurjel beft|t i unb baß bie Uni^^t ber reeOen SSBurseln einer 
®Uid)un3 von ungeraber Orbnung immer nngerabe/ unb bei einer 
®Iet(^iing oon gerober 0rbnun(| immer gerabe i||« 

fßtan erhält baa [e|te oon z freie ©Heb A» einer ©(et^nng 

ipenti m4n in bem erfieii X^eile berfelben zbo feftt* 

di ifi aber/ »enn Wf/ w^i w,/ • . • , wm bie SßtnrieCa btefec 

fi^\r^ Ao(x — W,)(X — W0(X — ^s) . . • • (Xr-W.)/ 

folglich M <nan/ menn man Auif ^ier xsso feyn Ußt: 

Ain » A« X — • W| >< ^ w^ X — Ws X • .-. X — lfm =3 

b. ^. bad le^fe ®(ieb i'eber georbneten ®Iei4|ttng ifi ba« ^robnct au$ 
|)em Soefftctenten be9 erflen ©Itebea unb ben mit entgegengefe|ten3ri« 
c^en genommenfp fSBurjeln« 

^att fann immer annej^men/ bad ^^c^fle ©lieb ber ©leic^ung 
/(z) 8s fe9 mit einem pofxtmn (Eoefftctenten oerfe^en. ^enn ftnber 
ha^ ©egent^etl ®tatt ^ fo reicht eine bloße ^nberung ber Setd^en aller 
©lieber ^tn^ biefe Sorm ^erbeijufü^ren. £ommen nun in ber ©letc^ung 
f(x)=so bloß reelle Soefficienteu oot/ fo totrb bad Setd^en t^redSnb- 
gltebea/ pa je {met {ufammenge^ortge ber allenfalls oor^anbenen ima« 

gtndren SESurjjeln/ wie p + qV'— *^/ P — ^V — > ein })ofitioea g>ro« 
buct p^ -|- q^ geben / blop burc^ b'u Slnja^l ber reeDen pofltioen SBur; 
{ein bejltmmt; btefed 3eic^en tjl ndmlic^ -f- ober — f je nacbbem bie 
genannte 2(njal^rgerabe ober ungerabe tf}. 

?(uf biefe SSemerfungen gefiii^t^ gelangt man fogleic^ ju ber gfol^ 
gerung , baß einer ©leic^uug oon ungeraber Orbnung ber ber oben 
9orau6gefe^ten ^ornt not^wenbig eine reelle SBurjel gebort/ beren^ei- 
4ien jenem bed oon ber unbefannten ©roße freien ©liebea entgegenge« 
fe|t tfl; t>a^ eine ©(eic^ung oon geraber Orbnung mit einem negatioen 
(Snbgtiebe not^wenbig jtoet reelle .SBurjeln beft^t/ eine pofitm nnb 
ftne negatiue, unb baß ber gdniltd^e 9RangeI reeller SGBurjeln nur in 
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Um SaHe ^Mt fTnbett tann, wenn bte (Slei^nns von gerabet Oti* 
nnng / unb i^r (e^ee$ (SIteb pofitio tf!. 

@inb p+q\/--^/ P — qv/— » i»« infammenge^Swae tni<u 
Sni4re SBurjetn ber®(etc(|nif9/(x)=o/ fo tfl/(x) burc^ bad^robuct 

[x-(p4.q^=r)][x-(p-qv^=7)]==(x-p)» + q^ 

CSX* — apx-|-p*4-q^ 
o^ne 9teß t^^ilbüu Sa nun btefed ^robuct eine reeQe Sorm ^at^ fo 
fann man auc^ ben ®a^ auafpredjien/ bap iebe reelle ganje unb ratio« 
»a(e Sunction einer oerdnberlic^en ®ti$e {letd in reeQe Sactoren bed 
erflen ober bo(^ be6 imeiten ^rabe^ auflösbar i% 

3n einem boR|tdnbtgen georbneten Polynome oon bfr Sorni 

/(x) = Ao X» 4- Aj X«-« + AjX«-» +-...+ A«-,x + An, 

mit reeOen €oefficienten / Silben gleiche 3eid^en je {Weier S2ii4lbargUer 
ber eine fogeiiannte 3ei(^enfoIge/ ungIe<<^e4Beicll)ett aber eine 3 e i> 
c^enabwec^alung; 3eic^en)>a<ire/ batf iflSoIgen nnb^Ibwec^^ 
langen {ufantmengenommen / finb um eined weniger oor^anben al(( 
©lieber ober 3ei(^en i folglich; eben fo oiele / ald ber ^id)^9 (Sjrponent 
m Sin^etten ent^dlt. 

58Birb badg>ol9nom/(x) mit einem »inome x— w/ beffen®Iie« 
ber bur(^ — oerbunben finb/ unb in loelcbem w/ an ftcb betrachtet/ 
eine pofitioe reelle ® röpe oor jleDt f multtplicirt / fo enthält baö ^ro« 
buct (x — Yr)/(x) nac^. gehöriger SRebuction feiner ©lieber nicbt mejr 
3eid)enfoIgen , ald ber gacfcr /(x). 

^an ftnbet ndmlicb ben Soefficienten jebed / an einer beflimmten 
©teile bejtnblicl^en ©liebeö im g>rob«cte (x — w)/(x), wenn man im 
SactDr/(x) von bem (Toefftcienten bed an berfefben Stelle jle^enben 
@tiebed ben 6!oefftcienten bed unmittelbar oorange^enben ©liebi^d mit 
S^ücfp^t auf bie 3eic^en beiber/ alfo im algebraifc^en 2>mmf fubtra« 
!lirt. ^aben nun beibe Soeffictenten in/(x) oerfcf)iebene Seichen / fo 
ifi baö Seichen i^rer Sifferen} u6aig beflimmt/ e^ ifl ndmltcli ba6 3ei« 
c^en bea 9[)?inuenba* 93ef(^en aber bie genannten Soefficienten einerlei 
Seichen , fo ifl baa 3eic()en i^rer £)iffereni / fo lange man i^nen Feine 
fpecieden numertfc^en SBert^e unterlegt/ unbejiimmt. ^ieraud er^cl« 
l<t/ bag jebe 3eid)enabwec^ahing bed gactora/(x) im ^robucte 
(x— w)/(x) ein beflimmtea, jebe Seic^enfolge ein unbejiimmtea 3ei'? 
^in bebittgt/ unb ia^ im ^robuctc inimittelOar aufeinanber folgeube 
bejlimmte Seichen ßcta Seic^enabwec^aiuugen bariMen; alfo bie ba' 
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ffibfl etwa mbQlidipn'QtUI)tnf0lQen hlo^ au» ber SJeftimmnng ber btd 
t'e^t noc^ nvUftimmUn 3etd)en emac^fen. Mein jebed ifolirte unbc' 
flimmte. geic^en , fo jwe jebe JKei^e unmtüelbar auf einanbec folgenber 
unbeflimntter geilen beS gekannten ^robuctea erfc^etnt immer ixoifd)en 
ungleichen beflimmten Seichen, weil t>a& erfle biefer ©renijeic^en mit 
jenem. 3eid!)en eiijerlei ift , weld)e6 imgactor/(x) bie Steige ununtet« 
broc^ener Zeichenfolgen eröffnet ^ auö welcher bie erwähnte Steige unbe« 
ittmnUer Seichen beS ^robucte^entfpringt/ unb ba6 anbere (Svtnueu 
dben bem Beic^en imgactor/(x) greicij tommt, burcf) welcfcea bieSÄei^e 
eben biefer Seic^enfotgen unterbrocf)en wirb. Sd i|l ba|^er unmogUd^^ 
bie unbefiimmten Seichen im ^robucte fo ju wählen/ ba^ fte mit ben 
an biefetben unmittelbar flc^ anfcf)(ießenben beflimmten Seichen eine un» 
unterbrochene Mei^e ton 3eicf)enfoIgen bilben, fonbern barunter muß 
iebedmcil o^lhigfiena eine ^Beici^enabmec^dlung erfc^einen. tRnn Qibt 
lebe Steige jufammen^dugenber unbeflimmter Seid^en mit ben beiben 
befhmmten (Srenjjeic^en um dn ?eid)eii)paav me^Vf aU unbeßimmte 
3eicf)en oor^anben finb; folgtic^ jtnb im ^robucte ^d(f)ften6 eben fo 
tfiete Beic^eaifofgen möQlid), aU baffelbe unbefiimmte Seid^en ober ber 
Sactor/(x) Seid^enfolgen ent^ätt/ ivobürc^ ber oben audgefproc^ene 
&ai bewiefen ifl. 

2)aö ^robuct (x-^w)/(x) enthalt um ein Seid^ehpaar me^r, 
nM ber S<tctor/(x)^ ba^er tann man ben obigen.@a^ auc^ baburc^ 
auabrucfen / baß man fagt / biefe^ ^robuct miiffe wenigflen6 um eine 
3et(^nabwec^$Iung me^r beft^eu/ aU ber S<^ctor /(x)« 

SBir ^aben l^ier ben gactor /(x) »ie aud^ H^ ^robuct (x — w)/(x) 
iild üoKIldnbige ^of^nome bitrac^tet. ®inb biefelben unooDflänbig^ fo 
fann man bie fe^Ienben ©lieber/ i'ebed mit bem Soefficienten o berfe^ 
l^en^ einf(f)alten« Siefe SRuUen fonnen fowo^I ha^ Seichen -f ala auc^ 
ba0 Seid^en — erhalten. S)er obige ®a^ gilt offenbar/ wie man au^ 
immer bie Sei^^n ber SnuQen in /(x) annimmt/ wenn man nur ^ii 
Beiden ber im g>robucte (x — w)/(x) oorfommenben Skullen/ in fo 
fern bie früheren barauf Sinfluf l^aben / biefer 2rnna^me getren be-- 
fiimmt, 9ßä^(t man alfo bie 3eici)en ber SHuden in ben ^ofpnomen 
f(x) unb(x — w)/(x) bergejiaU/ baß \>ie 2{nja^I ber 3eicf)enfoIgeii 
tn beiben 4ie gr2gtmögltcf)f!e wirbr welche man leicht erhalt/ wenn 
mau ba$3eicf)en jeber SnuUe mit jenem be6 oorange^enben Soeffieienten 
ubereinfltmmen läßt/ fo|^n man in jebem %aUe t>erftc^ert fepu/ ba^ 
bie genannte Znia^l ber Bi^ic^enfolgen in (x — w)/(x) biefe Tiniü^i 
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tn /(x)ittd^t ufterfieigt; ober wai baffeKe tft/ ba$ bte neinfhnSg« 
Itc^ße 2(itia(( ber Seid^rnabwec^tliiBgeti in (x— w)/(x) tvetitgflenS 
um eine Sin^eit grcßet auöfdOC/ al(( in /(x). 

SEBtr ftnb nun im ^anbe in ^etgen / baß bie ^fnja^ ber reeOeti 
poftti^en SBurjefn einer mit reeUen Soefftcienten <>erfe^enen georbneten 
®Iei(|^ung/(x)=o.bte Heinilm^gTic^fle 3(n|a$l ber im ^olpnome /(x) 
Dprfcmmenben 3ei(^enabive4)$Iungen nic(|t übertreffen fann. 

£enn jtnb Wj, w»/ W3 .,• . Wa fdmmtlic^e reelle pofttiüe SBur* 
jeln ber * ©letcbung /(x)t=o, fo ifl bad ^oli^nom /(x) bur^ bad 
q>rcbuct (x — W4)(x— Wi)(i-^W3) • . . (x — Wn) o^ne SRefl t^eif* 
bar/ folglich entfielt /(x); »enn pian ben Quotienten biefer IDiüifion 
tiocf^ unb nac^ mit x — Wj/ x — w^/ x — Wj/ . . . x— w. mniti« 
plitirt. Sei jebem einzelnen @ct^ritte w&d)^ ber fleinßmo^Tic^ften 3(n^ 
la^l ber bereite por^anbenen 3eic^enab(Pec^6(un$en eine Sin^eit ju/ 
folglich fann bie ermähnte ^Inja^I ber Bcid)tnahm(i)^lunQ^n im legten 
^robucte/(x) bie Änja^I ber gactoren x — w, / x — w»/ x — Wa.,,. 
X — Wn/ bad ifl bie 2(nia|^( ber reeDen ))oftti9en SSurjeln ber ®Iei« 
4^ung /(x) s=: o nid)t überfc()reiten. 

3jl — w eine SÖurjel ber ®Iei^ung/(x) = o/ fo ijl +^ ^'"^ 
SBnrjel ber ®Ieid)ung /( — x)s=o. inbert man alfo in einer ®Iei- 
c^ung oon ber oben angenommenen ^Qtm ta^ Seichen ber unbefannteh 
©roße^ moburd^/ menn man bad erfle ®Ueb fletd f)ofttio taadfi^ bie 
S^ic^eit aOer an ben geraben ^teUen befinblic^en ®Iieber gednbert mer« 
ben / unb ba^er auc^ aUe 3eid^enabn>ed[|i$Iungen in S^id)enfo(gen / unb 
dne3ei(^enfoIgen in Seic^enabwec^^Inngen übergeben : fo ^at man eine 
©leic^ung/ melcf^er eben fo oiele reeUe |>ofttioe SBurjeln entf))re4)en/ 
alt bie vorige reelle negative SBurjeln (uldf t. SBenbet man ben fo 
eben bemiefenen 0a|^ auf bfe neue ®(eid^ung an/ unb ge^t man bann 
loieber auf bie vorige jurücf / fo ergibt ftcb bie %olQetunQf baß bie2(n« 
ja^lbet reeDen negativen SBurjeln einer ®IeidS)ung/(x)=s:o bie fleinfl' 
tnöglid^fle 2(nja^I ber in i^r erfc^einenben 3ei(^enfo(gen ni(^t {u über« 
treffen vermag. 

Sine ®(ei(^ung / iveld^e feine imagindren SSBurjeln juldßt / befi^t 
ba^er eben fo viele )>ofttive {QBurjeln aU 3eid^enabive(b6(ungen/ unb 
eben fo viele neg ative SBurieln a(d 3ei(^enfoIgen. üu^ f5nnen in ber^ 
felben / n^ie man mit Sujie^ung ber obigen @d|e leici^t fte^t/ nic^t {wet 
unmittelbar auf einanber folgenbe ®tieber fehlen / unb ivo ein ®tie^ 
fe^lt/ muffen bie SKac^barglieber verfd^iebene B^ic^^n tiefl^en. 
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Ü6(r bte 93eted^nung rationaler fpmmetrif^^er 
Functionen ber unbefannten SZBurjeln einer 

gegebenen ®teic^ttng. 



@. 



j'ne gunctton mehrerer unhflimmter (Sroßen wirb eine fp m^ 
nietrtfcl[ie genannt/ wenn fte bei jeber beliebigen gegenfettigen iGer- 
wecb^Iung biefer ®tc$en genau bie vorige bleibt. @o {!nb {• 9. 

, , «x»y» «X»«» ay*a» 

unb X* + y« 4- a* i. — — 

fpmmetrifcbe Sunctionen ber ®rd0en x, j, e. 

93etracbten mir nun eine georbnete®Iet^ung mit einer unbefanu' 
ten ©röpe x/ nimlid) 

(0 • /« « 

e=AoX»+AiX— '+AaX«-«+A3X«-8-|...,-^A„-.,x+A»e=o. 

3|^re m SBurjeln fepen Wj/ w^/ w, . . • w«,/ fo iji 
(2) /(x) = Ao(x — wO(x— wO(x— W3) .... (x— w«). 

Stefed ^robuct jnbert ft^ nid)ti mte man auc^. immer w«/ w^/ 

W3 Wm unter einanber oertaufcben mag/ weil einerfeittf A« 

von itn Surjeln ber @Iet<^ung gar nic^t abj^dngt / wad aua bemUm« 
ftanhe er^eUet / baß man tec bocbflen ^otenj ber unbefannten @rd0e 
in einer ®(ei(bung )?on ber gorm /(%) = o/ bur^ üRuItipIication ober 
^iuifton fdmmtltdlier ®lieber mit einer unb berfelben 3a|^[/ jeben belie« 
bigen C^oefficienten ert^eilen fanu/ unb anbererfeitd burcb bie enpabnie 
93ertaufcbung b(op bie Orbnung ber Jactoren x — w, / x — w^/ 
X — W3 « « « X — Wm üerdnbert wirb: ed ifl alfo baa ^olpnora 

AoX"» -j- Ajx"— * + AjX"— * + • ' • "h ^» 
not^wenbig eine fpmmetrifcbe Function ber ©roßen Wi/ w^/ w3....Wni« 
9(Qetn wegen ber 93erf(^ieben|^eit ber ^otenjen ber unbefannten ®rof e 
X fonnen bie einjelnen ©Heber bejfelben nic^t wecbfelweife in einanber 
übergeben; foIgKcb ftnb tie (l^oefftcienten A^/ A^/ A^ « . . A^ felbft 
' f9mmetrifcbe Snnctipnen oon w, / w,/ w, « . . Wm. 

3u ber i.^at ftnbet man burcb wirHic^e Sntwicfelung bed $re^ 
buctea (2) unb ^ergleicl)ung -feiner ©lieber mit (1): 
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Ai s=s — Ao (w, Wg Wa + • -|- w«-. w»-i w«)/ 

A n,— » = ( — l)"— ■ Ao (W, WaWj . • . W«—! + .•.-}- WjWa . • . Wm— • W« )f 

Am == (— i)" Ao Ws Wj Wj • . . w««i w« ; 

I 

b. ^. ee if^ ~ ji bir 0utiimc aOer ffiutielti/ + r^ ^<^ 0«mne 
Ut TimUn / •— ^ bte @umme ber Semen u. f. m. • « . • # enblt(( 

<^ 0" A^ 

— ~ iai ^robuct ber SBurjeln ber obigen ®(ei(^un9/(z)q;so. 

Ctite merfipurbtge Stgenfd^aft ber ©leic^tttigen mit einer nnbe* 
fannten ®r5f e befiehl iavin, bo^ ftd^ ber fl3etrag je^er rationalen f^m* 
metrtfc^en gunctton i^rer IGBurielu/ o^ne btefe festeren jn fennen/ blo^ 
bnn^ i^re Coefficienten angeben l&fL 

{Da jebe gebrochene rationale f9mmetrifd^e Function offenbar auf 
einen ober mehrere HStnd^t infammengejogen iverben tann / beren B&i' 
ler nnb 92enner/ .für f[(^ aUetn betrachtet/ ganje rationale fpmmetrt« 
fdSie Functionen barßeOen / fo merben mir jur 9tedj|tfertigung obiger 
SBe^auytung blop oon Functionen ber le^tgenannten ®attung fprec^en. 

^cbt man auQ irgenb einer folc^en fpmmetrtfc^en Function ber 
SSurieln w«/ w^/ w, . • • w» ein @Iieb/ j. 93. 

kift b o d g h 

W^ Wj W3 W^ • • • Wn„^| Wq 

^eraud / wobei k einen }^on ^s / w« / W3 . . . w„ unabhängigen Soef» 
ftcienteu/ unb a/b/C/d/....g/h ganje ))ofttioe 3<^^I^n an« 
i^igen / fo fommen in biefer Function / il^rer Vflatut nad) / alle 2(ud^ 
brucfe ald ©lieber otfr^ welche ftc^ an^ bem angeführten ®(iebe burc^ 
93ertaufd[f ung ber barin erfc^einenben ®tif en w, ^ Wj / w, / w« . • • 
Wb— 1/ wb fotoo^I unter füf, ald audf^ mit ben übrigen ®r60en 
Wn+j/ Wn-f-a/ w«^3 .. . . w« abWteu lafieu. Tlüt biefe mit bem 
gemeinfc^aftlicben F<^ctor k oerfe^enen ®Iieber bi(ben {ufammengenom' 
men eine f^mmetrifc^e Function/ weidet oud ni^t me^r Steifen be« 
fie^t/ alö gerabe jur ®9mmetrie erforberlic^ finb/ unb beß wegen eine 
$infad)e f^mmetcifc^e Function l^eifen foD. ' SOBir woQen fle bwtd) 
bad iSpmboI k[a7 b, c/ d . « . g^ h] oorfleQen/ in toelc^em blof 
1>i$ iebem ®Iiebe eigent^umlic^e Sjr))onenten-®ru})pe/ worauf e0 ^ier 
aUetn anfontmt , tt(\i)tlid) gemacht wirb. 
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Sa tft alfo ixe ^^amttu jn ievejj^nenbe fpmmefri^e gänctioti 
jnta fpmmeerifc^ien !s:^etlett t^on ber %om '• 

li[a> b^ C/ d • « • g/ hj 

uifajtnmengefe^t Crbsen wit bte Sjrponent^it }ebed fold^en S^eileS na<9 
t^rer ©röpe tn obfieigenber Sold^^ fo ba^ ai nicf)t fleiner ,t(! al^ b/ |> 
ntc^t Meiner aü c, c nidbt fleiner al$ d u. f. tt>. ; orbnen xoit ferner 
bfe Witsernen Steile fo/ bÜ^ tn feinem berfeften ein ntebrfgerer €xpo* 
^ent eine frühere 0teDe einnimmt/ alp in bem DorJ^rge^enben Steile/ 
iinb ne^inen wir ah/ li[a/ b^ c^ d :.. g/ bj fep ber erfle bte^ 
(er Steile/ uob bie ^inja^t ber in j6m erfdfeinenben £/{>onentea 
8/ b/ c/ « • . b fep =n. ©ad 9^robuct 
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1)1/ wie'aud ber pben audgefproc^enen S3ebeutung ber @r6feu 

— -./ »T* — -/ ■ '«J 



A A A 

1- v^/ H- ^/ — V^ • • . • erneuet/ eine ganje rationale fpm^ 



tnetrifd[)e Function tjon w,/ w»/ Ws . . • Wm, welche gehörig entwt- 
cf elt unb nac^ bem fo eben erwähnten ©efe^e georbnet / ghic^faüd 

•k[a/ b/ C/ d • • « • g/ b] 

jum erfien Steile befpmmt. IRennen wir ba^er F bte ju bered^nenbe 
fpmmetrifc^e Function/ unb P bad angeführte ^robuct/ fo tfl bie 
^ifferenj 

F — P, 

wel^e wir tuti) F^ bejeic^nen wollen/ eine f^mmetrifc^e Function oon 
w,/ Wj/ W3 . • • Wm/ in ber baö an bie erfte® teile ge^örenbe @Iieb/ 
mit k [a / b / c / d . • • g / b] oerglid^en / an einer früheren Stelle 
einen niebrigeren Exponenten fu^rt« 2(uf biefelbe Tltt fann ju F« ein 
^robuct Pt gefunben werben / fo baf ber erfie S^eil ber !Differeai 

F. — P, =F./ 

mit jenem ber ndcfifloor^erge^enben ^Differenj t)ergli(^en / wieber an ei« 
ner frti^eren Stelle einen niebrigeren Exponenten ent^dlt/ u. f. w. 
®e^t man btefe Operation nacf) berfelben 9tegel fort/ fo erntebriget 
man fortwd^renb bie Exponenten beö erfien einfachen fpmmetrifc^en 
S^eUed ber npc^ rucfflin^igen fpmmetrif(^en Function/ unb fommt ju- 
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Ufft gmtf anf eine t^oBig oerfc^vinbenbe 2)t{feretii i nAiitlidSf auf 

Fr — Pr = O. 

S)?an 5at nun F=P + F,, F,=F, + Fi n. f. U). F, = P,^ 
4iIfo F = P + P, + . . . + Fr, 

moiuxd) tfte vorgelegte fpmntetnfc^e Function F auf ^robucte von ^^ 

A * A, A (— 0"A„ 

tenjen ber ©roßen — -i/+p^— —,... — - — ^, bereu gjrr 

J%f^> Aq Aq Aq 

fonenttn ^atne ))ofttttfe 3a^ten ftnb/ {urucf geführt worben tfi. -Tlti^ 
fte^t man aud bem ©ange ber fo eben t>orgetragenen Sntmtcfe(ung/ bäf 
ber ^oc^fle SSert^; be^ Setgerö n / kvelc^er ftc^ auf bie le^te in ben ^ro« 

A A 

bucten P, P, ♦ . . Fr »orfommenbe unter ben ©röjen — ^ / + — / 

Aq Aq, 

-^ ^ IC. beilegt/ bem ^dc^ften SBert^e ber ^ntnme 

glet^ ifl. 

^an wirb jebo^ bie ^ier angebeutete Stec^nung bebeutenb abfür* 
gen/ menn man bie Serecf^nung com]pIicirterer f^mmetrifc^er Sunctio« 
nen ber äSurjeln einer ©(etd^ung auf jene ber einfacheren grunbet« 
(Sine ber einfad^fien fi^mmetrifc^en Functionen btefer Htt ifi bie @nmn)e 
gleichnamiger mit ganjen ))ofitioen ober negatioen (Sr)>onenten t>erfe^e^ 
ner ^otenjen ber fßurjeln einer ©fetc^ung^ beren IGBert^ auf folgenbe 
Tltt beredSfuet »erben fann. 

SRuItipiicirt man bie gegebene ©leic^ung 

mit x'/ fo ^(Lt man: 

(3) AoX-t»+A,x«-H-«+A»x-1r-»+...+ A«_.x»+»+A«x'=:o. 

SHefer ©leid^ung wirb offenbar ©enäge geleifiet/ menn man flatt 
z eine ber SEBurjeln w« , w« / w^ . • . w» ber vorgelegten ©leic^ung 
(Ofeftt, foIgli^iH 

Aowf+' + A,w«^'+A,w:+'- + . . . + A_. w^+«+A„wJ = o, 

Aowf+' + A.w:+'- +A,wf+-- + . . . + A„_. <+' + A„ w: = o, 

• AowJ+' + A.w™+--+A,w«^' +...' + A„_. wj+* +A„wJ = o, 

Ao K'^ + A. ^:+'- + A, ^::+'-- + . . . + A_. <+• + A, < = o. 

2{bbirt man aQe biefe ©teidS^ungen / unb be^eic^net man ber frii' 
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^mn Ükereinfitnft getren/ We ®nntme 

vi + wl + wS + •••• + ^^ burc^ [v\, 
fo ^at man 

(4) Ao[m + r3 + A,[m + r-.i] + A,[m+r-a] + 

. . . + Am-i[r+i] + A«[r] s= o. 

2){efe ©letc^ung gibt [m + r]/ toenn [m+p— i]/ [m-j-r— aj, 
[m4-r — 3] IC. bereite befannt finb. Saft man tsuo fcpn/ uitb bc* 
benft man / baß 

[o] = w? + wt + wj + ♦ . . + wi =t I + 1 + 1 +• ••+ > =s m 
ifl/ fr folgt 

9Bie au6 bem oben ©efagten ju erfe^en ifl / ^dngt bte bem 3^i« 
(^en [nj entfprec^enbe eitifad)e fpmmetrtfc^e Sunctton , wenn n eine 
gan^e pofttioe/ m ntc^t ubertieffenbe B^^l bebeutet/ bloß 9on ben 

A A A (— >)"A, 
®r6pen — -i, + -i, — . -J bid — r ab. ^ttramea ba^er in 

M.Q Aq Aq Aq 

itoei ®Iet4iungen bie n 4^ i erfleti Soefjfieienten ber ^otenjen bet un« 
befatfnten ©rSpe überetn/ fo ^aben für beibe bteSnnctionen [1]/ [a], 
[3] • • . 4 . [n] etnerlet SBert|e. Snun ifl für bie ©letcf^ung 

(6) Ao X" -|- A, X»-" + AaX*-« ^ . . . + A«-|X + A, =±5 o 
ber %otmü (5) gemdf 

(7) Ao [n] + Aj [n— 1] + A» [n— 2] + . . . + A»-» [»] +n A„ ±= o f 
folglich ifl biefe leitete gormel audj^ auf bie ©letd^ung (f ) anwenbbar. 
@e(en wir l^ier ncsi ^ 2/ 3 . « * :c./ fo ^aben wir 

(») Ao[r] + Ai=o 

AoW+,A,[i] + aA, = a 

Ao[3] + A, [2] + A,[i] + 3 A, si= ^ 

U. f* X0. 

Saffen wir in ber ©leic^ung (4) r eine negatioe ganje Ba^ / unb 
nunierifc^ betr-ac^tet Heiner ald m fepn/ fo ^aben wir/ Wenn wir ber 
Seutltdlireit ibegen -^r flatt r fc^reiben/ wobd r an pi) genontmerf 
pofttio ifl: 

(9) Ao[ni— r] + A,[m — i*— ij + A^fiii'-^r— 2] -f' . •• . .• 

4 + A«^i [— (r— *)] + A«[-^r] =3 0.. . 
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Smtf^en Ao [m— r] ttnb A„[— p] et^^tint in Mefer ©lei^nng 
ba6 ®Ifeb A«-^ [o] s=s m An^t ; ferner ifl ber %otmü (7) jufolge 

Ao[m — r]+A4[m— r^i]+Aa[in— r— «]-j-. • . +(m— r) A^^sso j 

ba^cr iUiitf wenn man btefe ®(etd^nng Don (9) abjte^t: 

(10) A.[-r] + A„^.[-(p-i)] + A„-.[-(p-3)] + . . . . 

• • • • -j- PAn — ^r ^^^ O» 

fBefonbere Sdde btefer (enteren ©lei^ung ftnb 

(11) A«[— 1] + An.^»c= o 

A„[-«] + A„^,[-i] + aA«-. « o 
A-[— 3] + A„-.,[— 3]i+ A.«[— 1] + 3A«^ =0 

u. f. w. 

2)a$ bte Sormel (9) fi^ au^ auf jene %&at erßretft/ tn iveld^en 
r großer tfl a(a m / bebarf fetner wetteren (SrMuterung. 

3fl ntan im @tanbe jebe fpmmetrtfc^e Function ber {Surjeln tu 
ner ©letc^ung oon ber Sornt [r] {u berechnen / fo ^at bte SSerec^nnng 
ber fpmmetrifc^en Suncttonen oon ben formen [a/ b]/. [a/ b/ c]/ 
[a/ b^ C; d] u« f. m« feine ^c^wierigfeit. 

:Denn ed ifl offenbar 

fa] . 0] = (>Tt + wJ + w; + ....)(w^ + w; + wS + ....) 

= [a + bj + [«, k], 
(13) [a, b] « [a] [b] -.[a+b]. 

gemer t^ 

[a,b][c]=! 

s=(w:w5+wX+w>$ +....) «+w:+wj+...) 

+ < < < + ^: «* »'S + '»t ^$ < +^i ^t «: +< *s *; +*»; *t ^:+"' 

s= [a+c, hj + [a, b + c] + [a, b, c]j 

(i3) [a, b, c] 8 [a, b] [c] - [a+c, b] — [a, b+c> 
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t 

2f»f btffelbe TM f!nb(t man 

(14) [a, b, c; d]xa[a, b, c][d]— [a+d, b, c]— [a,b+d, c]— [a,b,f>fd] 

tt. f. to. 

2){e in jeber fifitntn Sormel oorFornmenbett f9mmef rtfdiieii Sttnc.- 
ttonen ergeben fic^ and ben früheren $ormeIn. J6ei bem (Sebroac^e 
biefer S^^^uieln tfl nidft auper 2((^e ju lafTen ^ ba? aUe Sjrponeneen ber 
in benfelben beftnbltc^en fpmmetrtfclien Functionen ote ungleiche 3a^ 
len betrad^tet worben ftnb. 9ßtQ nian biefelben auf fifmmettifdjc Snnc« 
tionen anmenben/ in meieren mehrere gleic^^e Sjrponenten erfd^einen/ fo 
bebenfe man/ baß in ber Function [a/ b/ c/ • • • h]/ menti r du 
fonenttn einanber gletc^ »erben / iebed ©lieb fo oft ioieber|^oIt wirb/ 
alö fic^ r ©roßen oerfe^en laffeu/ ndmlic^ i.si.3..«(r — i)rroar/ 
nnb baf beß^alb biefe Function ben Sactor i.3»3...(i>^i)r erhalt 



»<J* 



über bie^Xra-nöformation bec ^Utc^ungen. 






ttte gegebene ©lett^ting tntt einer unf^efannten &ti$t trAtttf' 
formtren/ ^ei^t aiia berfelben eine anbere ©letc^ung ableiten/ ke« 
ren äSurjeln {ti fdmmtlic^en SBorjefo Ut erfleren itr einet vorgefc^rte* 
ienen ffttlation {le^en*- 

äf* 

bie ju trandformirenbe; 

bie Uan6f9tmitte Oleid^nng/ nnb bejeic^net nion irgenb eine 
®nr^( bec erfleren burc^ z^/ tfgenb eine anbete SEBiIrjel betfdben 
burd^ Tj, eben fo eine omt ben genannten fiBuqelii «erftbiebenebutc^ 
X3 tt. f« m. : fo wirb bie 9telaticn / iveldde jttiifcben ben Surjeln beibet 
®Iei(f)ungen (1) unb (2) Statt ftnben foU/ feflgefe^t/ wenn man fag(> 
e^ muffe 
(3) y = 9(^1/ ^y ^3 . . . . . .) 

fepii/ wobei' 9 eine Su^ctton oon befannter S<^m an jeigt/ unb ba6 
^obfem ber Srandformation ber ©leic^ung (t) in (2) befiehlt barin/ 
au^ ben befannttn SSBert^en'oon 

m/ Aq/ A}/ A2/ A3 • • • • Am fene von 4 

n, üo/ ü,/ Üj, Ü3 « üü jtt bereebnen. 

^iebei wirb ubrigend/ fo wie Ao wiardtlid^ ifi^ au((^ Uo nnbe« 

flimmt fepn/ unb e6 )>ielme^r auf bie £luotienteit 

ü, ü, ü. 



üo' Uo' üo ' • • • 



anf ommen. ^Deß^alb ne^^men wir auc^ im Solgenben ber Aur^e wegen 
Ott/ beibe ©leicbungen (1)/ (9) fepen auf eine folc^e gorm gebta<^f/ 
baß Ao=:i unb üofl=i i(l. 

3&ir f9nnen l^ier immer ooraudfe^en/ baß in Ut Function 
9(zi/ Xj/ X3 • « • .) aOe m SBurjeln ber (Sleic^ung (1) erfc^einem 
IDenn ifl bieß nic^t ber SaD/ fo benfen wir und bie @umme ober andf 
bad ^robuct ic Ut fe^Ienben Surjeln/ mit bem Soefficienten o vet« 
bunbeu/ biefet Function sngefe^t« 
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Sie SBurjeln ber ©letc^utig (2) ergeben ft^ / wenn man in ber^ 
fand pe otelbenttg^tfl/ tttiebem nrogltc^en Sfinne genommenen/ Sttn^* 
tton 9 (xj, Xji/ Xp. • . • .) bte 3^icl)en x^, x^, X3 . • . • ««^ "»^ 
nad) öde SQSurjeln ber Slet^ung (1) bebeuteir tdpt/ oberioaö boffelbe 
tfl/ wenn man/ tn fo fern man x^/ x^/ Xs « * . * fletö auf bie nänt' 
liefert IdBurjeln ber @lei(^ung (1) b^^iei^t/ biefc ©rofen; auf aKe mog*- 
lt4)en ^rten unter, ekianber uenpef^fclt» -^a aber bje Function 
fi^iff^zf »3 • • • jO'f^-M4><^ff<w f?9ö fann./ ba| jie bei gewijfen 
93envec^dlungen ber ©roßen x^/ x^/ X3 « . . , genau biefelbe bleibt 
(meld)e SBefc^affenl^eit it^tr in i^rergorm Itegenb unb ntc^t blo^beiein« 
{elnen.f^cteQen .9B,ert^en ^er genannten großen/ Don n^etcfieii ivir 
^ier ganj ab|!ra^iren / ®tatt f nbenb benfen) / fo n^erben n^ir / um ber 
@Ieid}ung (a) ntc^t mel^r SBurjeln {u geben / a(9 eben not^ig ftnb/ 
|^'e$tt bfoß-btef Derf($iebeneri"2fuöbrutfe in 7(nfi)rud[ji nehmen, wefc^ebie 
guncHon 9(x«/ x^> x^ « . • «) mit Sludfic^t auf t^re «Denfattö oor^ 
^aid^eire:99ieibettttgfett:'bei ben oben eripa^nten 93erme^a(ungett bar« 
iUM. . .i&ejetc^ueaJmir. biefe «erfc^ebenea 2üt9bru(fe burd^ 

^ ' ''•'"' 9if 9tf 93r * * ' * • fnr 

fo- {(l iai ^robuct ' 

(y—9f)(7—9t) (y— ?s) • . • . (y— •?.) 

p^enbo« eine fpnunetrifd^e {^unction ber ©roßen x^, x^/ x,/ ic; benn 
jebe benfbare ^ermec^dlung berfelben j^at nic^ö u^eiter jur golge/ old 
baß bte ?Iuabrücfe 9i' 92/ 93 • • * 9« mec^felmeife in einanber über- 
geben. Sa ftnb ba^er aac^ ;bte Soefficienten ber ^oteujen oon y in bem 
bmd) .(£nttt)tcf elung biefea ^robuctea flc^ ergebenben ^olpnome 

\Hy) =».x» + Vir-^' + üar^' + . . . + ü.-^y + u., 

ndmlid^ ü^ / ü» / jc. üi»: fprametrifc^ Functionen oon x, / x, , X3 . • . . / 
unb iwav rationale Functionen/ weil baa ermahnte ^^robuctbei jeber 
»ebeutung ber oielformigen Function 9(xi/ x^/ X3 . . .) baf elte ijl/ 
alfo feine 50ielbeutigfeit iuU^t : folglicl) lajfen ficb bie SGBerfJe m 

tfw üj, Un aua ben Soejficteriteft ber ©lei^ung 

(i) /(x) = X- + A, X»— + A^x"-« + . . . + A„_, x+ A„=o 

mit ^ülfe ber in ber oorbergej^enben 93orIefung erfidrten SRet^en 
berecbnen. 3(ber bie ©leic^ung 

i^(y)c=o 

t{l eben bie ju fuc^enbe/ ba^erifl auc^baa)>orge(egte Problem ausfloß* 



l63 

^enn 'man ben 9Bert|^ ber (Function 

(3) 7 sa 9 (x,, Xi , X3 • . . . X«) 

unter ber 9}oraudfe(ung/ baß x^, x^/ x, . « . r« unbefannt ftnb/ 
bur^l 93erbtnbung ber '®U\6)\xtiQ (3) mit ben m ®(etd[|ungen 

Aj = — (x, + X, 4. xs + . • . 4- x„) 

Aj = ^1 ^1 -7- X| X3 -|- ^1 ^8 r • • • 3fm— I Xm 

(4) A3 = — (Xj Xj X3 4- ♦ . . 4- X„_,X«L»X«) 

U. f. ». 
Am i— ("•■"■ 1 / Xj Xji X3 « • • Xn 

tere^nen tvoOte / iobrm man auf n»ad immer fdr eine 2(rt aua biefen 
eine neue ©leic^ung ableitet/ in melc^er bUf Aj/ A^/ A3 « • • « A« 
ttnb j enthalten finb/ fp finbet man/ menn man biefer festeren ©(et? 
dl^ttQf) ben niebrtgfl m6gli(^flen®rab unb in Sejug auf Ai / A^/ A, . •• 
A« rationale d^oefficieiiten ju ert^etlen fuc^^t / lein anbered Stefultat/ 
aU bie obige ©leic^nog 

F(y)«o. 

£enn bad Softem ber 9ted^nungdo)9eraetonen/ tvel^e von ben ©fei' 
c^nngen (3) unb (4) auf F(y)=o fuhren/ ifl oon ber befonberen ÜBe- 
beutung ber ©ropen x^/ x,/ X3 . . . Xm unabhängig; ba nun A,/ A^/ 
A3 • . • Am burc^ feine gegenfeitige 93ertaufc^ung\)on x, /x^/Xs... 
z« geänbert merbeu/ fo wirb bad (Snbrefuttat immer baffelbe fepu/ 
welche Stellung man auc^ ben ©r^ßen x^/ x^/ x,/ tc. in ber ®Uu 
<i^ung (3) geben mag *). 

^er ©rab n ber trandformirten ©leic^ung 

(a) J^ (7) = o 

wirb factifc^ befiimmt/ ivenn man ade aud ber Function 9(xt/ x^/ 
X3 • . . • Xm ) burdi) bie SBielformigfeit berfelben unb burc^ bie gegen* 
fettige 9}ertaufc^ung ber ©rdßen x, / x^ / ^3 • • . x« entfpringenben 
9erf(^tebenen 2(udbrucfe 91/ 92/ 9s •• - 9« bilbet/ einenac^ combi« 
tiatortfc^en ^rtncipien audjufii^renbe Operation/ meldj^er/ i^re SBeit* 
I4ufigreit aufgenommen / feine (Sd^wierigfeit im SBege fle^t. 

*) 3nd^efonbere er^edet äu6 biefer tBefrac^fung , ba§ man , »enn man aud 
ben (Steic^ungen (4) eine ber ^ur^eln^ j. 93. x^ fachen moQte, bur^ 
IBefeifigung berü&rtgen aufbte®ret4und/(xJ=:o fommen muß, toefcie 
leine anbere ifl ald (1)^ ber außer Z| no((i bie 93ur$e(n x,, x, . • . xm 
gf^bren. 

11 • 
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beren .^ulfe man. im ®tanbe fepn ivirb/ t^re S3efd^affen^ett einiger 
SRapen ju beurt^eilen. 

(Sd fep T bie ?rnia^I bec Derfc^tebenen SBertpe / tt)elc^e ber ^unc» 
tton 9(xi/ Z2/ Z3 . . • x„) bei jeber etnjelnen Stellung ber ®to$en 
Xi/ X}/ Xa, K. blo^ wegen i^rer SStelbeutigfeit iufommen (mobet mt 
i?on f))ectenen ^efitmmungeq btefer (Sroßen abflra^tren / burc^ welche 
9te(beuttge%eftonbt^et(e ber Function gdnilic^ t^erutc^tet werben tonn» 
ten)/ fo tfl^ wenn jeber ber erwähnten SBert^e t>on 9 (xi ^ x^/ x, . . • x» ) 
bei bem 93erwec{)fe(n ber ®rö^en z^/ Xj^ ^3^ tc. p uerfc^tebene 2iad« 
briitfe hatiietetf ofenbar nss vp. ®ibt aber nid)t jeber Der burc^ bie 
SJJelbeutigfeit herbeigeführten 99Bert^e ber genannten Function bei beni 
^ermutiren uon x,^ x^, Xa^ ic. Qleid) uie( uerfc^iebene Tiu^htniftf fp 
iß bieß ein 3eicf)cn^ baß burc^ baa ^ermutiren SBert^e wieber^oU ti>et« 
ben/ welche bereite in ber ^telbeurtgfeit ber Function liegen^ unb 
man ^at für p bie geringfle 2(nja^I ber aud ben Sert^en ber Function 
9(x, , Xi, X3 • . . xm) burcb ha^ 9Sent)edS)fetn oon x,, Xj, x, ic. 
entfpringenben verfc^iebenen 2(uabrücfe ju nehmen* 

Enthält bie gunction ^(x^, x», x, . . . .) in i^rer einfac^ßen 
Sorm (b. i. nad) vo(Ibrad[)ter (Kebuction aUer gleid)artigen Steile) roe^« 
rere melbeutige Steile/ woöon bem einen v, , bem jweiten v», bem 
britten V3 SBBert^e u. f. xo. entf})rec{)en, fo tfl, weil jeber biefer SBert^e 

mit jebem ber übrigen sufammengejiellt werben fann, vssviV^Va 

. 2)ie Jlnja^I p ber oerfrf) {ebenen ?Iuöbrncfe/ welche aiiö bergunc« 
tion 9(x,/ Xj, 33 ... ^ x„) burc^ baö blope gegenfeitige QSertau» 
fd)en ber m ©roßen Xj , x^ , X3 . . . . x„ entfielen (wobei alfo oor^ 
ausgefegt wirb, baß [dmmtlic^en oielbeutigen »eflanbt^eifen berfette» 
ein beßimmter ®inn betgelegt worben fep), ijl offenbar ^oc^flendber 
2fnsa^I berSJerfe^imgen gleicf), weld)e bie genannten ®rößen julaifen, 
alfo ^6(bjlen6 =: i • 3,3.4-..(ni— i)in* 

©enfen wir und aUe i,2*3...in 2fuabrürfe, welche a\\$ ber 
gunction 9(^1/ x», Xg, , ... x„) für fdmmtlici^e 93erfe^ungen ber 
©roßen x,, x^, X3 . . . x„ ^eroorge^en, wirfltrf^ bargepellt, unb 
nehmen wir an, eö fommen barunter r einanber gleidje oor, beren 
jeber =9, fep. Sa bie ©leic^^eit berfelben in ber gorm ber Function 
9 (^1/ 3^2/ X3 . . . x„») gegrünbet unb oon jeber fpecieCfen SSeftim* 
mung ber ©roßen x,, x,, X3 . . . x„» unabhängig ijl, fo erhalt man, 
wenn man biefe ®r6pen tu einem anberen ber erwähnten i.a.3/..m 
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2fu§bru(fe/ t* 46. in ft, fo unter etitdnber Dttwec^feftf wie biep in 
ben leiteten r gleichen 7in6bt&den dtfd)a^ , ofenbar abermal r g(etc|^e 
2(u6brücPe^ bere« jeber ns^^ ifi« S^^rt man auf biefe SBetfe fort/ fo 
jerfdtlt bad ^pflern aHer i . s. 3.« .m oor^anbenen 2ludbrucfe tn^ar« 
Iten^ beren icbe r g(ek^ 2(udbru(fe umfapt^ unb ea mu$/ menn p 
bte Ttnja^I btefer Partien bedeutet/ praBi«3.3.,.*m fe^n. !&a 
nun aber p and) bie 3(nia^{ ber Oerfcf^iebenen ?(tt6brncf e anteigt/ weld^e 
9(xi/ Xt/ x^ • • • Xm) bet allen 93ertauf(^ungen ber m ©ro^en 
z« , Xs / X, / tc. barbietet / fo tjl biefe ^Cnja^I fleta ein IDiotfor bed 
^robttcted i.d.3 m. 

* 

Tflletn nic^t gu tebem 2)ioifor bed ^robuctea i . s . 3 . • . . m M0e 
fi(( eine gfunctton oon m ©ro^en ftnben / toefc^e bei aOen möglichen 
gegenfeitigen SJertaufd^ungen biefer ®r6gen nur fo oiele oerf(f)tebene 
ffiert^e annimmt/ aia ber genannte £^ioifor (Sin^etten ent^d(t. 

Sanc^9 ^at in bem Joamal del'ecole poljtechnique i«^"« Ca- 
rter bemiefen/ baß eine Function oon m @roßen/ weld^e bei aOen 
benfbaren gegenfeitigen 83ertauf(^ungen berfelben weniger oerfc^tebene 
SBert^e barbietet / al6 bie größte m nic^t fiberfleigenbe g^rimja^I an« 
{eigt/ entweber fpmmetrifcb t|l / ober boc^ nur {wei t>erfd|)iebene SBer- 
t^e iuldpt. 

Sa fann gejetgt werben/ baß bte Function unter ber erwd^nten 
SJoranafebung fic^ nic^t dnbert/ wenn man jebe brei beliebige ber m 
Oroßen unter etnanber i?ertaufd[)t/ woraua bann ber ju beweifenbe 0a| 
fogleic^ folgt. 3u biefem Snbe bejei^ine man bie brei ©roßeu/ welche 
man in baa 2(uge faffen witi / burc^ x« / x, / X3 ; bie übrigen burd^ 

X4/ X5 :c. unb bie Function felbfl burcb ^(x,/ x,/ X3/ x^ ). 

Serner fq) p eine ^rirnjabl / welche nicbt größer ijl ala m / aber gr(« 
fer ala bie 2(nia|^t ber oerf4)iebenen SBert^e/ bie wx^ 9 (x^/ x^/ Xg/ 
X4 • • • .) burc^ baa ^ermuttren ^m Xj / x^/ x,/ x« :c. entfpringen. 
SRan oertaufcbe bie p ©roßen x,/ x^/ X3/ X4/ X5 • .. Xp.,/ Xp fo 
anter etnanber / baß jebe f olgenbe berfelben an bie @telle ber oor^er« 
gebenbeu/ unb bie erfle m bie ®teOe ber U^en rutft. Sa fep ber Wi* 
fdnglid^e !EBert^ ber vorgelegten Function es 9/ unb ber nac^ biefer 
93ertattf(^ung %ioxi ftnbenbe =3 9^. X)urc^ biefelbe ^ertaufc^ung Idßt 
ftc^ aua>2 ein neuer fSSert^ 93/ nnb aua biefem 94 ableiten/ tt. f. w« 
9Ratt ^at ^'er 
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9l ^^^ ^C'^i^ Xj^ »3^ X4/ X5 • • • • Jp^xf Xp)/ 

9% =^ 9(^1/ ^3/ ^4f ^Sf Xj • • . . Xp/ X,)/ 

93 = 9(^3/ ^^4/ ^5/ **/ ^7 • • • • *ir ^2)/ 

94 = 9(5^4/ *5/ ^6/ *7/ *8 • • • • *a/ ^s)/ 
• ••••«««••••• ••••••«••••#••4 

.9p— i =5 9(xp-_,, Xp^ Xj/ Xj, Xj . . . Xp.^/ Xp_«)/ 
9p = 9('p / *!/ **/ »3/ X4 • . . Xp— t, Xp— 0/ 

9pti == 9(^1/ '*/ ^3/ 3t4, X5 . . • Xp-.,, Xp)' 

I 

alfö 9p^, = 9,, woraud <p^^=s^i, f^^^ssf^ u. f»./ unb alU 
gemetn/ ivenn q/ r)>oftttDe ganjeSa^I^n bedeuten/ ^p^^rssf, folgt 
Z)a bie Function / oon bcc ^ter bie 9tebe t{i/ loeniger a(d p 9er« 
fc^ieben^ SBert^e ^aben foH/ \o muffen unter ben p SQSert^en 

9i/ 9i/ 93< 94 • • • 9p— 1^ 9p 
mniQ^ten^ jipet tbentifc^e oorfommen. ®ie fepen 9» unb.9]» • @e|t 
tnau/ unter ber 21nna^me b>a/ ber £urje wegen b — assc,^ fi> ent- 
fielt ofenbar 9« ^ « aua 91 na^ bemfelben ®efe^e/ nadf welchem 9b au$ 
9a gebilbet lotrb/ unb ha bieSIeic^ung 9, s=s 91» fic^ auf bie^orm ber 
Function 9(xi/ x^/ x, . • . :c.) grünbet/ fo ifl uot^n^enbig 9i=s9«te/ 
alfo überhaupt 

9i = 9>+« = 9«+»o = 9i+3c = K. 
Da c<;p unb p eine ^rimja^I tfl/ fo fann l^tne ber p — 1 B^^^tn 
c, 2C/ 3c, 4c ... . (p — a)c/ (p — i)c burcft p o^ne JÄejl ge* 
t^etlt werben ; auc^ ftnb bte 9tefle berfelben oon einanber oerfdS^teben/ 
wetTfonfl bte SDiferenj {weier biefer Säulen / welche felbfl in \>\t 9lei^e 
berfelOen gehört/ burc^ p t^eilbar wdre: ba^er gibt ed unter ben ge« 
nannte;; .^a^Ien gewiß eine/ welcbe burc^ p get^eilt Vit (Sin^ett jum 
SRefle lupt. M?ennen wir biefe 3a^I h c / fo ^aben wir / ba biefelbe un« 
ter ber $ori.t pq-|" ^ vorgefleat werben Fanu/ 9»f ke ^^ 9pqV« = 9^f 
alfo wegen 9» = 9.+ho aucb 9i = 92« 

?Uertaiifcf)e.. iuir ia 9ji = 9(xj, X3, x^, X5, x^ . . • Xp , x,) 
bte baff^Ibfi oorfummenben ©rofen x^, x,, X4 tc. «fo unter einanber^ 
ia^ bie jweite berfv'IOcn in \>\t ®teDe ber er)!en , bie (e^te in bie ©teOc 
ber gvt^eiten f bie er jlc ia ^xc Stelle ber britten tritt/ unb oon ben libri« 
gen jebe oorawge()cu^e bie Stelle ber nac^foFgenben erfiatt/ woburc^ 
9t in 0=9 (X3, xj, Xj, X4, X5 .w . Xp-, / Xp) übergebt; fo fann 
auf biefelbe Hxi uie oben bie ©leic^nng 9^ =3 erwiefen werben. €0 

f 



tfl alfo ani) 91=3^. 93etglet^t man 91 mit ^/ fo fielet man/ bap 
^ter Mof bteL@r(fen 3^^/ x^^/ X3 unter etnanber i^re Stellen gemec^« 
feit ^oben. Settet man aui^ ^ etmh ttetten ißert^ Mrr vorgeleglte^t gunc^ 
don nac^ birmfe|ben ®efe^e alr/ mu^. weh^em .^ aud 9itnt\fxin^ri^ 
^t man 

V(^i/ X,, X3, X4, :c.) B=s 9(x3, xj./ X», x^, tc.) 

= 9(^2/ X3, X,, x^^ :c,). * 

Sd it)trb atfo btefe Function ntc^t gednbert/ ivenn man biret b(r 
liebtge ber tn i^r erfd^einenben m (Stoßen/ wicx^, x^/ X3 unter ein« 
anber oerwec^felt. HUein jehe 93ertaufcf)ung bVeier ©rößen tfl aiid jwet 
auf etnanber folgenben 93ertaaf4)ungen jweiec ©trogen '^ufammengef^^t'^ 
erletbe) alfo ber SBert^ ber Function bur(^ 9SertaufcJ}unä imiet ®r6* 
fen eine itnberung / fo {lent etfte barauf fofgenbe Siertat^ctyung jiveier 
®rof en ben uorigen SE3ertl^ wieber ^er / fo b(i0 bie Function bef jeber 
beliebigen ^ermutation t^rer Tropen/ weUi)e im (3runbe tittthltfi 
@ucce{Tton oon 93envec^Mungen ^tm ®r(pen ift, ^ö^flenS imi oer« 
fc^'ebene äSert^e annimmt* 
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(Sieben unt> iwanhi^^t ^orlefüng. 

Über ^iriig« fp^cieUeiranöformatloneri t)et ®Iei- 
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'bfd^on nion mit ber ttt ber t^or^erge^enben QSorlefung {nt 
Srandforniotton ber ©leiddungen t^orgettpgenen SRet^obe in iebem de« 
^ebenen S.aQ^ aueretd^t / fo fann bo^ tie Stec^nung mit ^ülfe befon^ 
berer Jtunfigriffe bebeutenb abgefurit loerben. golgenbe $Betf{)ie(e; 
ivelcbe bie ftcb am ^duftgflen borbieteaben Sranaformattonen ber ®Iei« 
jungen barfletlen ^ werben hierüber n^leren 2(uffc^Iuß geben» 

. h <Si U9 ^<^ ©Uic^ang 
(i) /(x) es Aox- 4. A,x— 4. A,x«^ +A,x»-» + . . . 

gegeben ; man foll an^ berfelben eine anbere ableiten / beren füutßn 
fiSmmtli^ um bie gegebene 3a^I a Heiner ftnb^ al6 bie SBurteln ber 
erfleren. 

aSejeicbnet man bie unbefannte®ro^e ber {u fuc^enben ©reid^ung 
burc^ j, fo tfl y=:x— a, folglicb x=y + a. ÜBirb biefer SSSertJ wn 
X in iU gegebene (9Ieicbung fubflituirt/ unb }ebe ^otenj beffelben mit« 
telfi be9 binomif^en Cebrfa^ed nad) ben fallenben ^otenjen oon 7 ent' 
n^tcfelt/ fo erb4It man bie tranaformirte ©leicbung 

(a) Uoy»+ü,y«-» +Ujiy«-» +üsy«-3+, • . + U„-, y+U»=o, 
lOobei üo =3 Ao/ U, SS m Aoa 4- A,; 

ü> e=s "5"!r"'? Aoaa + (m— OA^a + A,, 

^a"-; — :; 7— Aoa'-j-^ — — ^Aia»+(m-^a)A»a+Aj 

• •A«0 1«^ 

u. f. xo.f unb enblic^ 

U«s=s Ao a*4. Aja«-» + Aaa«-« -|- ^3*^""^+ • • • + ^•"-» •+ ^" ''*• 
@oIIen bie SBurjeln ber neuen ©leicbung um a großer feyn/ aß 

bie Sßurjeln ber gegebenen^ fo barf man nur in biefen %otmtln a mit 

bem entgegengefe^ten Seiten nebmen. 

Z)ad Sifbungdgefe^ ber Soefficienten ber tran6formtrten &Ui' 

c^ung wirb erftc^tlic^er , wenn man in obiger Ste(^nung bie Sntmicfe^ 



fang ber ^^tmien von y-f** ^*^ ^ teigwM |>otenien «oif j onr* 
nmtnt <9i(>t man ber. trantfforniieteii ®((ii^niig bw %ovn 

fr jetgt j!(^ 

Y^=3« AoÄ"-« + (m— A, a"-* + ("*—*) ^* •""^ 

-|"(™ — 3) A^a"— ^-{^••-f-Am— 1/ 
Y2=5m(m — 1) Aoa"— » -|- (in--i)(m — 2) Aja--^ 

4" (m— 2) (m— 3) Ajt a""-< + tc. / 
T3=sm(m — i)(m— 2) Aöa»--3 + (m— i)(m~a)(ni— 3) A,a«-4 

4-(m— 2)(iii— 3)(m— 4) Aja«-s + IC'. 
tt. f. »./ 
V«-i «= m (m— 1) (m— 2) (m— 3) • . 4. 3 • 2 A« a 

-|-(°^ — (ro — 2) (m — 3) (m— 4) . . • • 3 . 2 • 1 A| / 
VmB m (m — i)(m — 2)(in — 3) . • • . 3.2. 1 Ao/ 

>. p. e« tfl Vo =/(«)5 wnb Döit ben übrigen (Eo^tenten V»/ V»/ 
Ts • • • • entfielt jeber au^ bem t^m ttdc^fl Dor^rge^enben / Mnn 
tnan jebed ©Heb btefed leiteten mit bem batin erfc^einenben (ixpontn» 
fen ooft a mnltifXicitti titib ^ertioc^ btefen Sx)H>nenten um eine Sinket! 
verringere« 

Sie fd eben erfldrte Transformation fann gebraucht werben^ um 
au6 einer gegebenen ©lei^iung eine anbere abiuleiten f in xotl^et ein 
befiimmted'®Iieb fe^It. ^oU i. S3. in ber ®feicf)ung (2) bad imeite 
Olteb fehlen/ fo muß a fo getod^It werben^ baß ber Soeffictent U^ oer« 

fc^ivinbetf man muß bemnac^ a c=s — — j-^ fe^en. 

aBoffteman aus bot trdnaformirten Oleit^nng (2) ba6 britte ®Ifeb 
f^di^^ff^^f f^ nifißte iT ber ®(ei(^ung 

'ü? "^^ AoA'^ + (m — .OAja -f- A^ = o 

2 

®€n% leiflen.. £icß fann im 2(IIgemeinen auf )tt^eifa(^e Titt gefc^e« 
$en/ loiil bie angeführte quabratifd^e ©(eic^ung {wet 8&ur(e(n iuldßt. 
Z>a aber btefe SBurjeln nid^t ieberjett reeO (tnb/ fo oerfc^afft bie. er« 
lod^nte Transformation in ber S^'eorie ber ©leic^ungen feinen u^efent- 
lic^n fflu^tn, unb tfl ba^er nid)t im ®ebcauc()e. 

2)ie Stigung be^ r^^" ©liebe« ber trandformirten ©letc^ung ^dngt^ 
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wit ati9 btn oiigeti %mntln iu erfe^tft/ i! 

©leic^ung brt (r— a)^» ®rabe*«fc. » • 't 

IL Snati foU auö ber ©let^uns , ... 

(ine anbete f nben / beten SButjeln enffle^en / wenn man fitie bec gf 
Q^inm ©tetc^ung fdmtntli^ mt^ einem an vetönbeil^en^dctor'fritittl« 
tiplicitt. ' ■ ■ • i 

^ellt man bie unUf mntt ®rdpe ber seforbetten ©letc^uns bnrc^ 

y Dor/ fo ijl 7 =5 ax, folgltc^ x = -.. SBirb biefet 2(u6brucf tu 

ih ®U\d)nttQ (i) eingeführt/ fo er^dlt ni4n 

f:iZ_ + :^il — + iilj 1- ^il— _+... + A.=so, 

a a a a 

I - . • — 

■ 

unb ^ierau# / 

(4) Aoy" + Ajay"-»^ Aja^y"-« + Aaa^y«-^ -j..^ . . . 

. . . 4 -f- Am af" BS» O/. 

D)eld^e ©letd^ung bte ^erlangte (£fgenf(^aft beft^t, 0te entfielt ana 
ber gegebenen (i)/ wenn man bte ©tieber berfelben^ ber SKet^e na^/ 
mit bell ©Itebern ber geometrtf4)eii ^rogrefpon i / a / a^ , a^ / • . • . a* 
tnulttpitctrt / unb x mit y oertaufd^t Slur mu^ man Sterbet fiir iebed 
etn^a fe^Ienbe ©Iteo ber ©letd|^ung (i) auc^ -baf correfppnbirenbe ©Ueb 
ber ^rogreffton iveglaffem 

, @inb bte Soefftcienten ber ^atenjen ber nnbefonnten ®rp|e in 
ber ©(etc^ung (i) ^an^t S^^Ien/ unb t(l be^ erfle berfelben Ao opn 
ber din^eit Derfc^tebeu/ fo läßt ftc^ bie tranC^farmtrte©(etd^ung (4) im- 
mer fo etnrtd^ten / \>a$ i^r ^rfted ©Itcb bte Stn^ett / unb t^re f olgenben 
©Heber ganje Ballen {u (Soefftcienten er^Iteiu. - Stimmt mm ittfmli(^ 
asaAo/ fo werben aUe ©lieber ber ©leic^ujig (4) bMrc(^ Ao i^etlbar/ 
unb fte ge^t in 

y- + A,y— + AoA,y»->+A:A3y--3 4.....: + Ar"A„ = o 

liber. 3fl Ao eine jnfammeit^efe^f e 3a|^I / b' ein Factor berfef 6e)t/ unb 
finb bie (Söefficienten A^ ^ A^, A^, .... Ar-.« bejte^un^weife bnrd^ 

k'-«, k'-^ k'-3, . . . . k tjeilbar; fo ifl ed ^tnreic^enb a "** 
iu fe^en. 

Durc^ biefe Sranaformation fann üu^ eine ©(ei^^ung 
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x-4-^i*"^* + Aj X--» + A3 x«-3 -|- . , . -f. A„=5;.a> 
beren ^((^fira ®Iieb ratt Um Soejftctenten & crfdjietnt/ nnb in wtld^tt 
bu ganteit Saj^Ien A«/ A^/ A3 /<,..• A» beiir^ungdwetfe bte Sae« 

form k/ b^; k^/ . . . . k" enthalten/ oaeinfac^t merben^ menn man 

. ■» 

a =3 j fepn laßt. 

III. 2>w @uf»|titutt0nen x äs — y, x «== -/ x «3 ^jr n. 

b. gl. flirren eben fo auf trandformirte ©letdiungen/ b'eren SSBiirieln 
bte negattoen/ bie uclpxöUn SBert^e/ bte Ouabrate ber SBurjeln ber 
gegebenen ©(etc^ung ü. b. g(. finb. SBir uberläffcn bte weitere SSe^anb^ 
lung biffer 2(ufgabrn bem gleite unferer Sefer. 

lY. 00(1 au^ ber ©leidS^ung 

(5) X« + A, X»-' + AiX«-» + A3X»-* + + A« = o 

eine anbere abgeleitet tt»er^en / beren fEBtir)eIn bie^ununen }e (weier 
ber ffiuriclii Ut erjlcrv'.. fi^^/ fo JV9 

(6) r + ü.y— + U»r-' -r ü^y-3 + . .. , + U. =r o 
bte «verlangte Cleic'ung. 

Da flO :?ie m JSBurjcI;! ter OleiAung (5) auf ""^"""'^ gerfc^ie»^ 

bene 2(rten (u {weieu {ufanmieiiilelfea laffen / fo muß ber Orbnnngtf^ 

ejrponent ber Sleic^ung (6) no: Ji(i(> n es " """'. fe9n. 

ferner if^ / L^easi r etiie ganje ^^oflttoe 3a^( an jetgt : 

. • . . + r ff-» X + $' . 

9}?an fe^e |^ier jlatt £ uacf^ iinb nac!) jebe ber SBurjeln ber ©fet^ 
c^ung (5)/ welche wir x,/ x,, x, • • • Xm nennen wollen / unb ab« 
btre bie fid) ^ieburc^ ergebenben ©leic^ungen , fo ^at uian , Wenn man 
im 2((Igemeinen bie ®umme ber rf«» ^otenjen ber ©rdßen Xj/x^/ 
Z3^ • • . • Xai burc^ Sr oorftellt t 

(x.+ x,)' + («+«.)' + (^ + ^s)' + • . . + (^ + ««)' = 
« X' + r8,x^-» + '±111 S,X^- >l- r(r-,0(r--.) 3,,^ 

e4ßt war. in blefer ®Ieid;i:;;g bie ®roße x nac^ unb na^ iebe 
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ber ABurjeTn x« / x^ / x, > • ^ « x« bebenten/ ttnb abbtrt man aUt etn« 
jeln^n SKefuItote / fo ergibt ftc^ : 

a* 6r + a [(X, 4.XO' + (x,+x3y + . . . + (X1+X3)' + '.•] = 



a=s mSr '4- rS, Sr— 1 -4 S^Sr^« -4- -—S3Sr— 3 -}-••• 

• • • "^ r Sy.»i Sr "^ n Sr * 

3m {weiten Steile bieffr®let4iung ftnb bie beiben fu^etflen ©lif 
ber unb alle Don biefen gleidl^ weit abfle^enben einanber gleich ; ba^r 
er^It man nac^ berrid^teUr ^Ciotflon ber ganjen ®Uid)unQ intd) a : 

(7) ('.+xO' Hr (x. +X3)- + . , . + (x^+x,y + . . . = 
SS (m — 3^-0 Sr + rS, Sr-, +Ii^ S^Sr— 

1 « 3 

r(r— i)Cr— a) ^ « .^ 

iDer 8|ei( regtet ^nb be< ©(eid^^ett^jeicf^ena eobigt ftd^ mit 

^ r(r— i)(r — 2) . . . ^^ + i^* 

9 

ibenn x eine gerabe 3a$I tfi/ unb mit 

r(r-.i)(r^a) . .. (^^) 

r r_^ S y, S^j^, 

1 • a • 3 • • • • • ' '■ • • 

menn r ungerabe ifl. 

Z)er £$ei( linfer ^anb bed ©leid^l^eit^ieic^end ifl bie @umme ber 
T^tn ^otenjen ber SBurjeln ber tranöfprrairten ®Ieicl[)ung (6); ti taf* 
fen fid) ba^er bie (Summen ber ^otenjen ber SBurjeln ber ©lei^nng 
(6) M$ jenen^ber ^otenjen ber SEBurjeln ber ©ieic^ung (5) berechnen. 

fSeteic^net mon bie @umme 

(^i+3c,)' + (*i + »3)' +„ h (^a+^s): + 

ber ^urje wegen b.urc^ ^r / fo ^at man / ber gormel (7) iufofge/ iü9' 
befonbere : 

^, = (m — i)S, 
:^^ = (m— a) S, + S: 
(8) . -^s = («n — 4)S3 + 3S,S, 

* -2; = (m — 8) 8^4-48183 + 3S: 
:2i = (m— 16)8^ ^68,844- 108» 8, 

u. f. m. 
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S>k ßumrntn 6| / 8, / 8, / 84 / ic. .(lob mitttlft Ut in ^er f4iif 
unb iwaniigßen SSorlefutig.g^fnnbenen Sotmeln bitrc^^ bie Cpefficieatea 
A,/ A2/ A3/ A4/ tc. ber ©leidl^ung (6).gcge(fcni ^at man nun m^ 
J^nlfe ber gormein (8) btr ®vb$tn s^, s^, S^, 2^, tc. bered)netf 
fp er^äU man/ loie man letc^t fii^t/ bte tn ber S^age fle^enben Soef« 
ffctenten V^, \}^, U,/ U4/ tc. ber ®(etd^uug (6) ebenfall« mtttelfl ber 
am angeführten Orte aufgehellten %Qtxai\n (8). • 

y. 3(uf biefelbe Uti fann aud ber ©(ei^iung 
(5) X» -f A, x«-« + AiX*»~* -|- AaX«-^ -|- . 4 . . 4- A« c= o .. 

etne anbere abgeleitet iverberi / beren SBurjeln-bte Sifferenjen je ^XH\tt 
ber SSBurgeln ber gegebenen ®Ieid|^ung ftnb. 

Sa iebe SSBurjel ber ©fetc^ng (5) injeb^r biefer 2)ifferen{eii 
fomo^( ald SRinuenbu«/ wie au(^ *al6 0ubtra$enbu6 erfc^einen fann^ 
fo iß bie 2(nia^I aller möglichen Siifferenjea bo|>{>eU fo gro|/ a(« bi^ 
2(ni(^I aller }(mbeu ber 3Burie(n. Z)er @rab ber tran«formirten Qltxß 
c^ung ifl bemitac^ =5 m (m <— 1 )• 

Z)te envd^nten 2)ifferenien ftnb paanveife einanber gleid) unb 
^ntgfgengjtfe^t ) begeic^uen loir iba^er burc^ xi unb x« (mei SBurtebi 
ber ©(eic^ung (5)^ unb burc^ y bie Unbefannte ber trandfc^mirten 
f&Uii^ViQ , fo tfi ber erjle V^W berfelben burc^ 

[y — («i — 3t»)] |> — (xi ~ xO] ÄS y» w (r, — X,)* 

t^etlbar. 

Sin ©leic^ed gilt uon jeber anberen Kombination ber Sßurjeln ber 
®feid)ung (5) ; ba^er tfl ber erße V^vX ber rran«formtrten ©leidl^ung 
ein g>rob«ct von gactoren oon ber gorra y* — (x, — Xj)», unb b^ß^alb 
fommen in biefer le^tcrn ®(eid)utig feine ©lieber oor/ in ivetd^en bte 
unbefannte ®roße y mit ungeraben Sjrponenten ocrfe^en ifl. 

0e^t man alfo ^ T'^V ss a unb y^ =s z^ fo fann man ber 
trandformirten ©(eic^ung bie gornt 

(9) «• + V, 2— -f Va2— *+V3 2— 5 + ....-|.V.-, 2+ V. «3 O 

geben/ mobei ea nur me^r auf bie S3ef)immuttg ber (Eoefficienten 

Vi/ Vi/ V3 • . 4 Vb anfommt. 

Die SBurjeln ber ©leic^ung (9) ftnb bie Cluabrate ber Differenz 
{en berSEBurgeln ber gegebenen ©(ei^ung (S); unfere2(ufgab(ifi bem« 
nnc^ gelöjl / wenn wir {eigen/ wie bie ^oten^en ber Surjeln ber ®(et« 
^nng (9) wi ben ^oten^en ber SBurjeln ber ®Ieic(|ung (5) bertc^net 






= x^-rgx^-'+-^l--:-:g^xr-^«.-^ ,: ■ ",;^ r^-^ + >->tC,. 
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W^tb^tt ; benn Untere g>of«ijei! loffert fl^l ««* *^tt Soeffictenten'ber ge* 
^ebenen ©letc^nng flnUtt/ unb bie erflereu t>er^elfen foglet^ ju ben 
C&otfjtctmten ber g^f()tberren ®Iei(^ung. 
'®e^t man in ber ©leic^ung 

. - (^ — D' = , 

r(r— 1)_ , • r(r— OCr— ^) 
— :— t X' ■ .-TT . ' ' ' ♦> 
a * 1- . » , d 

ivorin r eüie ganje fiofittve 3a^( bebeitfet/ ftatt $ nad^ unb nac^ jebe 
ber SBurjefn ber ©leic^niig (5)/namrt(^ x, > x^/ x, • .'. x»; obbtrt 
man fobann alle einicIne.iKefuItate^ unb li$t man x tu ber er|ia(tetieti 
®umme nad^ unb nac^ jebe ber ®r^ßen x^/ x^/ x,. . . x« bjrbeu« 
teu/ fa ^at man^^wnn man Dte iSrgebuiJTe btefer ®ubfKtutton aber« 
jital ta ein«/@umme iufamnienite^t: 

(lo) (x,— x^)' + (x,-.X3)' + • . . + (xi— Xi)' + (»1—^3)' + • • • 

c= mSr : — r5tSr--, 4r 8^8,—« — — 5 — SaSr-^s-j-ic.^ 

wobei im 2(0demetnen - S, bt> ®nmm# x' + xj--j- *8 + • • • + *m 
vcrjlefft. 

3fl r ungerabe/ fo iDerben betbe X^tiU ber ©Teilung (10) e=:o. 

.3fl aber r üne ^abe 3a^/ s=9p/ fo wtrb/ ivenn JS*; bte 
0umnw ber p^^" $oten jen ber SBurjeln ber ®Uid)unQ (9) anjetgt/ ber 
erfieS^eil in (10) s= 2;^", ; man er^db bemnac^/ wenn man bebenft/ 
bag im jiDetten Steile ber®leicbung (to) baöerfle unb ba^ le^te ®iteb/ 
\m üud) bte ^on benfelben gleich weit entfernten ©lieber übereinfüiii'' 
mtn / unb bafelbfl ein mittlere^ ©lieb oor^anben ifl : 

^f =3 m 8«p — fl p Sj S,p^i -{- ■ Sji Ssp_s — . . • / 

j. " gp(i»p— i)(ap— a)...(p + i> .« . j 

i 5 1 . a . ä . . , . p • (^'^ ; 

£)ie Differenjen ber SSSurjeln einer ©leic^ung werben nic^t ge jh^ 
bettf wenn man aOe SBur^eln berfefben um glei^ oiel wac^fen ober 
abnehmen Idft; man fann baber aud ber gegebenen ©Ieic()ung ba^ 
jweite ©lieb wegfd^affen/ unb bie Stecbnung in IBejug auf bie tran^ 
fprmirte ©leic^ung oorne^meu/ woburcl) bie Operation vereinfacht wirb* 
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übet bte SSere^nung beö SDert^eö einer beltebU 

gen Function ber SDurjeln einer ©leic^uitg/ tpenn 

ber SS8«rt^ einer anberen Function biefer 

. aCBurjeln gegeben ifl. 



jr 



e. 



'M 



a 



fepen y.unb z ^i^et belfe^i^e Sunctjonen bei: ^Sßurjeln 
x«/ z^/ X5 • * • Zm einer , ©Uic^uog 

meldte bet oRen gegeiifeitigen 93ertauf<f)uttgen ^tefer SBnrjern/ mit 
{RüdfK^e auf bie in i^rer ^otm ttwa Kegenbe 93ielbeuttgf ei( / bte %ou 
menmert^e 

• Jtf 7%f 73/ 74 • • • • • • •■ 

^1/ «a/ »3/ «♦•.•... 

barbieten mSgen; fo fann/ wenn einer berfßerf^e )>on j/ j. %. j^ ge« 
geben ift/ jeber ber 8Bert^e*^9on s^ j. IB. «« enttveber unmittelbar be« 
rennet ^ ober bod^ auf eine aufjuISfen^e ©letd^nng juritcf geführt wer 
ben. S>ief (u (eigen tfl ber ©egenfianb gegenwärtiger S^orlefung. 

Slebmen »ir erfHid^ an / bte Suncttpnen j unb « feyen betbe ra 
tional/ bamtt feine 93ie(beatig(eit berfelben in S5etracf)tuitg fomme^ 
laffen wir ferner ben gegebenen S9E[ert^ ji unb ben {u fucbenben Zx tn 
SBeiug auf bie ^ernuitationen ber i^nen {um ©runbe liegenben Sßur« 
(ein X|/ x^/ X3 . . . • gleichartig/ b. ^. fo befc^nfen fepn/ ^af 
ieber biefer. jwei SBert^e burc^ biefelben 93ertaufc(^ungen ber genannten 
f^urjeln ftd) änbere/ burc^ weld^e ber anbere gednbert wirb/ unb 
burc^ biefelbcn S3ertaufc^ungen feine änberung erfahre/ welche auf ben 
anbern feineu Einfluß ausüben. Srfc^eint nun bie ^tinction 7 bei al« 

len ^erntufationen oon x«/ x^/ xj unter ben n verfc^tebenen 

gormen 

71/72/73/ 7« / 

fo wirb auc^ bie Function z bloß n formen 

*1 / ^ / 's / *n 

gittaffen. X)ie festeren formen fepen fo georbnet / baß fte ben erfieren 
gliebweife correfponbiren / b. ^. z» entfiele au« z, biirc^ baff^Ibe 93er« 
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tauf^ungdgefe^/ m^ meiern 7« ant jt enffpritigt ; ein Oleid^S gelte 
90R 73 und zs tn Sejug auf 7« unb Zi / tt. f. m« 

}(De$ biefed ooranagefe^C/ finb bte n gunctionen 

Ej 4* «» + «3 + • • • • + z« = Ho ' 
fi^i + 7aa2 + J^*s + • • • ^ + 7* *■ *== H| 

. V yl«t' + yUi + 73^3 + ••..+ 7! ««== H» 

y?«i H- y»»i + y3^3 + •••• + yJ «■ = h. 



jT' «1 + 7J"' «» + yS"' «3 + • • • + y»"" «« = HiH-i f 

ivenn man bte mit 7 unb z bejeic^nefen @r6ßen fdmmtUc^ burc^ bie 

fiBurjeln Xi/ x^/ xg x„ bec ®(et(^n0(i) auebriicft/ tn 95e^ 

iMg <^uf biefe SBurjeln f^mmetrtfc^ / bemi bei aOeo gegenfeitt gen 93er' 
taufc^ungen ber etwi^titen SBurjefn bleiben bte einjelnen ©lieber ber 
obigen SttncHonen t^eilö ungednbertr t^eild ge^en fte wed^felioeife in 
einanber über : man fann bemnac^ H«/ Hi/ H^r H,/ • . « . H»_, 
auö ben (Soefftcienten ber (gleic^ung (1) na<^' ben gormeln ber fünf 
unb iwanjigjlen S3orIefung berechnen. 

SD?an bilbe bte ®Ieici[|ung/ welcher bie äBurjeln 7s/ 72/ 73/ * •• 7» 
geboren. @ie fep 

(3) 7» + B,7»-« + B,7»— + B37— 3 4..,.+Bn-..7 + B.=5 o. 

2)ie d^oefticienten B«^ B^^ B^/ • • « B. ffnb fpmmetrtfd^e Sunc 
ttonen oon x^/ r,/ x,/ • • • x„^ folglid^ but<^ bie Soefietenten ter 
®tei(^iing (1) angebbar. 2)a ber SBert^ i^on 7i befannt iß/ t^eile man 
bie ©leic^ung (3) burc^ ben SSurjelfactor j^^jt^ Ser Ctuotient/ »eU 
c^n wir bnrc^ 

(4) 7*-' + Ci7"- + Ciy"'^^ + C37— < + ...+C.-..7+C.-.=^o 
anbeut<n tvoUeu/ erf^eint ald eine ®(eic()ung/ n)el^er bieSSBurjeln 
72/ 78/ 74/ « • • 7» {urommen/ unb beß^alb wirb ber erfle ^eil 
berfelben auf SIuD rebucirt/ wenn man eine ber ©ropen 7«/ 7^/ 

74/ • • • y« ftott y fr&^ 

SRuItipTicirt man bie ©lei^ungen (2) von oben ^erab bejte|^ung6« 
weife mit Ca-, / Cn-w Cn-3/ . . . Cg, C^, C, , wobei alfo bie le^te 
©leic^ung feinen SD?uItiptfcator erhalt/ unb oereintget man fobann bte 
einjelnen ^robucte burc^ ^(bbition / fo oerfc^winben ber ©letd^ung (4) 
jufolge alle mit zz, t^, . . * zn verfe^enen ©lieber ber 0umm^ nnb 
e» bleibt 
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(yf + C.yf^ + Cjyr' + + C—y, + C—.)«, = 

CS Ho Cn— t -f- Hj Cb^s -j- Hj Ca— 3 -j- • . • -f- Hn— « C| -j-» Ha—i f 

worauf 

K C„-» + H, C„^, + II, C._3 + . . . + H„_, C. + H„_, 
(5) Äj = -z — : • 

rr + Ci yr ' + c» yr' +.••• + c«^. y* + Ca-, 

folgt, ©tefe %9xvm\ brurft l^ert SBert^ uott z, btird[| trftjitnte ®r6f«n 
aad f unb j^eUe bemnac^ bi^ 2(uflöfang ber oorgrlegten Tfufgabe bar. 

®an funn ber formet (5)>ini^ anbere @efh(t geben/ wenn man 
We Cwffictentet! Cj , C,, C3 . . •Ca-, anf iehe ber ®Ieic|)una (3) 
jururf fü^rt. (^ iil ndmltc^ ben Sornteln gemdß / n^eld^e tt^ir in ber 
tret nnb iwanifgflen 93orIefung gegeben ^aben : - ' 

C^ = y\ + B,y, + B, 

Cs = y! + B,y: + B^y, + B, 



ba^/ menn man ber J(iiv|e liegen 

Ho SS Kq 

HoBj -J- Hl CS K, 
HoBj -|- HfB| -{* Hji ea K» 
WH0B3 + H,B, + H,B, + H3 = H, 



Ho B»-r + H, Ba«, + H»Bn-^ + .. . .+Ha-^ Bi+Ha-.BaKa-» 

fe^t: 

Ho Ca — I -p Hj Ca— t "^ H2 Ca— 3 "p • ♦ •, • "t" Ha—» C| -f- Ha— i **S 



I •"* 
f • • 



=3 K,y:- + K.yr* jh K.y?-» + + B_y. + K._. 

Seni(| ftnbet man. 

yr* + C.yr* + c^yr* + + c.-.y» + C- 

« nyr* + (n — ») B. y?- + (n — a) B, y?-» + . 

.... 4- s Ba— • y, -f- Bii_i ; 

(7) «. =» 

Koyr'+ K»yr*+ K^yr^+'-'+ K— .y'+"— >. 

"" «yr'+(n-')B,y:— +(n-a)B,7--' + ...+ iB._y» + B^ 
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SyieS^rmrl (5) ober (7) tft nur bunii utibtani^hatf loetin t^r 
{Renner/ ber ))artifuldren SBert^e kDegen/ welche bie^in bentfelben nor- 
l^anbenen @ro^en in einem fpecieDen Salle beft^en / fic^ auf SRun rebn« 
tittf wobei/ weilz« feinet unenblic^en SSBacbfend fd^ig tji/ ott(^ ber 

Sanier oerfc^winbet / unb^ biefe Sormel ben unbeßimmten 2(udbru<f - 

borbtetef. X>tt eriod^nte Stenner tfl aber bad Stefnltat/ loelc^ed anft 
bem erflen S^ei(e ber ©(ei^ung (4) entf^ingt/ loenn man bofelbftj« 
{lattyfebt; ed mu( alfo/ loenn biefer Slenner oerfc^minbet / jt eine 
SQBurjel ber ®(eid[|ung (4) fe^n/ woraua er^eOet/ ba^ yt in btefem 
SaOe einer ober einigen ber ©roßen 72/ 7sf 74 • • • 7« d^eic^ ift, ha 
bie ©(eid^ung (4) bloß Untere ©röpen ju aBurjeln ^at (£d tritt alfo 
ber befpro(^ene SaQ nur bann ein/ n^enn 7» eine me^rfac^e fEBurjel ber 
©leit^ung (3) ifl. 

t>a ^ier einem unb berofelben fEBert^e oon 7 mehrere SBert^e oon 
B gehören/ ünb fein ©runb bor^anben if}/ loarum eine Sormel/ wie 
(5) ober (7)/ ben einen biefer SBert^e e^er M ben anberen geben 
fönte / fo muß matt ft^^ mit ber 2(uffud^nng ber ©leic^ung begnügen/ 
tt^elc^er aOe biefe SBertj^e oon s aU SBurfefn gehören, ^ieju gelangt 
man auf folgenbe Titu 

<Sd fep 7i eine rfad^ie ÜBur^el ber ©leid^ung (3)/ alfo biefe 
®Iei4)ung t>utd) (y— 71)' o^ne SSejl tjeflbar. 2)er öuotient, »eichet 
aua bicfer ^ioiflon ^eroorge^t/ fep 

(8) 7—' + D, 7— '-i + D, j^-^^ + + D«.^. 7 +D^,= o, 

wobei mir oorau«fe|en , baß bemfelben bie SBSursel 7, nid^t entfpret^e. 
f^eie4(^nen mir bie SSBurjeln ber ©(eic^ung (3) / me[(be ber 7^ gletc^ 
fommen/ burc^ 7»/ 73/ 74 • • • • 7^ / «"b bie baoon oerfc^iebenen 
bur4) 7, + ,/ y,^.,, .... 7a / fo (äffen jic^i bie n— r+i erflen bet 
Gleichungen (2) / oon meieren bloß aOein mir pier ®ebr/u(|| mac^en^ 
fo oorfieHen: ^ 

«i + «2 + «s+-.«. + «, + «»+!+•••+ «h — H* 

7i(«i + «i + «5 + --.- + «,) + 7r+, ^+,+•••+7. «, = H^ 
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• 

^uUiplicixt man bufe ®M^nnQttif bte U^U Mt^tnommtn, Ut 
Steige nac^ mit D«.t, D..,..^,; 0.^,^^/ • • . • D,/ D^/ Du unb 
obbtrt man fie fobami/ fo ftnbet man mitSerdcffid^tigung bed Umflan« 
be^/ bap jri-i / yr4t / 7tf a • • • 7« bie SBurjeln ber ® (eic^ung (8) (tnb : 

X («I + «2 + • • . + «r> 

Airo 

(lO) S| + 'ft + 's + * * ^ + *' "=^ 

yr' + '>x y?^""' + 1>^ yr'"^ + . • . +i>^.-. y» + p^. * 

2Cuf bufe Htt ftnbet man bie @amm€ aOer SBert^e ber Sunction 
K/ tiHld)t Um SBert^e yi ber Sunctton y correfponbtren, ^affelba 
9}erfa$ren gibt / wenn man in ben ®(et(^ttngen (9) fiatt ber Ortpen 
^t / Sf ^ zs ^ • • • ^ i^ jClnabraf e/ ober i^re Aiirfel / ober t^re vier' 

Uli ^otenjen fe^t n. f. m./ ben Sertj^ oon s*4~'«+2s4****+'r/ 

ober oon ai+B.+«3+»»-+*T^ ober wn »;-f*«;-J**a+*««+*» 
n. f. T». ^at man bie SSert^e ber Summen ber r erflen ^^otenjen ber 
©ropen Cs / St / 23 / • • • 'r bered^net f fo ergeben fid^ baraud had^ 
ben gormein ber fünf unb {toanjigflen 93orlefung bie Coefftcienten ber 
®(eic^ung/ n^elcbe bie SrSpen e^^ z»; s^/ • • . Sr ju SBurjeln ^at. 

Um bie €oefftcienten D,/ D^^ Ds^ • • • « D.., aiif eine be» 
qneme Sßeife burc^ B«^ B^/ 69/ • • • • B. audiubrucfen ^ biotbire 
man ttfilid) bieSin^eit burc^ (y — j^y . SDtan fnbet bem in ber brei 
nnb iwanjigflen 93orIefung gelehrten 93erfA^ren gem4p 



(y---yi> 



, r(r+i)(r + a)..>(n^i ) .^r -■ , ^ 
"*" 1.1 . 3 ... (n-r)^' y + (y^y^K 

2>er 9tefl R ifl ein ^olpnom / in meld^em bie an beo ®röpe y 
^ftenben negatioen (Exponenten oon — »4*' — * angefangen bif — n 
fleigen. XU ®Jieli|er be6 bemfelben correfponbirenben Ctuotienten er» 
^&U man fogleiffv t»enn man bie ^otenj (j^jt)^^ nac^ bem bino* 
mifc^n Se^rfaffe entioicfelt. 

IS • 
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aWurttpItctrt mon nun *en erjIenSJeil berSIetc^nng (3) wie htm 

* 

cl^taen ^toabrucfe fiir : — i-r- / inUm man im g>roiucte qXU ©Heber/ 

worin y mit negotiöen Exponenten erf^etnt/ »egldßt/ fo ^at nan of* 
feni^or ben erflen ^^eil' ber .©leic^nnd (8) oor fid^. X>m jn Solge t fi 

Di » ry, + B, ' 

» * ; . * 

: r(r+i)(r+«)...(i-0 . n—» , r(rti)(r+a)...(ii-a) «__, ^^ 

+ rön— r— lyi 4" *^n— r. 

. . »ebei|f( ipan Mn, >flg «nfl^meia 

• , , TCr+i) , >-( i^+iKr+^) , •• r(r+i)(r4.«)...(r+p— i) 

* + 't 1 3 — + ••••"1 ä ^~~" *^^ 

, ■; . ». . a * i * a . 3 * * I . a .. 3 p 

(r+i)<r+2)(r+3)....(r + p) (r+p)(r+p--i). .. .( p+i) 
i»a*o p 1 . 2 r 

t(|t, wooon man jtc^ leicht uberjeugt, wenn man bie^otenjen (i— «)— ' 
unb*(i — z)"^'+*> iiad) ber SBinomialformel entwicfelt, biefelben in bte 
tbentifc^e ©leic^ung ^ 

ober (i—.2)-»(i4-z + a»+z»4-.. ..«.)■ e= (i--z)-('t>) 

fubflttutrf/ unb bte d^o(fficient<n oon zP bte{fett9 unb ieofeitö be9 
®l(i4)^(ttöiei^en9 l^trond^ebt : fo ergibt jlc^ 

yr' + D. jr*"' + D^yr^. + .... + D._^. 7. +D« ss 

+ <n— i)(n— 2)...(n— r)B,y:-^' 

+ (n — 3)(n— 3)...(n— r— i)B,yr*''4..... 

.••. + (r-fi)r(r— >).**3.aB^^,yt+r(r— i),,.a.iBa-r)5 

unb wenn man bie ©ropen Kq/ K^/ Kz) K,/ tc. ftt ber oben ge« 
brauchten SBebeutung nimmt: 
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='7:i73-^:(rrö((°-0(«-a)..;(«--r+.)K.y: 

4. („ _ a) (n ~ 3) . . . (n- r) H. yr- 
+ (n— 3)(B— 4)...(n-r— i)K,jr'^+.... 
. . ..+r (r— i) (r — a) ...3.3 H«_^_, y, ^(r— i)(r — 2).,.3.iKii_r). 

(11) B, -j< Zx 4~ ^3 ~f* ■ ' ■ ■ ~!~ ^ =^ 

(n-i)...(n-r+i)Koy^+(n-»)..,(n-r)K,y"-^'+..,+(r-i)...«.iK. 

■■ ■ r • — ^■^■^— i<»^ iii.ii ■■■ 11 ^ ■ ^ ■■■«■w ———————■■—,—«,, 

n...(n-r^i) . y"'"'+(n-i)...(n-r)Biy"""*— '+...+ r...a.iB^_^ 

@tnb bu Functionen ji tinb Z| bergeflalt ungleid|)artig/ baf ber^ 
felbeflßert^ von z mehreren SCBert^en oon y (ugletc^ {ug^^^rt/ aber 
jebem einzelnen 7 nur ein z entfpric^t/ fo fdnnen bie fo eben erfldrten 
9Ret^oben o^ne weitere 2(bdnberung angewenbet werben. Sorref))onbt« 
' ren aber ber gegebenen Sunction 7« mehrere SBert^e 99n a / j. $6. 
»1/ «2/ Z3/ • • - 2p / tt^A^ baraud erfannt mirb/ baß ^ermutatianen 
ber SBurjeln ber ©leic^ung (1)/ burc^ welche 7^ feine ^nberung er* 
fä^rt/ Zi in z^/ in zs^ u. in Zp umflolten/ fp f«nn bie Summe ber 
®ti$en Zi/ Z2/ Z3/ . • . Zp / ferner bie @umme i^rer 2(mben/ bie 
®umme i^rer Sern^n 2C. nad^ ben obigen S9?etl^oben bered^net werben/ 
ttnb man iil fomit im @tanbe bie (Sleic^ung.^eriufieQen/ weld^er bie 
@rdßen z^/ Zj^ Z3/ . • • Zp dt SBurjeln jum @runbe liegen* 

^er S<)II/ wenn bie Functionen 7 unb z irrationol ftnb/ erforbert 
fein befonbere« 93erfal^ren/ nur muß man bann biefe Functionen m 
jeber i^ter S6ebetttungen in bie Stec^nung einführen. 



F 
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9leun finb awanstdfle ^orlefund- 

aber bie UnmogUd^fett, t^oltftanbtgr algebratfi^e 

©leid^ungen t^on ^o^erett ©raben aU bem t>iertett 

burd^ gef(|)(offene ^ormetn auf^ulofen. 



SS$i, 



^abea in ben oor^erge^enbcR Siorlefungen rintge ^nfga* 
ben MB ber St^eorte ber ©leic^ungen betrachtete welche eine aOgemetne 
2(uf[6fung i»erflatten.«S^ tfl irn^ itoc^ ubrij^ t>oit bem iptcbttgflen in bte< 
fem Steile ber ^(nalpjtd ftc^ barbietenben Probleme ju [{»rechen/ nim» 
lieb oon ber 3(uflöfuitg einer vorgelegten aagemeinen ©letcbung irgcnb 
etnetf beliebigen ©rabed / ia$ ifl i>on ber Kuffinbung i^rer SSBurgeln. 

Xet einjige SBegf n^elcber {t(b jur 2fufIofung jeber ©(eic^ung 
barbietet / ifl bie Srandformation berfelben in eine anbere auflösbare/ 
i9obur4> man bie 93errbe gewijfer Sunctionen ber SBurjeln ber gegeben 
tien ©leic^ung Fennen lernt/ ünb hie SSerecbnung biefer SBurgeln aut 
ben genannten Functionen felbfl / ober bocb menigflend aud anberen 
'Sunctionen/ welcbe oon ben erjleren mittelst aufKöbarer ©bic^angen 
ab^dngen« 

Xtt 3toe(f einer allgemeinen TfufTofung jeber ©(ei^ung einei^ 
Dorgefcbriebenen. ©rabed ifl aber bie Sonflruction aDgemeiner Sormeln/ 
tt^eld^e bie Sßert^e ber Sßurjeln biefer ©leicbung unmittelbar burdb ge-* 
fonberte Functionen (oergt. erfle Siorlef.) ber Soefficienten ber einieb 
nen ^otenjen ber unbefannten ©rö^e barfleOen. 

S^e wir jebocb jur Jhtffucbung folcber Formeln [(breiten/ t{i e6 
nitbig/ über bie a)?dglicbfeit berfelben in baa Steine ju foramen. Fol-^ 
genbe SBetracbtungeu/ welcbe mir ben 93emübungen 9iuffint*9 oer« 
banfeu/ werben und hierüber 2(uff(blup geben« 

<Sa fe9 

<i) x« + Ai *"""* + A^x«-^ + Aj x*»-^ -f « « . • 4" A» '^^ ^ 

eine ©leicbnng oom mt*« ©rabe mit ber unbefannten ©r5$e x / tn wtU 

d^er bie Coefftcienten«A|/ ^2/ A,/ . . «Am feine beflimmten nume«. 

rtfeben Sßertbe beft^eu / unb oon einanber gdnjlicb unabhängig ftnb ; 

ferner fey 

(a) /(Ai/ A,/ A, . . . • A«) 

eine mie immer befcbaffene Function biefer ^oefftcienteu/ mläft ftatt x 
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in bk iSki^Md (i) fulfUtuire bttftlUn&tni^t Ui^tt, alfo timmt* 
jel berfdben au^brürft : fo muß biefe gunction , tvenn man bte SBur* 
jrfa ber ©leid^ung (i) Durd^ x,, x,, x,, , , . . x« oorjleBt, unb 
ftatt A, bie Summe/ flau A^ bte ©ummeber Amben , flau A3 bte 
eiimme ber Sernen le./ enblic^ f}att A» baa ^robuet bec ©to^en 
— x^^ — Xi, — X3/ 2c./ — xm fe^t/ fi4>/ abgefe^en oon jeber fpe* 
cieDen »ebeutung ber Snrieln x»/ x»/ Xs/ . - . x», alfo burc^ Moße 
SRebttction ber ®Ii^ber/ auf eine biefer SBurieln iufammeniie^en laffen. 

So t(i i. 95. bif Sunction 

- A. + VA; -4A^ 



9 



ber 2(uabrutf einer ber fEBurjeln x, , x» ber 4uabratif((;en ©letc^ung 

x^ 4* ^1 ^ + ^1 => o. 

©ubjlittttrt man in btefer gunction — (xi-fx^, ftatt A«/ unb 
Zi X, ftatt A« / fo mirb biefelbe 

^ 'i + '« + V(»t + ^ir- - f X, X^ _ Xi + X, + V(»,->-X,)« 



s 



_ »1 + x^ + X, ^ Xa 

5 '•• 

Sne^men wir an / ii$ obige Function (s) rebucire ftd^ f nac^beni 
^te SSurjeln Xi/ x^/ x, « « . x. flatt ber Soefficienten A,/ A«/ 
A3 « • . Am in biefelbe eingeführt morben finb / auf x, , wie ed in 
bem fo eben aufgefleUten üSeifpiele wirf (ic^ ber gaO if!. !&ie Ste^nungö'« 
Operationen/ burdS^ welche biefe SKebuction beioerfileOiget wirb/ finb 
i^on ben 9Bert(en ber ®r6pen x, / x,/ x, • . . x» inbepenbent/ unb 
grünben ftc^ Iebig(i<^ auf bieSorm ber Function (2); fte erfolgen bem* 
nadf auf biefelbe SBetfe/ welche S3ert^e man auc^ immer ben genannt 
len ®rdpen beilegen mag« 93ermec^felt man ba^er bie ©rifen 
X2 / X3 / X4 • . • Xm nac^ 93elieben unter einanber / fo mu$ bie gor« 
inel (s) ba< oortge 9tefultat x« geben ; fte bietet aber fogleic^ bad 9ie« 
futtot x« ob^r X3/ ober x« u. f. m. bar/ fobalb x» ober x,/ ober x« 
o« f. w« on bie Stelle oon x, ttitt. 

!8ermed^felt man ). 83. in ber oben betrad^teten Sunctio» 

■- A, -f VA« •- 4A^ _ x^ -f xa S- X, — «» 
a s 
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inUm man genau ben fräßen (Song ber St^^jinttndbtibe^/ x^ mit 
Xs/ fo ^at man 

^1 4- ^t + «2 — ^t _ ^ 

3 

4>teraud et^ellet / ,baß bre Function (2) i^rer Sorm gem^f / nad^' 
bem man au6 berfelben bte Soefftctenten Ai^ Ai/ A, . • • A. mit 
.^ulfe i^rer ?(b^ängtgFet>oon ben SBur^tn ber (Stek^nns (1) megge? 
fc^aft ^at/ bei allen ^ermutattonen biefer Surjeln nur m terfd^iebener 
SBert^e, ndmitd) bec SBert^e x^/ Xj^ X3/ . . . . x„ fd^tg fepn wirb. 

Da bte eoepienten A^^ A,/ A, . « . « A« fpmmetrifd^e gunc* 
Honen ber SBurjeln x« ^ Xj ^ x, . . . Xm^ fitib / fo würbe .bte Function 
(2) nad^ ooÜbrad)ter (Stnfu^rung biefer SBurjeln fpmmetrifc^ audfaOen/ 
alfobet allen gegenfetttgen 93ertaufd)ungen ber ©ri^en x, / x^^ X3 . . .x» 
nur einen einjigen SBert^ erhalten / menn barin feine SBurjelgro^en 
ober 9tabtca(ien Dorf dmen , n^elc^e xiad) oerric^leter (^jrtractton in un« 
fpmmetrifd^e Functionen t)on x^, Xj/ Xs . • . x« liberge^en. * 

Da toiv ^ier ooraubfe^en/ bie Function (2) fep auf ben einfach* 
flitn 2(u6bru(f gebracht/ meieren fie anjitne^men vermag^ fo n^erben 
bie in berfelt^en angebeu^eten €xtracttonen oon SBur^eln ftc^ nid^t mirf^ 
lid) vornehmen laffen/ fo lange in berfetben A^/ A2/ As/ . • • A» 
fle^eo. 2(Qetn fie müjfen jtc^ nac^ ber ®ubflitution ber biefen Soeffi^ 
cienten gleid^geltenben Tludbrücfe an^ bem ©runbe n^irfiic^ bemerffiel' 
ligen laffen / xoiü fonfl bte Function (9) nic^t burc^ bloped gcgenfeiti' 
ged 2(uf^eben i^rer ©lieber fi^i auf eine ber ©rogen x, , x^/ X3 « . . Xm 
rebuciren lie^e, ba 9?abicalien/ n)e(cf|e ftc^ aU foic^e ti(gen mürben^ 
ftc^ fc^on friS^er/ aH uod) Ai/ A^/ A3 . . •• A» in ber Function (2) 
Dor^anben n^aren f aufgehoben Ratten. 

Unterfuhren wir nun bte S3efcf)a{fen^eit be6 2fuabrucfe6/ wtldfct 
oud einer rationalen fpmmetrifcf)en Function ber ©roßen x^, x^/ 
Xs • • • • Xa entfpringt , wenn biefe Function bie Srtraction ber r^ 
SGBnrjel oerfiattet / wobei r eine ganje pofttioe 3ai^I bebeutet. 

3ebe beUebige gegenfeitige 93ertaftfc^ung mehrerer ©ro^en fann 
burclr eine 2(ufeinanberfoIge oon 93ertaufd^nngen {Weier biefer &ro$en 
erjeugt werben ; ba^er ifl jebe Function/ wetcf)e burc^ feine ^Serwec^d- 
luiig jweier i^rer®ro$en eine ^nberung. erleibet/ in SSejug auf biefe 
©rof en fpro'metrifc^. So fep nun jF eine rationale fpmmetrtfc^e ^unc 

tiön oon x^/ x,/ Xg*. . . . Xp, utibyFcisfr Wobei 9 eine rationale 
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Sttnction UtftJhtn ®tifen DotfteQt^ fo UMt bte ibenttf^e ©leid^ung 
f^ssF. SOIan ^ertmifc^e nmt jivet ber <9röfeit x«^ x^^/ X3 . • • x«/ 
i. S&. Xi ttitb Xft mit etnanber/ fo mirb ^eburc^ tveber i" gednbert/ no4> 
bie von ieber fpecieüeti 93eb<i4ung ber ©rößen x,/ x^, x, . . • * x« 
tuKri»^änj9ige ffiletc^ung 9'' s F «erlebt. ©«^ bM«^ bte ernannte iQee« 
taufc^iing f in ft übet/ fo ^t man alfo oud^ f\ =^F, folglt^^ i|l auc^ 

9, ein SSSertl^ Don V-^, 2(ter jeber in SÖert^e ber r«« SBursel au« 
einer ©rope entfielt and jebem anberen SBert^e biefet SBurjel/ ivenn 

man ben festeren mit einem fc^icflic^en SEBert^e ber r^^nSSBurjel au6 ber 

> • 

(Sinket! miilti))licirt ; ifi itun a ein folc^ier SBertf^ ts^on vi, fo l^aben 
wir 9i SS a9. ^an vertanfc^ in biefer ®(eicl[|ung abermal x, mk x^/ 
fo erhalt man/ weil fi nf^ jurftcf übergej^t/ 9 ss a^,. 2)ie SSerbin^ 
bung beiber ©leic^ungen gibt 9 = a»9; alfo a*=i unb asss+u 
SOBir ^aben aber aud) a' ss i/ ba^er ifl a=-(-i/ wenn r angerabe 
t{l/ nnb nur bann fann «= — 1 werben/ wenn r einen geraben SBert^ 
iefi^t. 3m erflengaOe ifi alfo 91=9/ unb im jweiten fann 9,*= — 9 
feyn. IDa baffelbe von ber 3}ertauf(^ung jeber jweier anberen ber 
©rdfenxi; X2/ xa • « • x« gefagt werben fann^ fo jie^t man/ baß 
jebe aud einer f^mmetrifd^en Function burc^ wirflic^e Srtraction ge^ 
monnene SEBurjel entweber fpmroetrifc^ , ober bod^ bei allen ©ertau^ 
fc^nngen ber barin beftiiblic^en ©roßen nur jweier SBert^e fd^ig ifl/ 
bie ftc^ nic^t ber £luantitdt / fonbern blof bem Seiten ttad), oon ein« 
anber unterfc^eiben. 

-3n ber Function (2) fonnen im 2(llgemeinen SRabicalgroßen tjor» 
^anben fepn, bercn SBurjeljeic^en fic^ über gunetionen erfirecfen/ in 
xotl^en anbere 9?abicalgrdgen erf^einen/ oon welchen wieber ein ©lei« 
4e6 gefagt werben fann / u. f. w. £)ie fo eben nac^gewiefene Sigen« 
f^aft ber Sßurieln aua f9mmetrifc^en Functionen fept una in ben 
®tanb / bie 93^(6affen^eit jener irrationalen 93efianbt^eile ber gunc« 
don (s) JHi beurt^eflen / unter beren SBuriel^eic^en rationale gunctio« 
ncn ber Soefficienten A^/ A,/ A,/ « • • « Am flehen« 

Sine Function / welche bei aüen gegenfettigen 93ertauf4)ungen 
ber i$r jum ©runbe Itegenben ©rofen nur {wet SBert^e anjune^men 
vermag/ wirb nic^t gednbert/ wenn man wad immer für bret biefer 
©röfen / j. C x^ / x^ / x, / unter einanber oerwed^felt* £)ettn bringt 
man x, in aUe &teOen / worin fic^ Xg beftnbet / unb fe^t man eben fo 
^3 flatt x,/ unb X3 flatt x^/ b« ^. l&$t man/ um una furj aua^ubrii- 
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(feti / bie ^ti^tn Xx, x^, x, ani i^tet Mfin^li^tn ^ofltion hi bte 
Stellung x, / x, / x, überge^enl oerranfc^t moii ferner btefe (Stiftn 
ttttter einanber abermal nad) bemfelben ®efe^e / woburc^ fie bie &tet 
lung X3 , X, / X2 ermatten ^ aud welcher fic^ bur(^ ba^ ndmlti^e 9kr« 
fahren Ue anfängliche ^teUung x, / x,/ x, wieber ergibt: fo mdffira 
mentgflena jmet ber ^teburd^ -bebtngten brri Sormenwert^e ber enei^n^ 
ten Function tixifinict gleich fepn/ ba btefe Function ber Soraudfe^ung 
ju ^ol^e breter t»erfc^tebener Sert^e nic^t fd^ig tfL Tllletn iveld^e (»ei 
biefer brei Sormetimert^e man einanber gfeic^ fe^en mag/ fo folgt bar« 
au^f baß auc^ ber britte benfelben gleich tfl/ benn biefer brtüe ent« 
fprtngt aud einem ber b^ben anbern nac^ bemfelben ®efe|e/ wit bie« 
fer anbere an6 bem nocf^ übrigen 8SBert^e# unb hit ©teic^^ett |eber 
{toeier SBert^e ber Function liegt in t^rer ^orm # nic^t aber in brr SBe« 
bentung ber einjelnen (Srof en. 

Sin rationaler 2(u6bru(f / welcher and fpmmetrifc^n Santttctten 
nnb aud folc^ien , benen nur gioei oerfc^iebene SBert^e juf ommen / wie 
immer gebilbrt wirb/ ifi offenbar burc^ feine gegenfeitige OSertaufc^ung 
breier ber in i^xn enthaltenen ®röf en einer ^nberung fa^tg / ba biefe 
(£igenfc^aft feinen S3ei}anbt^ei(en felbjl juFommt, Sd ^anbelt fic^ alfo 
tinr nie^r um bie 93efci)afen^eit einer burc^ wirfltc^e Srtraction bt* 
firmmten SBurjel an^ einem folc^en 2(u9bru(fe. 

66 fep F eine Function ber ®rof en x^ ^ x^ / X3 • . • Xo» / wer«^ 
burc^ feine gegenfeitige 93ertaufc^ung breier berfelben gednbert wirb/ 

unb yF BS 9 f alfo f^ ss F. 9)?an oertaufd^ in biefer ibentifc^en 
®let4)ung brei beliebige ber genannten ©rößen^ {. S. x^, x^, x, un« 
ter einanber/ inbem man benfelben bie Stellungen x^/ x,/ x^ unb 
X3/ X}/ Xj anmeifet/ unb babei ge^e 9 bejie^ungaweife in 9>i unb fx 
über/ fo ^ai man auc^ 9^=sF unb 9>^=sF3 folglich jinb <fx unb ft 

ebenfand SBert^e oon yF. Ca Idßt fu^ ein ffiert^ oon v 1 / f. S3. « 
angeben/ für melcben bie ®(eid^ung 9, es a^ ^tati ftnbet/ nnb ba 
9z aua 9i nadl^ bemfdben ^ermutationOgefege er^aiteu wirb, wie 9« 
4iua 9/ fo befielt auc^ bie ©teicf^ung 928s «9^=3 0^9, Sertauf^t man 
Me ©rifien x^ / x«/ X3 in ber ©(ett^ung 9ts=a^9 auf btefelbe Sßetfe/ 
fo oerwanbelt fic^ 9« in 9 jurucf / unb man %Cii 9 &=> a^9i sss «»9, 
worauf a'B 1 folgt SRan ^at aber auc^ a' £= t / folglich iß a^si, 
wenn r ben Sactor 3 nic^t enthält; ob aber im entgegengefe|ten %Mt 
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a ntc^t jebe anbete ber SttttAvnrjeln ber (Stn^ett bebeufen tarm, bleibt 
vor ber ^anb tiodf unentfcbteben. 

Sobeffen fann gezeigt merben/ haf, fobalb bte Uniol^l ber ®ti» 
f en X, / Xs f X3 IC. srißer tfl alft 4 ^ a fefven anberen 9Bert^ juldptf 
al^ bte ))0fittoe (Stn^ett. ;Denn nimmt man ju ben btd je^t betra4)te« 
ten ©ropen x^, x, / X3 no(^ {wet anbere / )• S. X4 ^ x^ ^injU/ fo »trb 
erftttc^ JF* ntdjfr gednbert/ n^enn bte 0teDung X|/ x^, x,, x«, X5 tn 
Xs/ x,/ X|/ X4/ X5 übergebt/ benn ^ter ^aben nur bie bret Oropen 
z, / x^f X3 t^re ^(d^e getvec^felt ; ferner 4nbert flc^ F nic^t / toenii 
bte 0teOung x^/ x,/ x«/ x«^ x^ in x^/ x,^ x«/ X5/ x« «erwanbelt 
wirb / benn ^ter ^aben »teber nur bret ®rd$en X| / x^, xs t^re 0te(# 
len nmgetattf(^t; ba^er erletbet P feine iSnberung/ wenn bte anfdng^ 
Itd^e Stellung X|/ x^, x^, x^, x^ fogletc^ bnrc^ z«/ x,^ x«/ x^z X| 
erfe^t mtrb. 

$6t1bet man nun bte SSertaufclinngen 

*!/ ^%f 3C8/ X4; Xj/ 

*!/ *3/ ^4/ ^i/ *•/ 
3^3/ X4/ X5/ Xj/ Xj/ 

*♦/ *J^ *!/ ^»/ *i/ 
*5 / ^1 / *1 / ^3 / *4 / 
3^1/ *a/ *3/ ^Af ^5/ 

wot^on i'ebe folgenbe aud ber oor^ergel^enben nac^ einem unb bemfelben 
^ermutattpndgefebe entfprtngt/ unb wie man fte^t / bte fec(6te Stet 
Inng wteber ber erjlen gleich wirb; fo fann F, meti bie {$orm btefer 
Snitctton fo befc^affen ifl/ ba$ bte erfle tlmtaufc^ung ber ftmf ©rSpeti 
X|/ x^/ xa/ X4/ X5 i^ren SBert^ ungednbert Idpt/ gerabe biefer Sorm 
loegen auc^ burc^ bte übrigen Umtaufc^nngen feine ^nberung erfa$« 
ten. ffltrint man nun i^, ^2/ ^3/ ^4/ ^5 bie biefen fOertaufc^ungen 
entfprec^enben SSert^e oon F^ fo ftnb auc^ fir iif fs/ ^4/ fj/ tok 
ft(^ burd^ bie oben gebrauchte 0c^(upweife {eigen lift, fßert^e von 

V^; folglich ^at man/ menn J3 einen Sßert^ 9on y 1 bebentet: 

f*=ß9/ it^ßi,=ß^9i ht^ßi^^ß'f, ^4«ß93=!ß*9/ 

cnNic^ f^ s= 0^4 s ß^ 9. 2(ber t$ ift igss^f, weil bie ®rdpen 
X| / z^/ X3, X4/ X5 in ^5 btefelbe 0teDttng ^abeu/ wie in y / fpfglic^ 
jfl ^&sß<9, nnb ba^er ß';» i. ^ 

3(ne 9t / worin bie großen x« , x^^ / x« , X4 / xj in ber ^teOung 
Z3/ x,/ Xtf X4/ X5 erf4)einen/ leite man o, nacff bemfefben ®efebe 
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aff> nadf welchem f in f s ubtt^e^tf fo erj^aUen bie genmiitteii OrSfeii 
in coj bie Stellung x^, x^/ X4/ X5/ x^^ ferner ifl aup Um früher er- 
wähnten ©runbe Wj ein SBertl^ »on y^ ""^ oj^ssßyiesaöß^. üRan 
tilbe nun nad) ber tei bem Utergange' ))on 9 auf co^ erflc^tlic^en ^er« 
tnutation^regel bie QSertaufd^ungen 

*1/ . *2^ ^3/ *4/ ^Sf 
^3/ ^it 3^4 , X^^ Xj/ 

^4/ ^3/ *J/ ^2/ ^If 

*S/, ^4/ ^2/ ^1/ ^3/ 
^i/ X5/ X|/ X3, X4# 
*ir *2^ 3C3/ X4/ Xj/ 

unb nenne co^/ C03/ co., co, bie ber britteu/ t^ierteu/ fünften unb 
fed^6ten SteQung ge^orenben ^ert^e von 9 / fo t|i gIeid[)faUd 

co5=aßco4s=a5ßS9. 

TtUein man ^at cojc=3 9^ folglich ift a^ß^c=si« {Run fanben wir 
oben ß^ = i unba3=i^ ba^er ^aben wir a* = i/ unb ber jwet te|« 
teren ©(eic^ungen n^egen and) as:s:i , folg(icf) and) fz=f^c=if^. 

So wirb a(fo eine Function oon me^r aU oier ®r6ßen f welche 
hntd) Feine gegenf^eirige 93ertauf4)ung breier biefer ®röpen eine {Lntt* 
tung erleibet/ unb hie Sjttraction ber r^f" SBurjel {uldpt/ ^tebnrc^ 
jeberjeit einen mit berfelben Sigenfc^aft begabten ?Iuabrucf barbieten. 

«^ieraud folgt/ baß hit Function (2)/ wenn fte ftc^ auf eine ben 
vierten ©rab überßeigenbe ©(eic^ung bejie^t/^wie auc^ immer bfe 
in i^r vor^anbenen 97abicalien mit einanber oenvebt fepn mögen/ burc^ 
feine gegenfeitige 9>ertaufc^ung breier ber in fte eingeführten SBurjeln 
eine Säuberung erfahrt/ alfo bei aUen ^crmutatipnen biefer SBurieln 
nur iioeier oerfcf)iebener SEBert^e fd^ig ijl/ xoa^ ber biefer Function 
not^ipenbig {ufommenben (Sigenfcf)aft / fo oiele SBert^e juiuIafTen a(^ 
aSitrieln oor^anben ftnb / offenbar wiberf))rid)t. Sa ifl alfo erlaubt {u 
f^Iießeu/ baß bie 2(ufIofung einer aügemetne ® tefc^ung/ beren®rab ben 
liierten uberfc^reitet / 'inxd) eine algebraifc^e Formel nic^t htwtttfttlU* 
get werben fanu/ weswegen ed oßDtg unnu^ ifl/- eine folc^e formet ju 
fuc^en* 
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©reißtdfle SSorlefung. 



über bte allgemeine ^uflofung ber ©leti^ungen 
tfti dritten unb beö »ietten ©cabed. 



iD, 



er %metd/ welchen iDtr in ber oor^erge^enben ^orlefun^. 
für ^ie Umtiögltcf^f ett bej: allgemeinen 2(uflöfnng Ut ©(eic^ungen / be« 
ren @rab ben Dierten überßetgtr gegeben ^aben/ ifl/ n^ie aua bem 
©ange bedfelben et^el^Ur auf bie ®Iei(^ungen pon ben niebrigeren 
@raben nid^t ann^.enbbar. 3n berS^at ^at man biefe ®(et4|ungen 
Idngfl aufgelofl« SBir {ietracf)ten ^ter blof noc^ bie ®Ieid)ungen be9 
britten unb be6 liierten ©rabed/ ha bie 2(ufl6fttng ber ©leic^ungen ted 
jweiten ©rabea aud ben Slemeoten ber 2(Igebra Ibefannt ifl. Solgenbe. 
SRet^oben fn^ren am einfa^fl^n jum SUU. 

I. Sa fep bte aOgemeine ©letd^ung bea britten ©robeft mit ber 
unbekannten ©rfpe x, 

(i) X» 4- Ax* + Bx + C ts o 

gegeben* S)?an tranöformire biefelbe/ ber in ber fUben unb imangtg^ 
flen SQorlefung ertj^eilten 2(nmeifung ge,mäp , mtttelfl ber 0ubßitutioti 

A 

z sa 7 — --in eine anbete ©leic^ung beafelben ®rabe9/ in n^tld^er 
bie ixotiu ^otenj ber Unbefannten 7 fe^It/ n&mlid) in 

(a) yS^^Py^-QsSO, 

^ ^ / ^ « A^ ^ ^ AB , aAs 

fo finbet man P = B -, QsaC --H 

93ermag man bte ®Ieid)ung (3) aufjulofen f fo ^at man fogTeic^ 
bie SBurjeln ber ©leic^ung (1)/ wenn man pon jenen ber erflgenann« 

Utt ©(eic^ung ^ abjie^t. 

0e^en xoit y»p+?/ mobei p^ q unbeftimmte ®r6^en anjei' 
gen^ fo er^Iten ivir 

7» aa p» + 3p*q + 3pq» + q* = 3pq(P + q) + P' + 9*5 

ober/ wenn wir 7 fiatt p+.q.f^reiben/ 

(3) y' — 3pq7 — (p^ + qO = o. 

SBir ^aben und ^itt eine ©leic^ung bea britten ©rabed gebifbet^ 
in welcher baO Ouabrat ber Unbefannten fe^tt/ unb oon welcher wir 
eine fSBurjel/ uAmlic^ p+q fennen» 
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Um bte beiben <!bMg(n SBur jeln {» erhalten; t^eilrn trit bie ®Id* 
(^ung (3) burc^ b<n SBnrielfactpr 7— (p-f-?)» <S9 ergibt fic^ babnn^ 

y* + (p+q)y + (p+q)^ — 3pqg=o/ 

woran« y=— fCp+q)! ViCp+q)»— (p+q)*+3p5 
. =-i(p+q)±T(p-q)\/=5 

< 

folgt ; ein 2(udbrucf f welcher bie {wei pertangten SBurjeln ber ®UU 
^ung (3) oor 2(ugen (egt. 

Sd i{l immer miQlid), bie fßert^e ber ®ripen p/ q fi^ jn ivd^Ieti/ 
baß bie ®Uid)nnQ (3) mit ber ©leic^iing (a) ibentifcff imrb. 9>?an fe^e 
— 3pqsP/ — (p«4-qS)=Q, fo ^at man au^ ber erjlen öiefer 

p 

©feic^ungen q => — ^ ; unb n^enn man biefe9 Srgebniß in bte an» 

bere QUi^unQ einfuhrt : 

(4) p^ + Qp3_^P«,0. 

IDiefe ®(ei(^ung oom fed^dten ® robe f ann / n^enn man vor ber 
J^anb nur ben SBert^ o^n p^ fuc^^t / nac^ 2Crt ber quabratifc^en ®Uu 
c^ungen anfgelifet merben/ n^obnrc^ man 

er^4It ^ieraut folgt fobann 

p«y^-xQ + iv/Q*+^p3. 

2)iefer 2(u9brudP gibt / menn man bie Qf^ubifwuriel bei jebem Set-- 
d^en ber duabratmurjel in i^rem breifad(^en ®inne nimmt/ fogfei^ 
bie fec^d äBurjeln ber ®Ieici)ung (4). 2)ie ®r6pen p / q ^äng<p aber 
t)on P / Q auf einerlei SBeife ab , ba^er ^at q biefelben fec^ Sert^^ 
loelc^e ber ®rdße p juf ommen. 3n ber %^at finbet man / menn man 
üu^ ben ®Ieic^ungen — 3pq=P unb — (p'+qO'^Q bie ®roße p 
wegf(^afft/ für q genau bie ©(eid^ung (4). Um bie {ufammenge^iri« 
gen SBert^e pon p unb q richtig (ufammen ju {leDen / muß man bie 
®(eidS^ung — 3pq=P berücffic^tigen. 

2(ua ber fec^je^nten 93or(efung er^eUet , baß man an$ einem ber 
bret Sßert^e ber Subifwur^el einer ®riße bie beiben anberen SBert^ 

btefer SBursel ftnbet / menn man ben erfieren Sßert^ mit Hi-Jl 



I ^^ 

iinb < ^ (mel^e {wei imaginären ^lutbrucfe befannter SRafea 

SSSert^e bon vi (inb) muUipIicirt* SOIan ^at ba^er/ tbenn man bte 



s 
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htibtn aiAktfalifli in Um üuHbtttd« 

» 

ftrtd in einem unb bemfdtxn beßimmten @inn( nimmt/ unb ber Mtit 
wegen R jlattyQ»+^P» f<^reibt/ für p nnb q bie f<^« SSBert^e 

wovon bet i** unb 4'«/ bet a« unb 6**/ nnb ber 3>< unb 5« iüfawmen 
gehören. ^iebur<^ ergeben fi4) fnr y=p4-q genau biefelben bref 
SBert^e/ welche man ftnbet/ menn man in ben oben anfgefleUten SBur» 
jeln bec ®(ei(^nng (3) n4m(i(^ 

p+q , 

- 7(p+q) + f (p-q)>/^ 
-7(p+q)-:(p-q)\/=» 

V— tQ+t» jlo« p/ «nb V— ^Q— fR jiatt q treibt. 



X)ie gormer 7 =s \/— i (^ + i R — Vi <^ + 1 » 

»elc^e man bte SarbantfdS^e ju nennen ))f{egt/ bietet alfo/ ber^Jiel' 
teuttgfett ber in i^r erf4)etnenben SXatifalten tvegen / fdmrotltc^e bret 
SSjurjeln ber Oleic^ung y'+Py+9 = o bor. 

3fl P pofltio, fo ijl R=v^(^» + i^P3 eine reelle ®rope, folg* 
lic^ iat j in btefem ^aUe ecnen reeDen unb j^vet imaginäre SSBert^e. 
^a{Te(be ftnbet &tatt, wenn P negatio ifl/ aber boc^ Q^+';V^' t'^f^' 
tw au^faOt. SßJirb Q^ + iVP^«©, fp geben bie obigen gorraeln fuc 

j bie brei SBBert^e — «ViQ/ +ViQ/ +VtQ^ *• ^ t>« OW^^ 
d^ung (2) ^at in biefem QaCe bret reelle 93ur)eln > »oooit jwet rinan« 
ber gleich finb. Sr^dlt enblic^ Q* + ;V ^^ ^^"^" negativen SGBert^/ fa 
wirb VQ*+^P^ imaginär/ unb bie brei SSBurjeln ber Oletc^ung (a) . 
erfc^einen unter imaginären formen. Tihtt teber ©leic^ung 9on unge« 
raber Drbnung ge^irt mni$fttn9 eine reeOe SSuriel ; ba^er muffen fidf 
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bte imngtndren üSeflanbt^etle »enigflenS \n htm 3fu<brii(fe einer bet 
bret SBurjeln ber ©(etc^ung (2) tilgen. Snbefjen Mpt ft(^ Idd^t ieigeof 
b<if in biefem le^teren gaUe / ipeld[;en bie älteren ^dgebraiflen / ber 
@c^wierigfetten n>egen/ bte fte babei fanben/ casus irreducibilis nann^ 
ten / jeberjett fdntntttic^e SBert^e oon j reeQ ftnb. 

@a fep w bte ceeOe SBurjel/ weld^ ber ®Uid)ung(Q) not^en« 
btger SQBetfe {ufoninit. 2)t9ibtrt man btefe ®Iet.d[)ung burc^ ben SBur^ 
gelfactor 7 — w/ fo er^dft man jur SSeflimmung t^rer übrigen SB urjeln 

y* -(- wy -|- w* -|" ^ ^== ^* 
IStefe SBurjeln f!nb bemnac^ 

y=— 7W+V— Jw» — P unb > = — 7W— \/— fw*— P; 

ober, wenn mv — |w*t— P=k fe^en; 

y= — TW.+ Vä nnb y== — iwr^^k. 

£)a w eine SBurjel ber ©(etd^ung <2) tfl / fo mnf 
•w3+Pw+Q=50 ober Q= — w* — Pw fepn. SBBir ^aben aber 
P=— Jw»— k, folfllt* Q=— fw' + kw. 

9)?it .^lilfe btefer ;21u$bril(fe ftnbet man 

Q»^jLp3__|kw^+fk»w»— tVt*=— 3k(|w» — fk)«. 

Der gactor (7 w* — f k)» ijl feineö negattoen SBert^e« fd^ig j bo« 
^er t'il bad Seid^en oon k jenem ber ©roße Q* + ^P' entgegenge« 
fe^. S« ifl alfo k f)oftttO/ wenn Q^ + ^P' negatto auöfäOt/ unb 
b(^bei ftnb bie betben übrigen SBurjeln bet ©(eic^ung (2)/ ndmlic^ 

— f ^+V^'^ wn^ ^i—V^f rwK« ©ropen. 

2)ie ?3orauöfej'ung Q»4^;^P3=o gibt entweber k=o ober 
7W* — |ks=o. 3{ud ber er (leren Annahme folgen w, — ^w, — -Jw 
alö bie brei SBurseln ber ®Iei4)ung ^3) ; aud ber Unteren Ttnna^mt 
er^dltman wegen k=fw*, w, w, — aw für bieSBert^ebieferSur« 
jeln. £)a6 le^te ©lieb Q ber ©leic^utig ifl bad ^robuct ber mit ent« 
gegengefe^ten 3etci)en genommenen SBurjeln ; befümmt man j^ierautf 
unter ber einen ober unter ber anberen 3(nna^me ben SBert^ oon w/ fo 
ergeben ftc^ bie SBurjeln 

3 3 3 

— «vFQ/ +vTQ/ +^^9 »«e oien. 

©i« gormel y = V— vQ + ^ß — \^vQ +7»/ Worin 
B BB V<^ + nP*/ I^ft ft(^/ tn fo f;rn fte Mc Ut (SUi^ün^ 

y* + Py + Q as5 o 



igs 

not^iof nbig iuFotnmeitbe neBe SBitriel iüt^eUt / mit J^iilfe bet. jtrda« 
functtonen ouf eine {ur Stec^nung bequeme ©eflalt bringen* 

<Eö fep erfilic^ P eifte )>ofttt))e ®r5^e. X)a bei bicfer QSoraudfe^nns 
bte 3a^I — - TT^f ber Sitaütdi Don B unbefd)abet/ jebea pofttii>en fßer« 

AP* 

t^e«/ üon o angefongen, fa^fg ift/ fo fe^e man — nj = '^.?*/ Wo* 

^ ^ '' ^ 3 \ ^ stn. f ^ sin. f / 

loirb. %i%\ tnon nnn \/e^,f 9 cs^'g-.-^ feptt/ fb ergibt ftd^ 

€0 iS aber «gr. g^^s; ^%^ . , folglii ^' 7"' = — » ^<'*- 2^/ 
ba$ec ^4t man y «» — ^.r r ' ^^^' ^^* ^^^ ^^^ ©ebranc^e biefeö 
Tfudbrucfed wirb man juerjl mitteljl ber gormel /^. 9 1=-^ ( 3 )* ^^" 

SSogen 9/ unb fobann miu^lfl beu Formel %*f = 0g. 7 9 ben »0^ 
gen if berechnen. 

3fl P eine neg^atioe ®r6ße/ fo forbert bie dtealit4t ber ®r6pe B^ 

(i 
— -V bie din^eit xM^l 

a / P\«^ • 

uberßeige. SWati fe|e üCfo - f ~ g-J sssiruf, fo »irb 
B=3^— ^ycoe.9 «nb y===— K — |^05^.T9+Vc<>^7y}# 
{Rimmt man nun v %• 7 9^%^«^ Mf fo erl^dU man 




« 
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Tifitt wegen sin. ^ sa - . ^' ' cot. * = /'■'■'' ■* "«^ 

' "*" ^^' '*' c= -T-^ — : folflli* bat man y = r-^— ■ 

gdat R imaginär aw^, fo mup man ^ur Sfufofung ber (Slri^ung 
y' + P74-Q = o mit ^filfe Ut iSreiöfunctionen folgenben SBeg 
eiqfc^Iage n : . ^ 

\ ^an fe^e 7 c=r 51/1.9/ wobei r unb 9 »oc^ unbeilimtnt fmbf 
fp l^at man wegen «n. j>« = — j (*m, 39 — 3 «m« 9) bie ®Uid)ünQ 

y* — fr* sin. 9 -f- j r' «/i» 89 =» o; 

■ 

ober / wenn man y fUtt r sin, 9 f4^reibt s ^ 

(4) y* — 1^ r*y + ~ r^ sin.Sf e= O/ 

welcher (Sleic^ung offenbar bie äBurjel r^m.f ^ntfptidft i^ier htm 
*man abet für 9 jebj^n ber unjä^Iigen 93ogen nehmen / beren ^retfa<^e 
einen unb benfelben @inud/ ndmlic^ sin. 3f Uft^en. Siefe SSert^e 9pa 
9 ftnb bie britten Steile ber SBogen 

39/ a3r4-39/ 45«'+39/ 63r-j-39/ 8«'-4*39/ ic. 
3c — 39/ 3^ — 39/ Sx — 39/ 73r— 39/ tc« 

{BergTei4)t man bie @inttffe ber erwähnten IDritt^nTe mit etnan» 
ber/ fo ftnbet man leicht/ baS i^nen einer ber brei äßert^e 

$in.f, iin.Qx+f\ **«• Tj ^ + 9^ 
ober sin. 9 / sin. T^ — yjf ^ «>*. Q + 5*) 

(ufornrnt; ed ftnb bemnad^ 

r sin. 9/ r *m, Q — 9J/ -*- r *^Y^ + 9 J 

bie brei ©urjefn ber ©leic^nng (4). 

2)iefe ©letc^ung flimmt mit ber ©leid^iing (a) öberettt/ wenn 
man — Jr« =P, f r» «/i. 39 = 9 fe^t. 2)ann ifl 

I /*' p n 

r &=3 2 y^ ---t- unb *w.39 fta ^^ — ^. 

2)a piebur^ bte SÜSertj^e oon r unb 9 gegeben ftnb/ fo fennt man 
alfo auc^ bie JEurjeln ber @Ieicf>ung (a). 



<*5 

11;^ 0on tie aH^emeine QUlä^tm^ bt$ ^ktHn\®füU9 
(5) x* + Ax* + Bx» + C]f + D Ä o 

aufgeUfet werben^ fo f^affe man otie birfclf^en Intdf bte 0ti(fiittttton 

A ... 

(5) 7» +. P7» 4. Q7 4. B » o, 

in wclc^ir P =3 B — | A*, Q =: C — :^ + ^ 

. -, «. AC , A*B 3A4 

B BS D —4 2 *^ ^Pf 

4 ' 16:- *a56 'J 

SBau ((5 Je nun 7^P+q+'/ fr »«b> wenn man VftÄnrie 

7* = g + «(pq + pp + qO/ 
folglich 7* — g = ^(pq + pp-j- qp)' 

£lttabrirt man btefe ®Ui^utii, nnb Id^t man p*q* 4* p^r* 4* q^r'^'b/ 
p»q« Fossil fepn/ fo jtnbet man 

y* — agy* +8* « 4k +8Vk(p+q+0 = 4h + 8v'k.7, 

(7) 7* — »«7* — 8Vk . 7 + g» ~ 4h « o- 

SBir ^aben fomit eine ®(ei4iung 00m liierten ®rabe/ in me((^c 
feüd {weife ®fteb fe^tt/ unb oon welker p + q+r eineSBurjel bar« 
fleOt Siefc ®Uii)unQ wirb mit ber eigentfi^^ auf^uUfenben (6) tbett« 
tifc^^ wenn man 

— dgsP; -^8v'k=Q, g» — 4h=R fejt/ woran» 

g«— , ^«-16-' "^-14 f^^8^- 
JDa P*+q* + P*«ag/ p*q»+p*r*4"q*P*=»h/ p*q*r«»Bk 

iß/ (0 |inb p*/ q*/ r^ bte bret SBurieln ber ®(et<^ung 

«• — g»* + hl — k tas o/ ober 

(8) .. + ... + .__._X.«o. 

S^at man bte ®(ei4ung (8) aufgelofl/ fo fennt man bte Clnabrate 
ber ®rifen p/ q/ r. 2>te Sßurieln biefer Cluabrate fann man fo« 
vo0^l,po^iti9i M andf iiegattp nehmen/ ba^er ^at man für 7 frU 
genbe a^t XBert^e; 
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(9) 



•»• « > 



— p + q — «f 

— p — q 4- '• 



(lo) p 4- q — r 

p ^ q^. r 

— p + q -Ir ' 

— p — q — r. 



' 2Ja ti! 6er ©le^wrffl (8) Mi^ß We jtbette g>ofeni »ou Q erWetnf/ 
fo gt Atefe ®(et((^ung au4) für ben %a\l $ menn in b<r iSItidS^uiis (6) 
ba6 3^en t^on Q .0e4iabert totrb^^ »e^ioegen mir ouc^ oc^t 93er((e 
^ati meren für y efj^lten l^abett. 3n (9} unb (10) ftnb b(of jene 
SBebeutungen ooirp/ q/ r '}nfamdiengef}(Otf n)e(d(|e bem ^robucte 
p q r etnerUt 3eic^«if ert^eflen« Ob bie eine ober bie onbere 9>art^ie 
ber SSBert^e bon 7 bie SSBurjeln ber vorgelegten ®Ieic(^ung barbietet^ 



mvi^ nriitfeffl ber (Sleid^nng p^q^r^ 
ben toerben. 



2! 

64 



obet pqr 



^ entf(^ie< 



" f 



M t 



19? 



» - > 



ein un\> trei^lQfle ^orlefuRö- 

über tintgc fpcci«ne ©leid^ungen »on unbe^imm* 

ter örbhung. 




^'ob«Tb bw dttffianm Ut |>ot«B|«n b« wMtnntm ®fiU 

in einer algebraifc^en ®[etd)una ni^t jeber .^eHebigen .SBertH f4*i9 
ftnll / fonbern nat^ gewiffen ©efe^en »on etnanber ot^ingen , fo bejie» 
^en aüä) jwifd^en ben SEBurjeln liet ©teicüiung flewiiT« SBeiieJungen, 
»ermJge mld^tn bie in tet neun unb jroanii'glfen ^Sorfefung ange|lett» 
ten SBettac^tungen auf b<n »orltegenben %aü feine 2(nwenbung «tletben. 
©enn ttOe SJebuctionen , welche wir un« in bet angeführten 53orIefung 
{»ifc^R. ben SEBurjet» ber ^tei^^niig oorgenonime« ^^te«/ mvfittn 
unabhängig »on jeber fpecieflen »ebeutung biefet SBurjetn oor f»4 ge» 
^m, »a« nun ii^t mtfyt ©Utt fiiiben fann. 6« ifl bo^er immerbtn 
möglich/ boß eine ©leic^ung »on bcr oben i»orau»gefe|ten »ef«%ttffen» 
^tit eine aUgemeine 2(ufl6fung »etjlntte. ^olstnU »eifriele »erben 

bad ©efagte erläutern. 

I. »etra^iten wie ble fogenonnten recljJrofen ©lelc^ungen. 
3n benfeUien i(l, wenn pe ouf bie gewi^nfit^e SBeife georbnet werben^ 
bttö lejte ®Ileb Wra (Soefiicienten be« erflen ©Hebe« gleich, unb je 
imi vom erflen unb testen gieic^weit entfernte ©ßeber befi6«n einerie» 
Corffieienten. 3bre oOgemeine gotm jP 
X- + A,x"-> + A,x»— + A3X— -» + . . . . 

+ Asx» + A»x» + A,x+» = o, 

M9 »el*er erbeflet, baf/ wenn w «ine feSurjet be» (Stellung ijt «uif 
ber rectprofe ®ertb biefer ®r8jle, nÄmli* -Jj / berfelben ©enüge leijlet. 
Sjl (ine recij»rofe®I«i*nBg »oa angeraber Orbnung/ fo entfiwi^* 
berfelben offenbar Die SjSuriel — 1 , «ab man fonn fte bur« ©ioifton. 
mit bem «urjelfoctor k+i anfeinen um bieSinbeit niebrigeren ©rob 
bringen. J>le gormeln ber brei unb iwansigjlen «orlefnnjl g«benww 

jCluotienten 

x«-._(i _ AOx— +(»— Ai+A«) »""* — 

. . ... +(i-A.+A.-A,+...+Ai)»* 

_(i— A,+A^— A,+...4"*»'--*'»>* ' 
+ i-A,+A,-A, + ... + A,-A,+Ajte« 



1^8 
ober 

+ (i— A,+Aa)x* — (i— AO»+«=»«i 

mlä)e ®Iet(^ung eine reci))rofe 9on geraber Crbnung ifl* 

3ebe reciprofe (Sletc^ung von geraber Orbnung Id0t ftd^/ i^rer 
(efonberen Sorm megen/ auf eine ®Iet(^ung rebuctren/ beren OrbnungC« 
ejrponent nur bte «^dlfte be6 oorigen betrdst S^ fe9 

(i) ' X»» + A.x'«-' -^ Ajx"^ + + ^« *■ + ••• • 

♦ ... 4" Ajx* + AfX + » = o 
eine fol^e ©(etc^ung oom ®rabe an / fo tt^&lt fi^ / n^enn man alle 
©lieber bur(^ x" t^eilt / unt je jtoei oom 2(n7linge unb Snbe be6 erflen 
S^etlf^ gleich weit abjte^eiibe {ufammennimmt/ bie gorm 

.,... + A.+.(x4.y4.A.=:o. 

SJ^an f«(fe nun x-{-l = j, fo ^at man^ weil angemdn 

»• + ^ =? (y* — a) y — y =s y» — 37 

»* + ^ = (y*-3y) y — (y»~2) = y* - 4y» + a 

U« f. »•/ 

»nb man ifl fomtt tm 0tanbe f bie Summe x' -f- -* fu^ i^^n santni 
]^o{ttioen SSert^ oon r intäf y bortußeHen. 3u bem allgemeitten Hui» 
^W)cPe für x"" + "; d^^^^St man am fc^tieOßen auf folgenbe Tlrt. 

©ie ®Iet(^ung x + - « y gibt x =aI-=^2-l.Ili, morau« er* 

(eilet/ bap X tmaginir wirb/ menn y meniger c\6 a betragt. %af» 
fen mir btefen goO tu baa Kuge/ unb fe^en mir bep^alb yta 2 cos.a, 
f^-ff nbep mir 



ober 
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X 8=3 CO*, a'-j- y — * •wt.a 
1 



X 



ölfo nac^ bem SW o t o r e'fc^en 0a&e, in fo fern r eine flanje 3«^l 
9orfieIIt : 

X' 4- — =2 COS. r a. 

gntwtcfeln »ir cox.r« na^ Ut gorrael (85) ber a^tsel^ntett 
©orlefung, unb fc^retben wir uberaH y flatt f^cos.a, fp ergibt (ic^ für 
jeben ganien pofttioen ffiert^ ber 3ö^I r 

wel^e SRei^e ob«t nur fo weit fprtfltfe^t werten Dorf, aW e« gefc^e^en 
fann, ojn« ber ®toJe y negotwe S;rponenten ju ett^eileiu 

2>ie gorrael (a) gilt «ber auc^ für jeben beliebigen reeOen SBert^ 
»onx, bfljieeineibentiWeOleic^ungbaiffleBt. ©enn w4re b«r 2(tt«ril* 

U\n foI«^er/ mlijn tuti) blofe Kebuction feiner ©lieber »erf^winbef, 
fo ^tt man; wenn man überaB x + j P«« y fejt, bie ^Jotenjen 
biefer ®r6ie nad» ber »inomlalformel entwirfelt / unb afle« na« ben 
«otensen »on x orbnet, eine ®letd>ung oom «•«• ®rabe mit ber un. 
bekannten ®r8fe x, »e^e för jebe« .SBert^ von « b.e SBuriel 

ten* wo* ungereimt tjl. 

gjHt «filfe ber gormtl (») »trt bie ®let<^Bng (i) auf ewe Wtiß 
d^uns »om n«« ®robe tebucirt, beren unbefannte ®r6fe y tjl. 3ebet 
SBeitS oon y »er^ilft ju i»ei SBurjeln ber ©leic^ung (i). 

«Jir finb alfo im ®tonbe, reciprofe ®lei<^ung«« bt* jum 
a . 4 -L. 1 s= 9t(n ®rabe aDgemein aufjuiafen. 

II. 2)ie ©lei^ung x-- 1 = o fd^rt, wenn man bie t^r entfjjre- 
«enbe SJuriel i bur* ©icifion mit bem gactor x-i wegf^offt, auf 
eine reciprofe ®Iei4|ung 

,— . 4. x— + x»-^ + + X* + X + 1 « o. 

Diefe fann ba^er na<^ bem fo eben erfWrten ©erfahren auf eine» 
wenigfien« um bie J&«fte niebrigeren ®rab ^erabgefefrt »erben. 
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~ m 

^oUtii 1*" = ^1 ftnb/ ttnb xoit btefe festeren ^ereitd in ber f<4^ 
{ernten 3}orIefung aud 99? o t o r e'9 Sormel abgeleitet j^abeit / fo be^iM 
ben wir und im @tanbe/ bie angeführte ©letc^urig burc^ ^reidfunc« 
tionen allgemein aufjulöfen. ^k SBurieln berfelben ftnb alfo 

1/ CO*, — X V — * **'*• — / ^^*- — • V"*"* **'^* — / 

m "■ m m "" m 

co*# — "T V — > *wi* — / ^C« 
m — m 

WeldSie Steige fo lange fortjufe^en i|l^ bid ber Soefficient von sr bte3a^I 
m jtt uberfleigen anfängt. äRan fann btefe SEBur^eln / wenn man tt 
bequemer fnbet^ auc^ burc^ bie 9tei^ 

** I m/"~^ . air 4^ I ^/ . 4^ 

I / CO*. — + V — 1 wi« — / COS. — + V'~'> *"** — / 
m ' ^ m m ' m 

6ic , /— - . 6?: ^ .^ 2 (m — i)n , /— . «Cm — i)ic 
€0«.— .-j-V — ißin.— f IC. bid <?o*. — i i- 4" V ^^ ' *''^« 
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barjleDen« 2>i^ Snbglic^er biefer 9iei^e corre^enbiren ben Ttnfanj^ 

gliebern berfelben / wenn man baö 3etcf)en beö 9ftabicala \/^ dnbert. 
Stimmt man je jwei correfponbirenbe SBurjelfactoren ^ufammen / fo er* 
flibt ftc|/ wenn man ben Q^oefticienten r)on 7t fletd Heiner fepn I4ft a« m 2 

X" — 1 ?=;(x— i) Tx» — ax CO*. ^ -f- 1 J ( X* — 2XC0*. — 4"*)x 

>< (x* — «XC05.-^+ ij tc* 

3|i m gerabe/ fo gehört nod^ ber S<^ctor x-f i baju. 

@e^t man tn biefer ©leic^ung - ftatt x, unb fc^afft man fobann 
bie 97enner weg / fo ^^t man 

X" — a»» c=; (x-^a) f^x»— aax cos. ^ + a» Vx» — aa]( co*. — + •* JX 

X ( X* — 2ax.co*. — + a* J :c. \ 

v^^\Xf wenn m gerabe ifl/ noi^ ber Sactor x-f-a ^injurommt 
2(uf biefelbe ?(rt er^dU man/ weil 

— / COS. — T 

5ir . ^ i ' . Ott 



* , ^r—-^ . « OTT , / — 

cos.^ + V — 1 «wi. — / COS. — i" V — 1 «"^« — / 



in "-" III 



ipoju/ menn m ungerabe tfl/ noc^ ber %actot x-^i ge^drt; unb 
*■* + a" = Tx* -|* ^'^ ^^^' ^+a* j/x* -f- aax co*. J?-f.x* Vx 

X Tx* -f- aax 00$,-^ +«*) ^^.^ 

looja/ Wenn m ungerabe tfl/ noc^ b^r ^actot x^-a gehört. 

Sie SBurjeln ber ©(eic^ung x« — 1 ?= o beftßen merftt^firbtge 
Stgenfc^afien / xoeldfc bei oerfc^iebenen onalpttfc^en Unterfuc^un^en 
lotc^ttge ^Dtenfie letjieiu SBtr mollen biefe ©elegeii^eit benü^en/ bie- 
felben fennen jn lernen. * ^ 

Sa fep m eine ^rimja^I/ unb a eine oon ber (Sinkest 'i^er« 
fc^iebene SBurjel ber genannten ©leic^ung/ alfo a» r= 1 > fo tfl auc^ 

(a*)™ = (a" )* = 1 , (a^*)« ss i , (a*)™ =3 1 U . f. W. / foIflltC^ ftnb 

aud^ a^/ a'/ a« . . . • SBurjefn berfelben ®Ieict)ung. ^ber bie m — i 
©rifen «, a*, a«, a* * « . . a»-> ftnb fdmmtlic^ oon etnonbertjer- 
fc^teben. 2)enn ftnb a9 unb d^ jivet berfelben / unb w&te air^a^ , fo 
»dre auc^ a"»-«« i. Mein/ in ber Wei^e ber m Sohlen h — g/ 
«(h — g)/ 3(h — g) • • w . (m— i)(h — g) fomnit/ Wie wir be« 
tettd in ber fec^d unb iwanjigflen QSorlefung (0. 166) bemerft ^aben/ 
getoif eine/ j« S. I&(h— g) Dor/ welche burc^ m get^etlt/ bie Sin»/ 
]^et^ium Slefle Id^t/ ober bie Sornt qm 4- 1 ^at; eö wdre bemnac^ 
a* (*»-«) CS tt«»+» s= 1 ober («">)«[ « a B 1 / b. ^. a = i gegen bie 
93i>raudfe^ung. ^erfelbe ®cblup jeigt iuglei4)/ baß feine ^otenj oon 
a/ beren Sjrponent (leiner ifl a(d in/ ber Sin^eit gteic^ fommt. Sd 
f nb folgfid^ bie ^otenjeu 

a"/ a/ «*/ a^/ ä*/ • . . * a"»— » 

bie fdmmtli^ien SBur^eln ber (Bfeic^uhg x» — 1 ssso/ looraua erteilet/ 
t>a^ jebe oon 1 oerfd^iebene Surjel biefer ©Teilung / toenn ber Orb» 
itungaejr)»onent berfelben eine 9>rimia^I ifl/ alle übrigen SBurjeln burc^ 
fortgefe^tea ^ofenjiren barbietet. 

3ebe beliebige ^otenj oon a mit einem gaujen pofitiHn ober ne« 
gatioen (Sj)>onenten / j. %. a? ifl/ toenn man p burc^ m tj^eiU/ uub 
babet ben poftttoen SKefl r er|^4It/ ber .^otenj a' glci^/ unb ba^er 
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eint SBurjel Uv oViQtn (Sleic^ung. @ej^l man oTfo ffdU a ist bcr 

tt°/ tt/ a*/ a*, a*/ • . • • a"^* 

bie 9^oten{ aP / unb rebucirt man bie Sjrponenten 

P/ 2p^ 3p, 4p/ . . • • (m — i)P 
bur<^ X>m\ion mit m auf i§c^ 9?efle/ fo ^at man/ Ut Serf(^ieben|ett 
btefer 9tefle ipege'n/ abermal aDe SBurjeln ber ©leicf^ung x"»— -isso/ 
jebcd^ nur tn anberer Orbnun^/ tor fid). 

2>iefe Sigenfctaft ber fflurjeln ber ©retc^ung x* — i =o unter* 
liegt £cf(f)ranfungen / menn ber -Orbnungderponent m feine ^xinna^l 
tfl. @teQt n einen X)ioifor t)on m opr, unb fe^t man ins=:nT, fo t|l 
iebe S93urje( ber ©(eic^ung x" — 1=0 and) eine Surjel ber (Bltu 
c^ung x" — 1 = 0. ICenn ^at a bte Sigenfc^aft/ jur n^^" ^otenj er« 
^oben/^bie Sin^ett ju erjeugeu/ fo tfl auc^ (a")^ ober a^si. Tibet 
bie SBurjeln ber ©leic^ung x*" — 1 s» o geben / a>ie immer in 93eing 
auf ganje (£jr))onenten potenjirt, b(oßSBurje(n biefer le^tern ©leid^ung/ 
ba^er gibt nic^t iebe i^on 1 oerfcf)iebene SSBurjel ber ©(ei^ung 
x" -« 1 ==: o burc^ f ortgefe^ted ^otenjiren fämmtlic^e übrigen SBnrjeln. 

Sd fep m bad ^robuct ber jmei ^rimja^Ien p / q ; ferner a eine 
fEBurtel ber ©(etc^ung xp — 1 r^s o / unb ß eine SBurjel ber ©leid^ung 
x«*^ I s= 0/ unb fomo^t a aM aucb ß oon ber (Einheit oerfc^ieben« 
Xa^ ^robuct aß iß eine fEBurjel ber ©leic^ung x» — 1 =^ o ober 
xp<i — 1 8= o ; benn mir ^aben / bem oben Srmiefenen jufolge/ fomof)! 
a**=:i aia au(^ß"»=3i/ alfo aud^ {aß)'^s=ii. 93i(bet man bie Steige 
ber ^^otenjen 

{aßy, (aßy, (aßy, (aßy, (aß)—», 

fo werben bie p verfc^iebenen SBurjeln ber ©(ei^ung xp — 1 «so 
mit ben q SBurjeln t>on x% — - 1 = o / ndmlid^ 

a«, a«, a», «'/ . ♦ • aV-^ mit ß*»/ j3*, ß», ß^ . • . ß«-« 

auf aDe möglichen 21rten combinfrt/ unb bie ^ieraud entfpringenben/ 
unter einanber burdi^ge^enb^ oerfc^iebenen ^robucte ftnb fammflt«^ 
fBurgeln ber ©leic^ung x<^ — 1 &= q. ^Daffelbe tann, menn mssapqr . . . . 
jfl/ unb p/ q/ r; • . . • ^rimja^Ien anzeigen , auc^ wn bem ^vo* 
bucte aß7«..« bemiefen werben/ morin a, ß bie obigen 9}ebeutungeit 
f^aben / unb y eine SBurjel ber ®(ei(^ung x' — 1 es o , bie (&inff€it 
aufgenommen/ borfieOt/ a.f. w. 
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9ft mtasp«^ p^'nr^tmin^I/ utib bebiittet a eini i»ob i ^f 

fd^icbene ffiitriel ber (Sfetc^ung x? — i a o/ fo tfi ntc^t nut aUetn «/ 

P P* P' p"^* 

^nbern ed finb fogarv«, \/a/ \/a/ • « . . \/a SBurieTn ber®ku 

c^ung z* — 1=0« ^oDen obige SZefuttate ®(aü fnben/ fotnnp »an 

p p* 

Va ßatt ß/ \/a flatt y fe^en/ u. f. m. 

3(1 im 2nigetiieinett m s p« q^ r^ . . « • ; unb finb p/ q/ r .« •• 

9>rtinia^bti / ferner «/ '^/ 7 . • • • beiie^nngdwetfe SSurjeln ber 

©leic^nngen xP«^ie=o/ xi — is=o, x^— 1 = 0/ •«.; I4$t 

man enblic^ a^t=sy/a, a^rxy/a^, :c* pj=vß/ ßt^yßn ^* 

7t— Vr^ ya^Vyi/ IC. f^pn, fo ijl aa^a^,.. ..Xß/Sißa* ••• 

• • • • X r rs 7z • • * • eine SBurfel ber ©feic^ung x"> --> 1 b= o / beren 
^otenjen mit ben ST)>onenten o/i/2/3/4**«in— 1 fdmmt» 
lic^e SBurjeln biefer ®(ei(^ung geben, ^teburci^ wirb bie 3fuf[5fung bev 
®Iei(^ung X" — 1 =sa auf bie2(ufldfung ber(3(et4|ungen xp — 1 s=0/ 
X« — 1 =ss 0/ x^" — 1 SS 0/ K./ beren Orbnung^ja^Ien ^rimja^Ien 
fnb/ jurncf geführt. 

@u4|t man bi€ (Summen ber ^otenjen ber SSurjeln ber ®Iei« 
4ung x"-^ ISO nac^ ben Sormeln ber fünf unb (maniigflen 93orIe« 
fung^ fo finbet man biefe 0umme essm ober =0/ je na4|bem ber ge« 
ineinf(^aftU(||e (Sjrponent aCer ^oten^en ein 93ielfad^e6 00m m ifi ober 

Tlüt biefe Stefultate laffen (14) auc^ an^ ben 2(uebru(ren ber fBSur« 
jeln ber ^(eic^ung x«— t =?o burd) Aret6functionen ableiten *y 

III. S)ie Sormelu; ioeI4)e'n)ir in ber (tebie^nten unb ac^tje^nten 
93orIefung ehttoicfeU ^aUn, fuhren ebenfalls auf aDgemein au^Hhatt 
©leidi^ungen« Um ^iet^on ein Seifpiel ju geben / betrachten xoit bie 
Sormel (85) / unb fe^en wir 



_ 1 , 1 in(fn — 3) . I in(ni— 4)(™ — 5) ^_* , ^ 

^ 4^'~i6i.a''^ 64 1.2.3"^ ^ 

fo ^aben mir eine Gleichung oom m^^ ®rabe / beren fdmmli^e fBur« 
|eln w$ bem 2(tt6bru(fe yscoe.a ^eroorge^eu/ menn man für a bie 

*) über bie mrrfwur^ige ^ »on C^attf (uerfl gelehrte, 2(ufl&fung ber (9Iel« 
4ttng x» — 1 SSO f(^e man beffen DUquisitiones arithmeücae ^ Lip*^ 
siae i8oi; unb 8agrange*e Tratte de la resoluUon de« equaiiona 
numeriqueSf %% edit. Paris i8o8. 
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09gett fr^t/ buv^ weU^e eoi.ma anf dlnS txbtteirt mrb* SXcf« ^0« 

gen (inb in ber aDgemetnen gorm *^ * €nf Ralfen/ »enn man r 

jebe beliebige fofitm ober negative ganje 3a|^I bebeuten lof t ^teteri^ 
aber erhält 7 nur folgenbe oerr<^iebenen 93erf^e 

+ co#. — / + CO«. — f + COS. — / + coi^ — IC./ 
ittel^e StetBe fid^ mit + cos. . "T"/;^ ober mit cm. ^ a ttHiök, 

— am 3 in . 

je na(f)bem m ^erabe ober ungerobe x% 

Siefe {Betrachtungen liefern untf as(^ bie ®{ei<^ung 

CO«, ma SS 
X j (cw.a)* — f^C05. — J I tCf 

in welcher bie goctoren fo weit fortgeben / ald ber )Eoefftcient oon x 
bie 3d^I sm nic^t übertrifft. 3fl m ungerabe / fo ge^drt nod^ ber gac^ 
lor COM. a baju. 

^^nlic^e SKefuItate Derf^afen bie übrigen gormeln ber eno^^n« 
ten Siorlefungen / ou'd weld^en auc^ bie ©(etc^itngen (101) unb (104) 
ber neunjel^nten ^orlefung na^ ber ^zi^olz ber ®renjen ftc^ folgertl 
lajfen. 

93on ben SBurgeln ber ©(eid^uitgen biefer ©attung ^dngt bie 
S3ered^nung ber Seinen ob / xoili^t \f jtoei S^eilungdpuncte bec in 
gleiche Steile get^eiUen ^erip^erie m^^ £reife6 oerbinben. 
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Über ^te .^difUfun^ numtxü^ix ®(et^.ungett* 

. ' ' ■ ' » ■ ■ » ■ ■ . ,. 

€^eU®Ui6yan^ 9)it nöier. tinbefannter ®ro^ x, jiiii^el^er 
We^ rationale (Eoeffictenten oorfornmeii/ läßt Ic^/ wenn man bte m 
ber (ieben trab gmanjigfieit fSorrefung IL gilefrte Srandformatton {u 
i&ulfe nimmt/ auf bie Sorm 

bringen / worin ber Soefjftcient ber ^ö(()fleii ^otenj ber Unbefannteit 
li€ Sinl^eit ij}/ unb bie übrigen Soeffietentei» f<nimt bem legten ©liebe 
San^e Sof^Ien {tnb. 

2fn btefer ^m l&ft bie ®(etd^ntr9*(i) Mrte gebrodl^ne toefikiale 

SBurjel (u. 2)enn fdnnte biefer ®Ieidl|ung turcf^ bie SubiittutJiiMl 

•« 

X sEs !? / wobei p unb q gaiue S^^Ien anieioen / welche außer ber Sin« 

q 

^t feinen gemeinfc^aftlic^n Steiler beft^en/ QeMiige geleiflet werben/ 
*• |. w4re • • 



£- + A, L_. 4. A» 2_- 4. ,+Jl««.? + A„ =3 0, 

fo 5^tte man . ' 

^esa -T- AjP™-' — Aip-'-^q — .... — A^i^ipq"^« — A«,q"*S 

e6 wdre alfo / ba p"* bur<!b q ^^^^ ^^f^ "^^^ jet^eift werben fann / ettt 
SÜTud) einer ganjen 3ö^I gleich / wai urtgeremt ift. 

:Die SBurjcln ber (SUid)\xnq (1) ftnb bentnac^ entweber ganjk 
Ballen / ober mit ber Sin^eit incommenfurakel. 

Ob bie ©{et^ung (1) ganje SSJurieln/ unb wel^e fiejuläßt/ wirb 
ouf folgenbe Hxt erörtert. 

S« fe9 w eine gan^e SBnriel berGIei^ung (1)/ fo muß/ ba bie 
©letdl^ung 

w- + A, w«-« + A» w«-» +.••• + A«-. w 4- Am = 0/ 
folglich auc^ 

Uü-ss— w"»-* — AjW^-' — AjW^-^ — . . . — Am-tW — A 
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(efk^e/ ~ etni janje Saj^I/ b. ^. w ein Steiler ton A. fe9it/ wa6 

\d)on aud Um Umf!anbe ^dtte erfc^Ioffen werben fonnen^ baß ber ttuntC' 
rific^e SBert$ M festen ©Uebea einer georbnefen (BMi^uhfi ,■ bere» rr-^ 
fled ©lieb ben Coefficiinten i fü^rt/ bem 9>robucte fdmmtlic^er Sar« 

A 

sein dki^ tmmu »an fe^e ~ = B^ , fo ergibt fic^ wlÄer 



1 1 ■• 



B^ 4" A^ j 

ed wup oTfo audS> eine ganj^ 3a^I fepn. Ktitidfntt man 

ttefelie Diir^. Q^ / fo 'olgt 

»orou« tt^tUtt, baf «tt(^ ^ °^* eine^ftnie3ft^r fepto nn$, e«^ 
man nun 

«B„ -__«B«, tc 

, "»-» + A»1^ n "— .+A. 



fü ffnbet man auf bem ^irr betretenen SBege (etc^t/ baf B^ , B« / . . « , 
.... B„_., , B« ganje ga^Ien fepn miijfen , unter weiden fnöbefonr 
bere B«=— i ijl, {c baß bie ©leic^ung B^^-mo ©tattfinbef. 
SRan {erlege bentnoci^ bad le^te ®lteb A. ber gegebenen (SltU 
f^ung in feine einfallen Sactoren , unb bilb^ au$ benfelben aKe m^glü 
c^en 2)iotforen biefed ©liebe«. SBan jieUe bie erhaltenen 2)imforeii/ 
f 0X00^1 mit bem Seid^en -*-/ aU aud) mit bem.3ei(^en + in eine 9tei^ 
jufammen/ ea mdre ^enn/ ^aß ein ununterbrochener ^eidf^entpec^fel in 
ber ©teic^ung auf ben SO?angeI reeOer negatiuei/ ober eine ununterbro« 
dl^ene golge gleicher Seichen auf htn SRangel reeller fofitmt SBSuriebt 
l^tnbeutete. Unter jeben Z>(mfor fc^reibe maii ben duotienten / meieren 
tM le^te ©lieb ber ©(eic^ung burc^ i^n get^eift gibt ; j^lerunter fe|e 
man bte 9?efultate ber 3(bbition iebe« Ouotienten ju bem <£oeffictenten 
tm oorle^ten ©liebe ber ©(eic^ung ; jebe ber gefunbenen Summen treffe 
man burc^ ben i^r entfprec^enben X^iotfot; bte Ouotienten vereinige 
man n)ieber mit bem Soefficienten bed ndc^flen ber Snbglieber ber©Iet« 
<^ung / unb t^dU bie Summen abermaC burc^ bie juge^örigen 2)t9ifo' 
ten / u. f. m« @oba(b eine ber {u verric^tenben ;Di9ifio)ien nic^t auf* 
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geft/ wiA ^f hetttfftnU f^i^ifor triebt »etter Bf rAtf fld^tiget / bentt er 
i^ gewi^ fetiie SBurjel ber gegebenen ©letc^ung ; fann aber bte 0p$9 
tatm fo lange fortgefe^t merben / btd fdmmtltd^e Soefftctenten be? 
©leid^ung an hie Steige getommen finb / unb enbtget ftc^ biefelbe mit 
ber ^urnme o, fo tß bec corr#fponbtrenbe2)iiiifpr offenbar etneSBitrief 
btt oorgelegtfn ®(etc^ung, 

97?an fir^t o^ne 9)?ü^e ein/ ba$ baffelbe 93erfa^cen {ur Prüfung/ 
ob eine .gaaje B<ii>l eine 9Burie( einer gegebenen (Sleii^ung fep/ auc^ tn 
betn %aüt angeivenbet loerben fonn / »enn ber Soefficient bed ^oc^ßeit 
©liebed ber ©letc^uiig eine oon ber CSin^eie oerf^iebene ganje S^^t A» 
ifl; nar er^4It man bann flatt B«i=~i bie @Ieidl^ung B«,a — A» 
ober B«-f-Aö=so; ald £ebingung ber beja^enben Sntfd^eibung ber 

Sa unter ber 93orau$fe|ung / bap w eine SBur^el ber ®Iei< 
*ttng.(i)t(l/ 

-- B» = 1 / 

•— ' Bm^t *=s ""^ Bq, w -|* Aj fiss w *y- A| / 

— Ba.« = — B«— ,w + Ai = w* 4" AiW 4- A^/ 

— B«.-^ ==: — Bo-^w + A3 e=3 w* + AiV + A»w + A, 

u. f. 10«/ 

fnUic^i 

— B, e3tr"->4-AiW'»-» + AjW"»--3-f-. .. . + A«-..w+A«_, 

gefnnben wirb, fo le^rt bie 93erglei(^ung biefer (Ergebniffe mit ben 
gormeln ber brei unb {loanjigflen 93orIefung , bap bie ©rofen 

— Ba,^, / — Bm— •/ — B«.-«3/ •— K. — Bj/ — ^ Bj 

> 

bte Coefficienten ber auf bad erf)e fotgenben ®(teber im Ouotienten bar« 
flellen/ meieren bie 2^ii>ifton ber ©leid^ung (1) burcb ben SBurjelfat* 
tor X — w barbietet« 3b ber %^üt ifl ba^ fo eben au6einanbergefet^te 
{Qerfa^ren ntc^t^ anbere6 ^ M eine oerfletfte :Dtotfton be^ rutfioärM 
georbneten erflen S^eite^ ber «vorgelegten @lei(^ung burc^ ba6 iBiiioQi 

golgenbe S5emerf ungeq werben SRtitel an bie <^anb geben / bto 
«ben befcbriebene 9>robe / loelc^e mit ben Sioiforen bed legten ®(iebe9 
einer ©leicf^ung oon ber gf^rm (1) oorgenommen werben foO/ um ju 
f ntfc^eiben / ob einige itnb welche berfelben SSBur^eln biefer ©letcbung 
finb/ abitttiirien. 

Sran^formirt man bte gegebene ©lei^ng (i) mittelfi ber 0ub« 
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fittntton ssr-f-*^^"^'^^ anbete/ bereit fßutiete fimmtltd^ nm a 
tUinet fittbf aU jene bei; etfleren^ fo ereilt bie neue Oleid^utig/ ivte 
in ber fleben ^ti^ jn^onjigfien SJorlefiuig gejetgt würbe f bad SlefuUct 
{um legten ©Hebe / nielc^ea ber erfle S^tl ber vorgelegten ßHetc^itng 
barbtetet / wenn man bafelbß a fHatt x' fe|t. ?Iud;^ ^ae bte trandfor' 
mirte ®Ieidl)ung/ wenn mon für a eine ganje 3a$( nimmt/ btegoritt 
ber gegebenen (i). 

3{i nun ^a^ lejite ©lieb ber ©feic^ung (i) ein ^rc^nctfefr oie« 
Ter Sactoren / woburd) ^ie Tinia^l ber ju ))rufenben Stotfbten unge? 
mein groß oudfdUt/ unb Idßt ftc^ ein Sßert^ ber gonjen 3a^I a an^ 
mittein / für welchen ficb ber erjie Sl^eil ber gegebenen ©leii^ttng anf 
eine aua weniger gactoren beße^enbe Sal^I rebueirt/ fo bflbe man bie 
S)iuiforen biefer leiteten / abbire ju jebem berfelben a / unb oerfn^e 
nac^' ber oben erfldrten SRet^obe / ob einige ber erhaltenen Gummen/ 
unter welchen ftc^ not^wenbig aOe ganzen SBurjeln ber gegebenen ®Uu 
4>ung befinben / biefer ©leic^ung ©eniige feifien. 

^at man bie !X)tuiforen bed (e|ten ©liebeö fowo^I ber gegebenen 
©leic^ung al^aud) ber burd^ iU ^ubflitotion xsj^-a tran6formtr« 
Un gebilbet/ fo fonuen nur biejentgen becerfleren 2)ioiforen SBurjeln 
ber gegebenen ®(eid)ung fepn / weld^e um a oerminbert in Siuiforen 
bed Snbgliebea ber tranöformirten ©leic^ung übergeben/ woburc^ bie 
2(nia^( ber obiger Prüfung ju unterwerfeuben 2)ioiforen oft bebentenb 
verringert wirb. 3n ben meiflen ^dOen reicht e6 ^in a = -f-i unb 
a=— 1 iu fe^eu/ wenn biefe Sagten nic^t etwa felbfl SBurjeln ber 
vorgelegten @(eicf)ung ftnb ; au^ finb bi| 9tefu(tate biefer ^ubflitutio' 
iien am Mcibteflen {u. bered^nen« 

SBir befinben und alfo gegenwärtig im @tanbe bie rationalen 
^urjeln jeber ©leicb'ung/ beren Soefficienten rational ftnb/ aufjnftn« 
ben. 2)enn jebe foI4)e®Iei(^ung erlangt/ nad^ S93egfc^affung ber iBru^t 
bur<^ bie am Singange biefer 93or(efung erwähn teSraneformatton/ bie 
®eflatt(i). 

8Bad bie mit ber Sin^eit incommenfurablen SBurjeln ber mt tti 
eQen (Soefficienten verfe^enen ®Iet(^ungen betrifft/ fo fann man btefel* 
ben burc^ rationale 3a^Ienfo genau barfleBen/ aH man nnr immer »flL 

!Denn ba bie imagindren SJBnrjeln e iner ®[eid^ung/(»)saö bie» 
fer Art paarweife an bie gorraen p + q\/II7, p— q\/-.i , in wet 
d|)en p/ q reeOe ©ropen anjeigeh/ gebunben finb/ folglich batf 9>ro-- 
buct ber ^ieraud entfpringenben SBurjelfactaren 
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nie tKdatto wird / tnon mag Itt ©rdße x tvoö immer für enif n' reellen 
SGBett^ betfegen/ fo fatin baa Beteten be6 9?efu(tatea ;. mldjt^ man er* 
^&Ü / n^enn man in im er|!en Steife /(x) ber genannten ©leic^nng 
flaet X eine reelle 3<)^f fc^t/ bloß t)on ben 3^t'd)en abhängen/ tpelc^e 
bf> onf reede^urjeln ftc^ bcjie^enben etnfacf)en ^actoren bed^olpnomd 
^(x) Sterbet onne^men. !Denft man fid) nun aOe ©roßen f6 georbnet/ 
&af bie größeren negativen vorangehend bie feineren negativen folgen^ 
unb bie pofitioen fic^ an festere nacb ber Orbnung i^re^ SlBadifend an» 
(erliefen/ unb man fe$t (!att x jwei reelle Sohlen a unb ßf \p nimmt 
in beibengdllen jeber reelle ffiurjelfactor x — wber®reic^ung/(x)=so 
verfc^iebene ober ubereinfümmenbe 3^ic^cn an/ je nac^bem bie biefem 
Soctor juge^ortge SBuriel w jn^ifc^en a unb ß fällt/ ober bad ®egen« 
t^etl etatt f nbet. Jg^ieraifö erj^ellet, ba^ bie 9tefultate/(a) unb/(ß)/ 
loelc^e and /(x) burc^ iit erwähnten jwei 0ubflitutiOnen^ervorge^en/ 
gletc^ ober ungletd^e S^i^l^n beft^en/ je nad)bem eine gerabe ober ^ine 
utt^erabe 2(nja^l reeller SBurjcIn ber ®Ietd)ung /(x)so jmifcben a 
unb ß liegt/ unb umgefe^rt/ wobei man aber offenbar bie ber (Sleic^ung 
mr^rere 9)?ale juFommenben SS^urjeln eben fo \)ielmal mii^a^Un muß. 

©eben ba^er jwei reelle Säulen a unb ß flatt x in ber ®lei4iung 

/(x)=so fubjlituirt/ 9tefultate mit entgegengefe^ten 3^i4<^n/ f<> if^ 

man b«recf;tiget {u fd^ließen / taß jivifc^en a unb ß ibenigtlend eine re^ 

eOe SBurjel biefer ®Uid)ung (id^ befinbet. ii$t man iai arit^mettfc^ 

SJiaul i\»i\d)en a unb /S / nävi^idf ^^ / für einen 82A^rungdmert^ 

ber erwähnten SBurjel gelten/ fo iß ber nimterif4)e SBert^ bea babei 

begangenen Se^lera fleiner aia ^-^. 

&obalb ber UnterfdS^ieb {wifc^en a unb ß nnmertfcf^ betrachtet 
fleiner ifl / ala ber f leinfle ber Uuterfc^iebe je imeier ungleicher reeller 
SSurieln ber ®lei(^ung/(x)s=o/ fo fonnen {wifc^en a unb ß nic^^t 
mehrere oerfc^iebene SBurjeln biefer ®leid^ong 'liegen. 0e(t man ta* 
^er flott X in bem Polynome f{x) bie ®lteber einer artt^metifc^en ^ro« 
grefjion / bereu Z)iffereni b fleiner tfi./ ala ber fleinfle ber Unterfd)iebe 
je jmeier ungleicher reeller fSBurjeln ber genannten ©leic^ng/ fo wer« 
ben fid^bei einem ^inreici^enben Umfange biefer ^ogreffion in berStet^e^ 
ber erhaltenen Stefultate fo viele Seic^enabwec^ainngen barjiellen r al^ 
ber ®leic|iung /(x) s o unnneber^olte reeOe SBorjeln cntfprec^eii $ 
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unb Ut'^el^evr Wildj^n man begebt/ inUmmanbit^ühc&ümmc 
ptt ®It^e;r.ber$rogreffton/ auf welche fic^.etne folc^e Bti^^tnaiwe^^s 
lung^te^t; al&ben $6etras einer SBurjel ber ©letc^un^ anpe^t^ tjl 
ftetner al^ ^ö, fo ia$ bte?(nnd^erung/ wenn man d tUin genug an- 
nimmt/ mit jebem beliebigen ©rabe ber ©enauigf eit bewerf fleOi^et 
werben fann. S)ajfelbe ,93erfa^ren gibt aud^ bie angenäherten SBert^e 
jener reellen SBurjeln/. weiche ber ©leid^ung eine ungerabe ^fn^a^l 
aWafe juge^ören, nnb nur t>U eine gerabe 2(nja^l SRale wieber^dlrn 
reellen. SSJurjeln werben baburc^ nicf)t beflimmt. SBir fonnen undie* 
iod) oo^ber^anb immerhin auf bie Mnamittelung unwieberl^oIter'reeU* 
ler äBurjeln einer ©(ei^ung befc^rdnFen/ ba wir für bie 2(bfonberttng 
ber wieber|(oIten SBBurjefa i?pn ben übrigen befonbere SSorfc^jriften ev^ 
t^eilen werben. 

SD?an fahn bie »erec^nung ber reellen SfiSurjeln einer ©leit&ung, 
ivenn man ed bequem fttibet/ auf eine blope^erecl^nung )}ofttioer SBur- 
jelii tebuciren- 2)enu ^anbelt ed pd) um t>ie negativen reeüen ®ur* 
aein, fo traii6formire man bie gegebene ®Ieicf)ung/(x)=o miteelfl 
ber ©ubfiitution x=— y.in e:ine anbere, beren pofitioe SBurjelwr nu- 
tüerifcb betrachtet/ ben /legatioen Sffiurjeln ber erjieren gleid) fomraen, 
unb man. ^at ea nunmehr blop mit ))ofitiven SBurjelu ju t^un. 

äWan -müßte alfo/ um hi^ fo eben he\}pxod)ene 9id^erungdmet§obe 
^nr?/.^^ 9^!?^^"^.^^ ©(ei(Jung/(x)==o /injuwenben, in bexfdben erft 
lid) jlatt x^nacb unb nacb bie ganjen Sablen o, i , 2, 3, 4» tc. fe= 
|en, uitD ben Umfianb beachten, ob ntd)t etwa jirei unmittelbar auf 
^irtanber' fi>l9ertbe ©übflitiitfonen 9?efuiate mit 'ent^egengefejten Sei- 
chen barbieteq; 3fl bjef;:bet ben Sert^en x=ba unb xssa + i ber 
Sau, fo ^at mon x±=»a + o-5 ald einen erflen auf o-5 genauen 9id^er 
ruttgSwert^ einer SSBurget ber ©leidgiung. 35ie ©ubflifution x=a4.o-5 
wirD lehren, ob ber WHi^t^^SSertb biefer SBurjel swif<^en a unb a + o-5, 
ober jwtfc^en a+o*ö unb a+i fallt. Kun fe^e man, jum »e^nft 
neu^r ®u*(iitutiowen für k, ber Heineren ber beiben ©renjen jJufctt-- 
weife o-i/ oa, o-3, 0-4 jU; unb bererfjne bie «efultate, \\>Hdfe ber 
erfle Zp^il ber ©feic^ung ^bafur gibt, ©obalb wiebet ein Seicf^enwet^^r 
fei in biefen Mefultaten ^tm ftnbet, ^at man einen 97d^erung6wert^ 
ber fraglicf^en SBBurjel, welcher ficb oon i^r um weniger aW o-o5 tnU 
ferne. 2(uf biefelbe äBeife fann man bie 2frtnd^erung bie auf <roo5/ 
o'oooö tt. f. w../ unb &Ut^^u}ft fo weit treiben, aU man miU. 3eigt 
^ aber in i>en Ätfuliaten fürWe ©ubflitutf^nen x=iso, 1, a, 3, 
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4 9 tc Feine 3e{4ettab»e4i<Uttig p fo f {nneti imif^^eii ihti 9la4iborgIie« 
bern ber 9tet^ ber für z angenommenen 9Betl|^e.anetbtn^ reelle SBur« 
sein in geraber ^Cnjo^I vor^anben fepii. 'Cft g^ben fi^ bie @teUen/ wo 
btef ber %M fepn Vürfte/ burc^ einen Übergang b^r corr^fpiinbtrenbin 
Sfefult ate aua bejn 3uflanbe bed SBadS)fend in jenen beö ^Ibne^men^z 
itnb umgefe^rt/ juerfennen/ obfc^on btefe Srfc^einung ouc^ von ben 
reetten Steilen ber imogindren 9Bur jeln ^erru^iren fann. Sonn müpte 
man bte Sifferen) ber ^eogreffkin .bA 3^^fen > tvelc^e man flott x ju 
fe^en ^ai / fo longe oerHetnern / btd man feinen Stt^ecF erretcf)t« 

@o einfach bie ^ter befc^riebene Std^ernngömetpobe f(^eint> fo 
wenig tfl ffe in ber n)irnid[|en 2(nmenbüng / ber triefen @ubfHtntionen 
loegen / tt^Id}e fte forbert / brand|)bar. SSte man bie Arbeit oertingern 
fonn / iverben ipir in ben ndc^ften 93orIefungen vortragen. 
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Über bie 2(uflpfung tiumerifd^er ®(etc^ungen. 

(3 «f f f e t tt n ß.) 



w^e ivtr und mit Wn^r {ipecfmäßigeren Stnrtcf)tung bec in ber 
vor^erge^enben 9}orIefund. entu^orfenen Snd^eruflgdntet^obe jut Sefltin- 
mung ber tncommenfurabUn Sßurjeln «iner porgelegten ©leid^ung mtt 
tmt unbefannten ®rope befc^dfttgen ^ »oUen wir fi^^ere Aenaietc^eit 
ber 2(ni9efrn(eit n^ieber^oUer SBurjeln auf)leOen / unb {eigen / wie bte« 
felben/ wenn fle oor^anben ftnb/ befeitiget werben f^nnen. .^ieburc^ er- 
langen wir ben bop)>e(ten ^ort^ei(/ fowo^( bie .^inberniffe ja entfenteo/ 
welche wieber(io(te reelle SBurjeln einer ©(eic^ung ber {uuerlaßigen Sr« 
fenntnip fammtlic^eiT reeller Sur^eln berfelben entgegenßeflen/ al0 aa<^ 
bie 2(uf{öfung biefer ©(eic^ung felbfl auf ^xt 93e^anblung mehrerer 
®Ieid|)ungen Don niebrigeren @raben iurücfjufu^ren* 

@inb Xj / Xj / Xa « . . . Xm fammtlic^e reeDe unb imaginäre 
Sßurjeln ber ©leic^ung 

0) /w = 

6=3 X« + Aix«~» -f. AjX«-«^- AjX"»-^-!-.. . . 4- ^">— I * + '^■=<>/ 
unb ifi 

(2) X"— + B,x«»-»+BaX"-3+B3X«»-44-... + BL„_,x+B«^,sso 
ber £luotientf welchen bie ©(eid^ung (i) bu^ ben SBurtetfactor 
X — X| get^eilt gibt^ fo gehören ber ©leic^ung (2) titm — 1 SBur« 
{ein X2/ X9/ 4 • • • Xm« 

0e^t man iw ber ©(ei^ung (2) x^ f}att x , unb berucFfid^ttget 
man/ fo.wie ed in ber ac^t unb jwanjigflen 93orIefung gefc^e^en til, 
bie SBBert^e Don B,/ B,, Bj . . • B«.-,, fo ge^t ber erjle S^eil ber 
genannten ©(eic^ung in 

(3) m xr • + (m~i ) A , xr • + («-«) A, X7-8 

-J- (m — 3) A3 x^—^ + - . • . -|- Arib-t 
iiber, 3jl X, eine Surjel ber ©leid^ung (1), welche i^r öfter a» ein 
9)?al gebort, welc^ye alfo einer ober mehreren ber SBurjeln x^, xj, 
»4 • • • x„ gleid) fommt, fo muß ficfe bad ^gpolpnom (3) not^wenbig 
auf o rebuciren; unb unigefe{)rt,' oerfd^winbet baJ^oIjnom (3)/ \o 
ifi X, eine wieber^olte SEBurjel ber ©Iric^ung (1). 



2|3 

SBilbet man alfo an* Um frfiett Sj^etlc ber ©bic^ung (i)^ »4m^ 

II« 
^1 (x)=inx"— • -[-(in— 1> A,x»-« ^(m-*3) A,x."»-3 4.. .,,4-Ä«^» , 

Wtl^e man tidfittf iDenn mott iebea @(tf!b in /(x) mit bem iuge^5rt« 
g€n Sjrponenten ber Unbekannten x multi]»ltcirt ^ unb bann biefen 6jr< 
)>onenten um bie Sini^eit oerrtngert/ fo ^abenr iie®(et(()ungen/(r>fi:to 
unb/i(x)=:o gewiß fo «ie^fe gemetnfd^aftnd)e SEBurje(n^ aU fidf in 
^(x)s=:o i^erfc^iebene miebcr^pUe S&urjeln oorftnben/ unb bad ^tatt^ 
ffnben etned gcmeinfc^aftUd^en ))on x ab^ängenben !X)ioifor6 ber 9^0(9« 
iiome/(x) unb/,(x)^ worüber ftc^ nac^ bm üui^ ber 2(rii^metif In!« 
fannten SJerfa^ren (eidS)t entfc^eiben la^t, ifi ein ftd^ere^ Stenoi^d^n, 
baf ber ©teic^ung (1)/ ndmIt(^/(x)sio/ wieber^oUe SBurjeln ent« 
fftt^^n* &nd)tman nun ben grd^ten gemeinf4iaft(td|}enS^etrer berSiiii«^ 
ttonen/(x) unb/, (x), unb fejt man be nfelben = o , fo finb a\l$ 
SEBurietn biefed Z^tiUt^ mieber^oUe Surjeln .ber @(et(^ung /(x)cb8 0# 
Sd fet^ Xi bereite ald eine rfac^e SBurjef ber ®[etc^ung (i)r airer^ 
tannt, fol^lid) biefe ^(eicbung burc^ (x^—x,)' o^ne SXefi t|^eilbar# 
2>er betrejfenbe öuotient fep * 

(4) x*-^ -f. Ci X«-'-' 4- C, x™-*— + .*... + C™_,-, x+ C„-,a=sO; 
fo er^dtt man/ wenn man tn bem erflen Steile bejfetben x, flatt x fe^t 
mtb bie Soefficienten C, / C^ / C3 . . • Cm-r auf btefelbe SBeife wie 
in ber ac^t unb jwanjigflen SSorlefung butc^ A«/ Aj/ A3 • • • atif< 
brucf t / bad ^ol9nom 

(^> T-ri r rni(in— i)(in — 3)...(m — r+i)'':-' 

4" (m — i)(in — 3)(m — 3).*.(m — r)AiX^— '— » 

+ (m— a)(m— 3)(ni~4)...(m— r — OAjX»-»-»^- . . . 

• • • + r(r — i)(r — 2) « , « 3 • a • 1 « Am—r L 

3{i xi nicf^t bloß eine rfac^e SBurjel ber (SUid)uni (i), fonbern 
gel^ort biefe SBurjel ber genannten ©leic^ung nod) öfter / fo wirb baft 
^olpnom (5) gleich StuII/ unb umgefe^rt; oerfc()winbet le^tered^o« 
Ipnom/ fo iß x, wentgilend eine (r-f-i)fadSieSS3urieI ber®(eic^ung (.1). 

!0?an bejeic^ne bie Function 
ni(m— * i)(ai — 2) * . . (m — r-f-t) x"— * 
4-(ni— i)(m — 2)(m — 3). . . (m— r) A, x«»-'-» 
4-(m — fl)(m— 3)(m — 4) • . • (m— r— 1) A^ x--'^-» + . . . * 

• ...-{" r(r — i)(r— 2) • • • 3 • 2 . 1 A,»-« 
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fpecteRen %aVi tn fic^ fc^Kept / ttnb ber ju Sofge inafcefonbere 
/,(x) 6=? «<m— i) t-'-t* + (m— i) (m — ä) A, x"^ 

-f-(iii-^a) (inrr-3) AjX»— * '4* • ♦ • • • 

» • • • • *T* 9 • 1 • An— ^ 

/,(«) t=9 in(m--f I )(m-iÄ) »«-^ + (m— i)(m-r-fl)(ra— 3) A |X«- 4 

4» (tt-^a)(m— 3)(m— 4) A^x— «-|^^- 

U« f. IV* 

(^/ .f0 gelangt man tntl ^»lilfe ber oben demac^Nn S&emerrungen (u 
folgeiibeii 9tefuUaten : 

itimmt bte Sßuriel x^ ber ®Ietc||ung/(x)c3so (fter ata ein 9RaI 
iti/ fo ntu0 nebfi/(xt) aud^/«(X|) oerfc^wtnben* iSBtrb baa ^orpttom 
/» (x) bur^ bte @ubflitutton x es X| titelt suglet«^ auf 9lul[ gebrad^t/ 
fo tfi Xi blo^ eine {meifad^e SBurjel ber ®Ut4|ttng/(x)=so; ftnbet 
man aber auc^ /, ^x^ » q / fo muf x^ »entgflena eine breifod^e SSur« 
jel ber genannten ©feic^ung fepn; unb fie ge^drt berfelben ntd^t ifut, 
tt>enn/3(x0 ooH o oerfddteben au6fdaf. Seilest uberbief nocft bie ®(et< 
4^ung/3(X|)s=7 0/ fo ifi xi wenigflen« eine «rierfa^ie SBurjet ber®Cet« 
d^ung/(x)=so/ u. f I«. Über^auply foQ x^ genau eine ifai^effinr« 
gel ber ®Ieicbung/(x)=o fepn/ fe raujfen bte ^olpnome /(x«)/ 

/i(»i)//t(xi)//3(xi)/ .'• • ./r-i(x,) i>erf(i^winbeii;/r(3P,) H«' 
gegen mu$ oon o «erfd^ieben fepn. 

3)a jebe folgenbe ber guncitonen /(x) / /^ (x) / /^ (r) / le. 
/r-i (x) au6 ber por^erge^enben unb überhaupt von je jYoei paaren in btt* 
fer Steige gleich xotii t)on etnanber abflej^enber $unationen bie fpdtere aaa 
ber früheren nad^ bemfelben ®efe|e ^eroorgej^t / fo fte^t man, baf jebe 
rfac^e SSBurjer ber ®(etc^ung/(x)ssp ein^ (r-^ Of<<4^ ^^^ ©leic^ung 
/i (x) = o , eine (r — a)facl)e ber ©leicftung f^ (x) = o n. f. »• fepn mvif. 
®uc^t man nun ben größten geineinfdi äff liefen Steiler 9» (x) ffir/(x) 
unb/i(x), ferner ben größten gcraeinfc^aftficben Sj^etfer 94(x)fiir 
y, (x) unb/j(x), bann beii größten gemeinfrfjaftltd^en Steifer ys(x) 
fijr 92 (x) unb /s (x) \x. f. w. / fo lange {!cb no(^ folc^e Steiler / bte 
Functionen oon x ftnb / oorftnben / unb Taffen n^ir 9,-.i (x) ben legten 
berfelben fepn/ welcher ju 9r^(x) unb/r-, (x) gehört: fo fonmien ber 
®Iei(^ung/(x)=:o feine öfter wieber^olten SSurjelU/ M rfacbe (it. 
Sie ®feici^ung 9,., (x) = 0/ gehörig aufgelöft/ bietet alle rfac^eit 
SBurjcfn ber ®(ei(^ung /(x)ss:o/ unb {war jebe nur ein 9)?al bar; 
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ber ®W^ttn3 9^,(x)a=:o entfpret^ert oITerfad^en unb (r— OM^n 
SBnrjeln ber gegrtenen (Sfeic^arig, crjlere jw« g)?oI, leftere nur ein 
SKfll j ed tfl jba^er ^r-.« (x) »urc^ bte jweite fpoten^ »oii 9,-., (x) tJ^etl* 
hatf ütii Der Ouotient glek^ 97uU gcf^jt p#r|^i(ft ju ben (r^- Ofac^en 
ajnrjeln felbjl, u. f. w. ' 

3«be)Ten genügt bte »etrad)tung ber Juncttonen /(x) unb /, (x), 
um alle wieber6oIten SSBiitieln ber gegebenen ®feic^uug/(x)£=3o, j'ebe 
@atrung fiur.(!<l^Y in einer abgefonberfen @Iei^ng/ barauflellen. (£a 
f«9 ndmiidd ,f , (x) ba6 g>robnct .aller SEBur jelfagtoren, weld)e b^r ®Ieü 
^"n8/W = o nul: ein 2J?al'jufommen; ferner fepen ^»(x), ^,(x), 
•^4(x) u. f. m. bte qprobücte afler jwetfad^eh/ brcifad)en/ merfad^en 
SSurjelfactoren btefer ©(etx^nng/. mobet ober jeber Diefa S^'^MArn nur 
ein fOläl gefegt worben tfl/ fo ^.dben xoit offenbar 

/(X) =5^, (X) : li, (X)]* . [^3 (X)]3 , l^, (X)> . [^s (?)y IC. 

2)er größte ben Functionen /(x) unb/, (x) gemeinfd^aftlic^e S^ei* 
Tfr fiCx) wirb/ bemoben ©efagten Qimai, burcf) bad ^robuct 

i, (X) . [^3 (x)]* • [^4 (*)]^ . Ws «? :c. 
ouagebrticft/ baj^er ifl biHf £luotient 

tnr^f ^1 (x) anietgen woffcn / 

©e|en loir biefen Ouotienten =0/ unb lofen wir bie ^ieburt^ ge* 
bfTbete ®Ietcf)ung auf/ fo erhalten toir alle Sßurjeln ber ©leicbung 
jr(x)=;o/ worunter aber jebe wieber^olte nur ein 9!J?aI erf<^eint. ©ie 
SBebanblung ber ©leicbung 0j(x)=so, nacft ber in ber oor^erge^enben 
gSorlefung befc^riebenen JKa^erunganietl^o^e/ ijl ben ©c^ioierigfeiten 
tiic^t unterworfen / ivelc^e wieber^olte SGBurjeln oerurfac^en fonnen. 

i&eietc^nen wir ben größten gemeinfcf)aft(icben Steiler 9on ^, (x) 
«nb *,(x) burcb ^2 W' wobei natiWic^ 92 (x) nic^t me^r biefelbe ©e* 
beutung ^at; xoie oben/ fo ijl 

Sie 2(uf[6fung ber®Ieid^ung i, (x)äO/ weld^e [ei^i abgefonbert 
bärge jleDt werben tarn, fü^rt ^u all^n ber ©leicbung /(x)=o nur 
ein SRal ge^oreuben Surjeln« 






äl6 

&eitn »ir 2i4-i= *a W/ f<> H^cn, wir 

unb wenn toit ju 92 (x) utib 4»z(x) b^n großteri gemetnfd^dfrltc^eri S^ei^ 
ler ^3 (x) fucl)cn : 

93 (x) =;^3 (^) . ^4 W • ii (*)••••• 
2>a «an S^^ «a j^;(r) ifl/ fo Bepf «n iwrtie ®^^^ 

ah^tfonievt , unb ftnb bal^er im @tanbe/ bie jweifacf)en Surjefn ber 
torgelegten ®fei^ung/(iy==o äuöinmitteln. 

(9*1^9 ferner-^ = *3(x); fo ijl 



3 
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^teraud er^eDet bie 95efc^affen.^eit bed griffen getneinfd^afHid^en 
Steuere ber Functionen 93 (x) unb *3 (x). Sr ijl 

9^(x) = ^4(x) . ^5(x) . ^ö(x) . . . ., 

fo/ ba0 man mittelflbed Ouofienfen ?4^5ca ^3(x) fogleic^ bie brei* 

fa^^en ffiurjeln ber ®(e(4|utig/(x)sso anjugeben oennag. 

SBie biefe Operation toeiter forfiufe^en ijl/ loirb burc^ ben bid« 
^crtgen ®ang berfelben ^inVeid^enb angebeutet. 0ie enbiget fi(^ / fo^ 
halb einer ber aufjufuc^enben grif ten gemeinfcf^aftUc^en 2)ioiforen ^on 
X unabhängig erfc^etnt. 

%ei bem®ebrauc^e ber tn ber oor^ergel^enben ^orlefung entwor« 
fenen 9)?et^obe jur nd^erungdtoeifen Sefümmung ber reellen Surjefn 
einer gegebenen ©leic^ung ifl bie Aenntnif ber ©renken/ innerhalb totU 
djier fic^ btefe Sßurjeln beftnbeu/ oon ^o^er SBtc^ttgfett / ba ffe vieler 
ttnnii^er @ubflitutionen jur Srforfci^ung ber Seichen be6 erflen S^etleft 
ber Gleichung überlebt ^ unb ber ^ieraua ermac^fenbe fflort^eil ijl um 
fo größer/ je genauer biefe ©renjen beflimmt ftnb/ b. ^. je loentger ba^ 
imtf^ien i^nen Tiegenbe 3nteroan betragt. 

aSir ^aben bereitd hemettt, baß ed ftc^ jund^fl ilo$ um bie f&t» 
rec^nung ber reeOen pofitioen SSBur^eln ber ®letcf)ungen ^anbeU/ ba bte 
{Berechnung ber negatioen SBurjeln leidet in eine 93efiimmung pofittoer 
®r69en umgeflaltet werben fann. I&a^er mpOen wir ^ier nur lehren/ 
gwei Saufen ju ftnbeu/ wooon bie eine grdßer ifl ald bie größte/ unb 
bie anbere Heiner alt bie fleinfle pofttioe SBurjel einer gegebenen ®(et' 



^ ■ 
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^mQf o^ne feboc^ tte ttfttti^a^l äberPfjtg gcof, ttnb bte onbere 
ubet^üfftg flem ju erhalten. . 

^an uttoMUe bie gegebene ©letc^ung/ beren unbef annte ®rdpe 
X tft/ burc^ bie ^ubflitutton x=7-f a^ wobei a eine itcd) unbeflimmte 
fofitwt ®r6ße anjetgt/ in eine anbere ©(eicbung mit Ui Unbef annten 
jf beren SOSttrieln wegen xaaj — a oud jenen Ut erfleren ^et^ot^e^etu 
wenn man von jeber berfelben bie ®rö$e a fubtra^trt. 9Ba^U man nun 
fren SBert^ oon a bergeßaft / bap aUt €oejfieienten in ber trandformir« 
fen ©(eicbung pofttio auffallen/ waa balb erreid^t wirb/ wenn man 
mit ben einfacheren Soeftcienten f fo wie fte fid) mä) ben Formeln ber 
fieben unb iwanjigfien SSortefung L ergeben ^ anfangt/ unb ben bereite 
(eiliramten SBert^ von a/ wenn ed not^ig if}/ fo lange er^o^t/ bid auc^ 
bte jufammengefAteren (Toefficienten »ofttioe 9Bert6e erl^alten ; fo ent^ 
fpric^t ber trandformirten ©(eic^ung feine reeOe pofttioe SBurjel : ed 
ifl bemnadii a größer angenommen worben/ al^jebe ber reeOen fo^iti^ 
Mn SSurjeln ber gegebenen ©feicbnng. 

@ebt man ferner in ber gegebenen ©(eiddung x s= - / fo erhalt 

man eine trattdformirte ®rei4|ung/ beren grö^e SBurjel ber reciprofe 
fSert^ ber fleinflen SBuriel ber erfleren ©feid^ung ifl. @ucbt man nun 
auf bie fo eien erfidrte ütt eine B(^^l h, weld)e großer ifl aU hk 
größte })ofittoe SBurjel ber trandformirten ©leic^ung/ fo ifl ber reci« 

yrofe SBertb l biefer 3a$I fleiner/ ald bie fleinfle pofitioe SEBuriel ^er 

gfgebenen^ ®Ieic()ung. 

SBiQ man ficb mit einer/ meiflend minber genauen/ aber fcbneQ 
gu finbenben ®renje ber größten po^itmti reellen äBurjeln begnügen/ 

fo fe^e »on für büfetl^e ben 2(u«brucF r+</G, in »et^em r bieTTn. 
la^l ber ®neber bebeutet / welche bem erflen negatioen ®Iiebe in ber 
gehörig georbneten ©(etcdung vorangehen/ nnb G ben numerifcben 
SBert^ bed größten negativen Soefficienten unter ber SJorauafel^ung 
onteigt/ baß bie ^öcbfle ^otenj ber Unbefannten ben Soejficienten i 
flirrt. Obf4|on man fic^ von ^er 9tid[|tigfeit biefer ©renje auf bem in 
ber {Weiten Sorlefung 9) angebeuteten SBege leicht überjeugt/ fo wirb 
€9 hodf nidft unnu^ fepn / biefelbe bireet abnureiten. 

€d fep ndmlic^ x« + ....— A, x»-» + + A„ = o 

bte gegebene ©(eic^ung/ in weld^er — Ar x»-' bad erfle negative ©Heb 
vorfleOt / fo gibt ber erfle S^eil biefer ^leic^ung für aOe jene |)o{itiven 
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Sßert^e ^n x ein fofitmi Stefultat / für ivel^e 

X« > Gx«—' + GxT-'-« + Gx— '— + . « . + Gx + G 

xoixii ooraudgefe^t/ bap G ber ntunerifc^e 93etras bed gropt^n baferbfl 
erfdiietnenbia tiegatii^en SoeffictenUn / ober eine np(^ größere Sa^I tfl. 

S)ie fo eben auAgefproc^ene Sßebingung , welche ftc^ auc^ • «uf bte 
gorm 






trinken Ijpt/ wirb erfüllt ^ wenn man z>i/ unb fo toä^ltf baf 
X« > i — ^ ober X'-« > au^fdnt; unb biei ateUht 

X — l X— l . • 

f 

man/ wenn man (x— i)'-« > -— - ober (x— i)' > G/ b. J. wenn 

«an x>t+^G annimmt. ' " 

SBir woUen bei biefer ©elegen^ett noc^ bemerfen^ baß Wenn man 
aiii einer ©leic^ung 

(6) X« + AiX«-'« + A-|X«-^+.,.. + A,„_,x + A„s=o, 

in welcher bie reellen Soefficienten A,/ A^/ Aa , • « • A„ xoa9 im« 
mer f dr 3eiclE)eu beft^en / eine anbete 

(7) X» — Aj X"-» — Aj x"»-» — ... — A,„_, X — Am «s o 

bilbet/ in welcher bie (Soefficienten aSer ©Heber/ oom {weiten angefangen, 
biefelben numerifdien SBert^e wie in (6) ^aben / jeboc^ mit beni Zeilen 
— verfemen ftnb/ unb man ^ine 3a^I'h gefunben (lot/ weld^e bie ein« 
{ige ber ®(eid)ung (7) entfprecf)enbe reelle pofitiue Siirjet uber|teigt/ 
ober X0A^ baffelbe ifl/ für wcld)e ia6 erjle ©lieb ber®Iet(f)ung (7) grö« 
ßer wirb alB tic @umme aller übrigen / biefe B^^^ ^ in numerifc^cr 
fiSe^ie^ung nic^t nur allein großer ifl/ aldiebe fofitm ober negattoe 

reeDe SSBurjel ber ©leidEjung (6) / fonbern auc^ / wenn p + H V' — » 

eine imagindre ffiurjet ber ©leicfiung (6) an jeigt/ großer ald \/p*+i*. 
Ser erf}e S^eil biefer 93e^au)>tung ifl für fid) tlav ; xoa^ ben (enteren 
betrifft/ fo ^aben wir/ wenn wir wie in ber oier unb iwanjigfltii 
93orIefung 

p ^ q ^ — 1 ä: R (cos, 9 -J- V — * *'"• ö) 

fe^en / unb biefe ®r6ße in (6) fubflituiren / bie ®Iei((|ungen 



/ 



2t9 
R" eot.m9 + A jH«-« eos^m — i )ö + XjB""* eoa.{m — a)Ä + tc = o 

ll»b 

R^nmoit ^ AiH"»— » sin.{mr^i)9 + AaB»— • «^(m^— 2)0 + tc&ao/ 

and melden nac^ t^erric^teter SRuItipTicatton btt erflen tntt co«.m0/ 
itnb ber ^totittn mit sin. m6, inttS) äbiition Ut erl^altenen ^robucte 

(8) B« + AiR— » co$,B + Aj|R---» co^.flO + w = o 

folgt. 

Ser etfle Z^etl ber ©let^nng (8) gibt fiir B >k um fo mel^r em 
)>o{if toed StefuUat ^ wenn bte^ fc^pn bei ber ® (etd^ung (7) ber SaO tfl | 

ed muf alfo B<k fepn. 2(ber befamiter SDiapen tjl RcBv^p^+q», 
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QSier unb breigidfle 55orIejimg; 

über bie 2(uf(ofttng numerifd^er ©leici^ungen. 
' (5* r t f f jj u n ö.) 




'cnir man in Um erjlen Steife /(x) einer georbnefen unb 
von ivieber^olten ^SBurjeln freien ©leid^ung 

. /(x) == X« 4- Ai x"--> 4- A2X«— 4. . , . + A„ = o 

flatt ber unbefannten ©roße x tie ©lieber einer arit^ntetifc^en ^rogrejlton 

. af a-^^/ a-f-2Ö^' a-|-3Ä/ •.••••• ß 

fe^t^ fo erfcl()einen in ber fXti^e ber StefnUate ' 

nur bann genau fo viele 2(bwecbdlun3en ber Seiii^en^ M reeOe SBur« 
{ein {wifc^en bem erflen ©liebe a unb bem legten ß^ biefer ^rogrefTton 
liegen / weitn hh Differenj d ben fleinfleu ber Unterfc^iebe {wifc^en je 
jweien biefer SBur^eln t\\d)t überfleigt Sa ifl bemnac^ not^igz ettte 
®i:enie ju fennen , unter weld^e ber numerifc^e SBert^ ber mit SKücf- 
ffdS^t auf bie ^orjeic^en beflimmten 2)ifferenj je {Weier reeller fBurjeln 
einer DorgeTegten ©leicbung nicf)t ^erabfdOt. 

Gilbet man auö ber gegebenen ©(eic^ung /(x) == o eine anber^ 
P(j)ssso/ beren SBurjeln bie iCluabrate ber Unterfc^iebe je (»eier 
SBurgefn ber erfleren ftnb (ftrben unb {wanjigfle 93orIcfung/ V.)f unb 
fn(|)t man auf bie in ber oor^erge^enben 93or(efung b.efc^riebene SGBeife 
• eine Ba^l ;«/ wel^e fletrter ifl aH jebe pofttive ^eeUe 9Bur^et ber ©let« 
c^ungF(y) = 0/ fo erfuDt bieSal^I \//x/ ober jebe anbere nod^ Heinere^ 
offenbar bie^^emac^te Sorberung« 

6d0t man ba^er in obiger ^rogreffion ds=3 ober <\/;i fe^n^ nnb 
t0&^h man a unbß bergeflalt/ baß entit^eber aOe reelle fflurjeln ber 
gegebenen ©(eicbung/ ober nur SBurjeln oon einer beflimmten SBefc^af^ 
fen^eit/ {. S5. aOe reeOen pofttioen SSurjeln {mifc^en a unb ß faOen ; 
fo erlangt man nic^t nur allein eine genaue Aenntnif ber ^Inja^I ber« 
felbeu/ fonbern man if} aud^ im@tanbe t'eber eintelnen biefer SBurjelit 
fo na^ ju fommen / ald man nur immer n>iQ« 

Sinbet man ed {mecfmaßig bie StedS^nung mit irrationalen 5^^ 

Un iu oermeiben / fo fu^e man für 6 eine rationale 3^^l - < Vß^ 

P 
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Stab a niik bie dToeftetenten btt aiifiiK6fenben (Sletd^ung gatije 3a^ 
len / unb wünfc^t man Mop mit ganjen Sagten ju rechnen/ fo fe^e mad 

X CSS -. ^t?bur^ erhalt man eine tran^forrairte @Ieid^ung mit ber 

v 

UflbtfAnnlen «/ beren SBurieln bie pfad^en ber SBurieln ber gegebenen 
@(etc^ung finb/ fo bai für bie neue ©(eidl^ung pa nnb p^an bie®teU# 
Don a unb d treten / unb bie Sifferen j bec ^att z nac^ unb nac(^ ju 
ftd^ßitnirenben 3a^(en a;i loirb. 

2)te ©leid^ung F(7)=o/ beren fGBurjeln bie £luabrate ber 2)if« 
ferenjen je jweier ffiurjeln ber ®(eic^ung/(x)B=o finb/ gibt uberbief 
^infiobtlic^ ber fi3ef(baffen^eit ber 9Burje(n ber ©(eid^ung /(x) s= o 
ttiand^e 2(uffd!)Itiffe. Jtommen unter ben SBurjeln biefer (enteren ®Iet« 
c^nng einige wieber^olte Dor/ fo ge^irt ber tran^formtrten ®Iet(^ng 
F(7)=o bie SBurjel o fo oft; al6 fic^ btefe mieber^ohen SBurgeln j« 
(iveten epmbiniren laflen/ unb be^alb mup (ic^ bad ^ol^nom F(j) 
eben fo oft burd> y — 0=57 t^eiten laflen. (Srf4)einen ferner in ber 
®Iei(bung i^(7)s=5o 3ei4enfoIgen/ fo ftnb nici)t alle SS3ert^e oon y ))o« 
fftio/ folglich auc^ nic^t alle SBurjcIn ber ®(eic^ung /(s) =? o reell/ 
benn bie £luabrate ber Sifferenjen reeller ©ropen ftnb not^ivenbig po« 
fttio* Die tran^formirte ®Ieid^ung F(y)sso bient alfo aud^ bajU/ bie 
}(nn>efen^eit gleicher unb imaginärer SBurjeln in ber gegebenen ®tei- 
!^"wg /(x) ±=0 ju entbrcfen. 

^nbeffen fonnen mi nic^t unterlajfen ju bemerfen / bap bie SBe» 
rec^HMUg ber Coefficienten ber ®(eid^ung J(y)s=o aud jenen ber ge« 
gebenen ®(ei(^ung^ felbjl menn man ftc^ ber ^ir biefen befonberen $<>& 
tn ber fieben unb jtt^aniigßen i)3or(efung Y. etitioorfenen S^rmeln be« 
btetit/ dnßerfl befc^merlic^ mirb/ fobatb ber ®rab ber gegebenen ®(ei> 
c^ung nic^t fe^r niebrig ifl. ^Denn gebort bie gegebene (Weisung {ur 
mtcn Crbnung; fo wirb ber Orbnung^ejrponent - ber jii .fu4)en^eti 

ss= " ^ — ^ ^ yj^jj ^y^ jy^jj ^jj ^ "^ . J . (£0efficienten berfelben er*- 
^iXt, muß man m(m — 1) ber am angeführten Orte mit 8/ unb w^ 
^tefen^ "^ ■ ber mit 2 bejeid^neten ipülfdgroßen berechnen. Stf 

wäre ba^er immerhin envünfcf)Iicf)/ eine 3abl angeben ^u fonnen/ meiere 
Meiner ifl aW jebe ber ©ifferenjen je jn^ier SBurjeln einer oorgelegten 
®Iei(4uttg/ o^ne jcboc^ bemufitget ju feyn/ bie ®Ieic(;ung ju entioi(feIn/ 
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welker biefe Stffrrettien / oUt t^Mme^ i^.Cmcl^aW <tf< $BBtir|ib 

lum @runbe liegen. / 

^an fann ftc^ {u btefem Swecfe mit bem legten ©liebe ber tt* 
wS^nUn trandformtrten ®Ieic(|ung ouf folgenbe Tltt Ite^elfeti. 2>er nu« 
tnertfc^e SBert^ btefed dliebea tfl / iveim il^tr bie Surgelit ber gegeben 
nen ®lei€f)nng/(x)aBso mit Xi^ z,/ x,/ « . » Zm beieid^netit 

(Xi^X^)* (X,— Xg)» (X, — X3)» (X„-.,— Xi.)*. 

2){efea ^robuct fleOt eine fpmmetrtfc^e Function berSButieln 
Xi/ Xj, x, • « • x„ bat; unb fann be|^a(b an^ ben Soeffictenten 
ber gegebenen ®Iei4)ung unmittelbar nad) ber in ber fünf unb imantig^ 
Oen 93or(efung oorgetragenen 99?et^obe berechnet n^erben. {nennen wir 
bad 9tefulrat biefer Sered^nung Q. 3(m ®((Iu|fe ber vor^erge^enben 
ffiorlefung tfi ^ejeigt morbem wie ftc^ eine ©renje h fthben l&$ti mel^K 
ni4it nur allein ben numenf4)en Sßert^ jeber reellen Surjel einer gege« 

benen ©(eic^ung/ fonbern wenn i^^qV^^ ^^^ imaginäre Sßttrjel 

berfelben tJorfiettt / auc^ bte ®r6ße \/p*+q* übertrifft. S>te. 3a^l A 
wirb bemnac^ offenbar größer fepu/ atö ber numerifc^e flBert^ berZ)if« 
ferenj jeber jweier reeQen SBurjetn ber gegebenen ©leic^ung. ©eben 
ferner {wei 33urjeln ber vorgelegten ®Ieiä[)ung eine imaginäre 2>rffe< 

ren| A +/iV— 1, fo flnb immer jwei aSBurjeln 'öor^artbeu/ beren ©tjfe* 

rens x—ßiy/^^i i{!; unb bad Ouabrat ber 3a^I ak übertrifft auc^ 
baö ^robuct ^^4"/^^* i^ jweicr fof^er {ufammenge^origer 2)tfferenjen. 
SWan fann ndmlic^i ^+/*V^ — * aW bie X)iffcreni oon p-f-q^ — t 
ttnb r-f-» v^^ , unb ^ — f*^— 1 aW bie ©iferenj »on p — qV — 1 
unb r — 8{/ — 1 betrad^ten. Unter biefer 2(nna$me tjl 

folglich ^*tf/i»<p^+q*4.r» + s» + a\/p»4-q» V*+»* 

ober ^» +/** < (x/pHhi* + \/r» + •»)». 

2(nein ea ifl fowo^l \/p*+qS öW auc^ >/r*-|-8» f (einer att k/ 
baj^er ^* + /** < (ak)». 

Siefelbe golgerung erflrecft fic^j^auc^ auf ben gaU/Wenn eine ber 
beiben SBurjeln; beren X)ifferenj genommen wirb/ reell ifl/ ober wenn 
^id} entweber bie reeQen ober bie imaginären 93eflanbt^ei(e ber Don ein* 
anber ju fubtra^irenben SBurseln aufgeben. 

Hn^ bem ©efagien folgt, bap wenn D bie 2)iffereni {weter belfe« 
biger reeOer SOSurjeln ber gegebenen ®Ieic|fung bejeiclinet / 
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(all) • 

fepn tnuf ; ed alfo / fobalb na^ einer 3<^^I ^ gefragt toitif welche flei- 

tter («9» foD ald D / 9oUf pmraen ^tnretc^t 

t 

^ n=5 über < — ^ 



in (m — %) 

(all) * 



oniune^mm« 

£)te 93ere4)niuig beö 9!&ertM ^^n Q burfte immer nod) fe^r be« 
fd^ioerlic^ fe^n. Da man cd aber in ben metfien S^Ken mit @Iei(^un« 
gen {u t^un ^at, beren Soefficienten ganje Sa^Un ftnb/ ober boc^ 
burc(^ Srondformatiou ftc^ auf folc^e bringen laffen / unb (^ feiner 3u^ 
fammenfe^ung nac^ mittelfl ber befannten Sormeln bann not^wenbi^ 
ebenfaffd eine ganje Sa^I ifl/ biC/ fobatb bie gegebene ®(eid^ung feine 
wteber^olten äBur jeln enthält / niema(d )9erfc{;ipinbet/ fo f ann man un« 
ter biefen 93oraudfe^uugen 

it^^men / mit iie Ißerec^nung yon (^ san^Iicb bei ^eitt fe^en. Si^^iHii^ 
fäOr Riebet/ menn (^ eine grpße 3<^()t i)l/ ber Sßcrt^ i^on d t>iet (u flein 
aaö/ un^ beß^alb wirb biefe S&eflimmung von ö oft fe^r unoollfommen 
fepn. 

Sie %e<|uemIid)Feit ber 9{ed)nung forbert nod)/ baß man im 
Stanbe fep au^ einem bereite erhaltenen Sid^erungdivert^e für eine 
reelle SBurjet einer gegebenen ®(eicf)ung/ einen genaueren tfl&^ttunQ^* 
wett^ iu finbeu/ o^ne gerabe wegen jeber einzelnen £)ecimaIfleDe bie tu 
fcer jwei unb breißigfien ^orlefung'angebeuteten @iibf}itutionen me^re« 
rer 6Iieber einer aritf)metifd[)en Steige flatt ber unbefaunten®rope oor^ 
nehmen ju mutJen. 

golgenbed von 97 e w t o n angegebene SSerfa^ren tfl ^ieju in m» 
Ten ^&üm bienlic^* 

€d fep 

(i) /(x)s=x"4-A,x'»— +A,x«— + .... + A„-,x+AmÄO 
bie gegebene ®(eic^ung> ixe 3<^^l a brucfe eine Surjel x, berfelbeh 



224 

« 

mit einer geit^iffen Genautgfett auA/ fi> baß ber Unferfd[|teb 7 t^ifftM 
a unb btefer SSurjel iventger beträgt aU &> / tDobei co eine gegebene 
®r5f e angeigt. ®e(t nton nun x=a^y , fo er^4(t man jur Keflim- 
nnnig oon 7 falgenbe ©leic^ung : 

(«) /(a + 7) = 

=/(a) +/« W • y +7^A (•>• y' +77J75/3 W • y '+«• +J- — o 

ivenn man ndmlic^ tn ben S'Oi^meln ber fteben unb {waniigflen ^Sorfe« 
fung I. bie »uc^(laben Vo/ V», Vi/ V3J tc. mit ben tn ber Dörfer« 
ge^enben ^erlefung gebrauchten 3^ic^en t>ertauf4lt. Sie m SGBurielst 
biefer neuen ©letc^ung finb bte m Unterfc^iebe ^ welche ffc^ ergeben^ 
ivenn man bieSal^I a oon jeber ber mSBurjetn ber jf rfprungli4fen ®Iet' 
4)Ung /(x)e=:o fiibtral^irt. ^ommt nun a ber SBurjel x« nd^^r als 
jeber anbeten/ unb ifl co< 1 , folgli^^ um fo me^r y < 1 / fo büöen bk 
^otenjen 7/ 7'/ 7% • • y eine abne^roenbe Steige/ unb man fann 
ndperungdweife 

/W+/iW-y = o/ 

*'^' ^ "^ " iw ""^ ""* "^ • ~ Z1& .annehmen. 
(S* ftö nun loieber a, = *a — 4-rT 

^ • /i (a) . 

unb Xi c= a, + 7,, 
fo erhalt man für bie Correction 71 auf btefelbe SSBeife ben gend^ten 

2ludbrucf 7j 2= — ~-r^/ wnb man Fann 

a «>a _^f«'> 

aU einen neuen 97d^erung6wert^ für x^ betrachten / an6 n^elc^em ft^ 
g(etc^faH6 ein folgenber 

a =a ~Z^ 
ableiten laßt, u. f. w./ fo baß allgemein 8,+, «== a^ — ^^^ ift. 

Ober auc^/ man fe^e nd^erung$k9eife fdr irgenb einen fc^on ge< 
funbenen Sld^erungawert^ a« 

/(«r ) + /i (a.) 7r + t/» (a.) . 7; =i o 



unb 



r — /(a^> 



/.(•') + f/2(«0-y»* 
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SrKmmt man nnti für bie Sorrection yr Im {nennet Mf fet i&rud^ed 
t^ren na(^jl»ör^erge|enben ®ert|^ 7r--i=— •\.. ' ' # fo $at man 

arf I =8, ^ 






Damit jebe« folgenbe ©lieb ber Mei^e a, a,, a, , 83/ . . . a,/ ic. 
bem toa^ren SBert^e ber SBurjel z^ nd^er fomme/ ald bad ndd^fioor^er« 
ge^nbe/ muffeti bte Sorrectionen 7/ 71/ y»/ js/ . . • y^MC. eine 
abne^menbe Steige barfleUen. Sd tß ba^er v^r 2(aem ju unterfuc^en, 
ob bieß jeberieit ber SaQ fevn merbe / b. ^. ob für jebe0 ©lieb au9 ber 
9te$e ber a / ^^ne diücf ftci^t anf bie Seichen r 

xi — (a+7)<»t — • 

erfolgen muffe. 

:Da Xi — 8/ Xji — a^ X3 — 8/ .... x„— a bJe m SBurjeTn 
ber ©letcfyung (ü)/ ndmltdl) /(a-f-7)=o jtnb/ unb ba6 le^te @{teb 
jeber ©letc^ung bad ^robuct aDer mit entgegengefe^tenS^tc^^n genom* 
menen SSSurjeln ; ber Soefficient bed oorle^ten ©liebed aber bie Summe 
b«r ^^robucte ifl/ welche man ev^dlt/ menn man, fo oft tt ange^/ 
aQe SBurjeln mit entgegengefe^ten S^ic^^n / eine aufgenommen/ mit 
etnanber multt)>ltcirt : fo ^ahtn xoit 

/(a) == (a— X,) (a-^-r,) (8-^X3) 4 . . . (a— t«) unb 

U («) = (a^X:i) (a— X3) . . , (a — X« ) + (a— x,) (a— X3) . . • (a — Xm ) 
+ (a — xO (a— xj (« — 3^4) . . . (a.-.-Xfti) + 

* + («— Xi) (« — 5fa) ... (8 — Xä-0/ 

folgli^ 



y(a;' a — Xi ' a — Xj ' a— x, ' ' a — xm 

/(a) _ 

~ /i(a) 



nnb 



»i — a * Xa— 8 ' Xj—a ' "^ 

Caffen »Ir ber Äurje wegen — — + -^ — ^ + • • • + ir-^ 

" *'X2 — a*Xj — a' 'Xm — 

fepn / fo wirb y sa ^ / alfo 

+ fi 



Xm — a 



a 



X, — a 



Xi — (a + y) == X, — 8 — 






»1 — a 



B(x, 


-•) 


' 1 


+ » 


X,— a 
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JZMt iu unterfuc^en / ob x^— (a+j) bent nnmerifd^n ißert^e 

nai) Heiner aU x^ — a ifl^ wollen wir auf bie mit ber oortgen tbetttt' 
fc(|e SBeiie^ung 



> 



fe^en. SBtr §aben b'em fo eben gefunbcnen 2iu$brucfe gemdp 



+ 



S)iefe ©letc^ung jetgt/ bap/ fo oft R unb Xj — a einerlei 3etc^^n 
^aben , ber nuraedfc^e 2Ber0 »on »irflic^ großer i(l al« 

jener oon ; benn (x^ — a)» i|i, >« »ir x^ reell <Utne^nteit/ not^^ 

wertbig jjofitio , folglich t>a& Seichen beö ^tüd)e$ •■ ?— ^ bloß »oa 

btin d^i(f)en ber ®r6ße B iib^dngig. 

^aben hingegen bie ©coßen x,~a unb R oerfc^^iebene Seichen/ 

fo fann ber numertfcl)e SBert^ i?ou ^ ' nur bann großer au^- 

X| (a + >') _ 

faOen ald jener \)on r-^—^f wenn — ^ — numerifd^ betrachtet tUinct 

i^ — a Xj — a 

tfi ale bie Raffte oon ^^-^-^j^ , ober wad baffelbe i^ , wtnn 

3(xi---a)R-f 1 einen pofitmn ^exi^ befi^t* 

2)a t>ie ©röße R bloß oon ben übrigen SBSurjeln x^, X3, * . . x„ 
ber gegebenen ®leid)ung abfangt/ fo fann ed tmmfr^in gefc^e^en, 
baß R unb x^ — a oerfd;iebene S^ic^en er^aften, unb bie ©urnme 
2(xi — a)R+i negatio wirb; bann alfo wirb man burc^ bie 9le»^ 
1 n'fcbe SWet^obe/ jlatt bem wahren SSBert^e ber ju beredjnenben SBur* 
jel nd^er jn fonimen, ftd^^ bar?on twd) me^r entfernen, 

Obfcf^on eö fc^wierig fcpn burfte, bie S3efcbaffen^eit von R nad^ 
aKgcmeinen »tegeln ju beurt^eilen, fo fann man fid) tod) oft über bfe 
2(nwenbbatfeit beö Kernt on'fcben SJerfa^ren« fidler flelfen, unb ben 
©rab ber 2(nnd^erung, weldE^en bie einjefnen @di|ritte beffelben gewdj* 
ren, angeben, Sie (Erörterung biefea ©egenpanbeß behalten wir uni 
für bie ndc^jle 93orIefung por. 
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über bie ^nmenbbarfei^ ber dletoton'fc^ett 9Re« 
t^obe }ttr nd^erungömetfen SSeflimmung becaSur« 

|e(n numerifd^er ©leid^utigem 



®dfe9 



it)te in iet vor^erge^ehben QSorlefüns 

(i) /(x) = X« 4. A,x—» + A»x— » 4- . • • i . + A^ «=5 o 

^te anfinUfenbe ©(eic^ung/ *x, etneflBttr)eI berfelbiit/ a ein atd^e« 
rnngömert^ für biefe SBurtel/ 7 ber babei begangene %t^Utf alfo 

. . . . + y" =s o 
fejfn/ foobei befannter 9)7äpen 

/(a) = a" + A,a«— +A»a«— +...^ + Ä„ 

/^(a)=ma"— » + (in— OA^a»— + (in— 2)A^a"*-«4-,..,-|.A«-i 
/j(a)==m(m^i)a«-*-[-("»— 0(™~2)Aia'"-al 

4-(in— 3)(ni— 3) Aaa«-^ 4. .... + A„-^ 
/3(a)=:m(m — i)(in — 2) a"-^ ^ (m— 1) (m— 3) (m— 3) Aja»-^ 

4. (m^2) (m — 3) (m— 4) A^ ä"^^ 4" • • • • + A«.— s 
gefegt wirb. 

@oII für jenen ber m äBert^e 9on // n^el^bet ber Sßurjel x, ju« 

(3) f{^)^ + ft{^) ^7 — 

fepn/ fo ^aben mt^ wenn wir ^ier v ftatt y fclireiberi^ ba biefe Uff 

lere ©leid^ung nidlit burc^ ben wo^ren SBert^ Don y realiflrt wirb : 

/(a) = -/,(a); V ober t;=:-^. 

^ubjiituiren wir — /j (a) . v flatt /(a) in ber ©leic^wng (a)/ 
fo folgt 

ober/ wenn wir ber Aurje wegen 

- TT^^lr-M'^^ + TTTiM'^ * y + " " + y'-\\ '^ 'i 

tS • 
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asetra^tet man b^mnac^ a + v = a — —^ «I* einen nenen 

fHi^€XUni*t0ttt^ fdr x« ^ fo t|l ber tiumertfc^e SBere^ bea begangenen 
geiler« =q7^/ ba^^r tauf, wenn a-f v ben SBert^ ber 9S3arie( x^ 
genauer barfleDen foQ aU a / o^ne 9tücf ftc^t auf bie 3etclS)en 

qy* < j ober qy < i 
fepn. 

2>a 7/ fo(gIt<^ auc^ q unbefannt i^f fo fann man über baft 
@fattftnben btefer 18ebüt()uns ntc^t entfdSieiben/ ivenn man ntd^tlventgr 
flend gewtffe Ore^jen anjugeben oermag ^ meiere 7 unb q ntd^t über» 
fc^reiten« 

Unterfuc^en n^ir ba^er^ n^ann 7 ftc^er iioifc^en -f ^ unb — <•» 
liegen mtrb/ mobet co eine gegebene ®rö$e bebeutet« 

&oU 7 (i(^ jwifc^en +w unb — w bepnbeu/ fo mug x,s=a4-7 
{toifc^en a-f-««» unb a-^co faOen. Diefer Umfianb tritt aber gewif 
ein/ menn 

/(a+^) «/(a) +/i (a) . CO + -1/, (a) . CO» + -^ 

• ••••*)- CO"» 

junb 

/(a— CO) =:^(a) — /, (a) . CO + -L/^ (a) . CO» — -J^ 

V . . . . + ( l)"»CO" 

entgegengefe^te 3eic^en erhalten / obgleich man nic^t fagen fann / ba$ 
audfd^Iiepenb nur unter btefer S3ebtngung a-j-j jwifd^en a-f-co anb 
a— CO/ ober 7 $wtfc^en +«»» unb — co liegen werbe. 

Tfber 7 ifl fetner 97atur nad) me^rbeutig, ba ea im 2rDgemeine« 
jeben ber Unterfd^iebe gwtfdjen a unb ben SQBurjeln ber ®Ieicf|ung 
/(x)==o bejeidjnet. 0oII ba^er jebe Unbepimrat^eit befeiiiget »erben/ 
fo barf blop dne SBurjel ber genannten ©leic^ung, ndrolid^ x^ Mün, 
jwifd[)en a-f co unb a — co foHen. 

, Solgenbe »etrad)tungen werben ju einem Äennjeic^en fuhren/ 
beffen ©tattfinben für baa 93or^anbenfepn bea lejterwd^nten Umflan« 
bea entfd^eibet. 

6a fepen, nac^bem man bie reetten unter ben m aSjurjelu r,, 
xi/ X3, . . , xm ber gegebenen ®feic^ung/(x)s=:o md^ ijrer ©rofe 
georbnet ^at, oon ben größten negatioen angefangen bia ju ben grof» 
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leti ))oftttoen/ x« unbr^ {tvei unmittelbar auf etnanber fof^enbeber« 
felben. Sa/ mte 19fr in ber brei uub brettigften QSorlefung gefe^en 

l^ab^n/ /i (xj) ben 2Bert^ beö Quotienten ~^ fiir x=Mj audbrurft/ 
fo ift offenbar 

/i (x,) = (x, — xO (x, — X3) (x, — x^) . , . . (x^ — X«) / 

unb and berofelben @runbe 

/i(xi) = (Xj— Xi) (x,— X3) (xj — x^) . , ;. (Xj— X«). 

ISer 93oraudfe^ung gemdp {itmmen bie Beteten ber reellen unter 
ben Sactoren 

Xj — X3^ Xj— X^^ • • • • Xi^— X>n 

bei erflen 9^robucte6/ oon welchen aOein ^a$ ^ti^tn btefed ^robucte^ 
ah^ariQt, beite^ungöwetfe mit jenen ber Sactoren 

X^ -~- X9 / X-j — — X^ f • • • • Xj "^^ Xin 

bed jmeiten ^robucteö üb^rein ; bad 3eic^en t)t>n x, — x« j^ingegen ift 
jenem von x^ — Xj entgegengefejt : eö ^aben baber/, (x,) unb /i(x») 
perfc^iebene Seichen / unb bep^alb liegt not$n>enbiger SEBeife eine 9Bur« 
(el ber @(etcbung/i (x)=o {mifc^en x, unb x,* 

®oü nun nebji x^ and) noc^ x, {mifdSien bie ©renken a4-<*> unb 
a — CO fallen / fo bejinbet fic^ bie ber ®leic^ung./j(x)=o ge^örenbe^ 
gtvifc^en x, unbx^ enthaltene/ SGSurielauc^ jwifc^en a-f-co unb a — <«>; 
ba^er mu$ biefer ©(eic^nng wenigjiena burc^ einen SBert^ oon ber Sorm 
• + 5/ ^^^^t^^i S i^tJif^ien +co unb — w fallt/ ®enüge geleijlet werben 
Mnnen / b. ^. ed muß 

/i (a + S) = o 
fepn. 2)a jebe ber Großen /, (a)/ /i (a) , /j (a) , :c. au6 ber i|^r oor* 
^erge^enben nac^ bemfelben ©efe^e entfpringt / fo ifl offenbar 

97tmmt man <o fo an/ baß biefer 2(uabrucf nid^t auf ^lixU rebu' 
cirt toerben tann, fo »irb/ wenn/(a4-w) unb /(a — <o) entgegen- 
gefe^te 3eid^en erhalten/ nur eine SSurtel ber ©(eic^ung /(3l)=o/ 
Mmlid} Xj/ jn^ifc^en a-|-<^ unb a — co liegen, 

©iefer gorberung wirb offenbar entfprocfeen / wenn w fo bef^af» 
fen iß/ baf ber numerifc^e SBert^ bea erflen ©liebed be« ^ol^nomd 



m— I 



' 
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iit 0ttrame ber numerif^en Sßertl^ «Der folgenben ©lieber uberftetgt ; 
benn irater btefec Tfntia^me tfi/ kvegeti +$<ca, um fo me^r ber nn« 
merifc^e SBert^ oon/i (a) gr5per ald bte Mutante ber numerifdE^en 9Ber< 

t^eber®r3penA(a);g, J^/,(a).^t, _i_/.(a),$S xc., nnb 

fomit fann bte algebraifclie ®umnie ber ©lieber bed obigen Xudbracfe^ 
fur/i (a+^ nidft tjerf4)winben. 

SBenn abef /(a -)-(«>) unb /(a — co) mirflidE; entgegengefe^fe 
deichen ^aben^ alfo 7 (tvifcben -|-co unb — o faOt/ unb {ugleic^ ber 
humerifc^e SGBert^ oon /i (a) großer ifi aU bie ®umme ber numerifc^en 

©ertje ber ©röfen /, (a) . w , -L-/, (a) . w» , —t^/a («) . "», k- 
nn«n«^S fo i|l wegen 

um fo me^r /, (a) grißer M bie J^umme innerhalb ben Jtlammern/ 
fWgli* qy<: i. 

3n biefe m ^aUe ifl alfo bie Sfletoto n^fdjt 2(nnä^erungdmet^obe 
anwenbbar. 

SRan wirb bol^er bei ber S3e^anblung einer numerifc^en ©letc^ung 
na^ 9Iemton'd 2(nnd^erung^met^obe/ nocbbem man a feflgefe^t ^at, 
noc^ unterfucben muffen ; ob fic^ ein SBert^ ftir co audftnbig machen 
U$tf ber ben fo'eben audgefproc^enen SSebtngungen ©enuge leiflet. 

Stimmt man cos=sav; fo tfb bie 93erfd^ieben^eit ber 3etd[)en oon 
/(a 4- w) c=a/(a 4- av) unb /(a — co)=/(a — au) eine not^menbige 
Solge bed 0tattftnben0 ber 93ebingung/ ba^ ber numerif^e SQBert^ be^ 
erflen ©liebed in 

/. (a) +/. (a) .«« + —/» (a) • («")» rh —^A W • (»")' + • • • • 

• • . . 4" m (av)"— • 

bie @umme ber numerif^en SBert^e ber übrigen ©(ieber übertrifft. 
X>enn wegen /(a) ss — /, (a) . v ergibt jTc^ 

/(a+ati) 6=,/, (a) . V + J-/, (a) • (i^v)^ + ^/3 (a) .(at,)« + 

. . . . -f" (*«)" 

nnb 
/(a-at;)«_3/.(a).t, + -l/,(a).(at;)--^/3(a).(at;)«+_ 

. + ( — 0*" (2u)""; 



• • 



f 



231 

» 

unter ber gentöc^fen ajorauöfir^uiig ftnb ober bie erjlen (Slwber bi r jwet 
g>olpnorae reeller ^anb ber ®felc^^eitajei^en , wie mon nac^ 2(bfon* 
berung be« gactorö v Ietd[)t fie^t, bei weitem großer, aH alle übrigen 
©(tebec {ufammengenommen / unb beß^a(b werben bie 3eid)en von 
/(a-f-öü) unb /(a— 2i;) burcb jene üon /, (a) unb — /i (a) be* 
flimmt/ woran« ber ©egenfa^ biefer Seichen erhellet. 

©obolb alfo ber nnmcrifdje SBert^ t>on /, (a) größer gefiinben 
wirb/ aU bie.^umnte ber nuinerifd)en SBert^e Don./, (a). sv/ 

r^/aC«)- (2t^)*, 7~-ö/4W-(2«)^ m(2i;)»-», fo un» 

tetUtQt bie 2(nwenbbarfeit ber 9? e w t o n'fc^en 9)7et^obe Feinem Sn^eifef. 

!Z)a in biefem galle bod 3eici)en 9on/(a-|-2u) mit jenem von 
/j(a)tj = — /(a) libereinjlimmt/ fo ^aben/(a + 2v) unb/(a) entge* 
gengefe^te B^ic^en^ worauf folgt/ t)a^ bie SBur^el x^ , aufweiche ftd) 
ber 97d()erungdwert^ a bejie^t/ ntd)t nur atfein {wifc^en a-|-2u nnb 
a — 2v, fonbern fogar jwifcfcen a unb a+2t; ejit^alten tfl. 

^enn man ftc^ aud^ mittelfi bed oben angegebenen ^ennjeic^end 
t)erfid)ert«^at/ t>a^ ber nac^ b^em 97ewto n'fc^en 93erfabren erhaltene 
neue d}ä^erungdwert(! fiir eine SBur^el einer vorgelegten @Ieicbung ge-^ 
nauer ift, a(d ber oor^erge^enbe ; fo entfielet bocf) noc^ immer bie Srage^ 
cb ein britter 97d(^erungdwert^/ we(c()er aud bem fo eben gefunbenen 
nad) bemfelben 93erfa^ren abgeleitet wirb/ wieber me^r @enauigfeit 
befi^t / al6 jener. £6 wdre ba^er ba^ erwähnte ^ennieict)en immee 
wieber oon S^euem ju beriicf fiebrigen/ wad o^ne Sw^ifel fe^r Idjlig fal* 
len burfte. Um biefe ?Irbett/ wo möglich/ ju erfparen, wollen wir, 
üoraudgcfe^t/ baß eineSBurjel x, ber @Ieic()ung /(x)=o jwifcl)en a 
unb a-|-^ faüe, unb aud einer innei^alb berfelben ©rcnjen beftnbti« 
d)tn 3a^I b nad) ber 9?ewton'fcf)en 9J?et()obe ein Snd^erungawert^ 

h — -iiJ!. für X, berecf)net werbe/ unterfuc^eu/ ob man nic^t we« 

nigflend in einigen gdlTen mit ®ic^er^eit fe()(ießen barf/ baß biefer 
ber SBurjel x^ nd^er fommt/ aU jener. , 

' @oa o^ne 9tucffic^t auf bi| 3eic^en ber Sotaltoert^e 

/«(b)>/. (b) + ^, 
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citt, w«geit/(x,)aso, 

/. (b) :> /. (b) - • ^^'•|l{^''^ audfonen. 

«ieitt Wirt erforbert , bo$ /, (b> unb -^^''^ ~{^^^ «nett« Sei« 
^en (eft^en/ unb ba^ ber mimectTc^e SBertf^ t>on/i(b) tne^r ftctrigt 
ala bie 4>iSlfte bea SSJert^e« oon -^1^2^:^. gWan fann biefe i8e-- 
btngungen furj baburc^ auöbnicfen/ baß tnau fagt/ bte 3nd[)enoon 

mniT^n dberetnfltmmeit« 

@e^en wir nun Xj=a-|-7^ br=8a-)-ß/ wobei 7 unb ß einet« 
Ifet 3^i(^^n ^aben / unb iXoiid)tn o unb co liegen /^ fo ^aben wir 

/(b) =^ /(,) -|-/.(«) , ß + ^A(a) . ß' + ^/,(a) . ß'+ . . . . +ß-, 

/.(b)=/.(«)+/.(a).ß + J-/,(a). ß« +•/;(«). ß» + . . . . 

. , . . + mß"— './ 
«Ifo/ ba jfi — bs=jr— ß, unb wenn r eine ganje jjojitioe 3o^t »or|l«ttt/ 

yEj =* J"~' +>'-'ß+y^'ß*+y'-*ß' +-...+yß^+^"' 

^^^^T^F^«/. W + .•^/.(a)[7+ß] +-l_/3(.)[>>+y/3+,}.]+,c 
unb a/.(b)-l-^^';>-{^''^ = 

■=/.(«)-■ ^/»(a)[y+ß-4ß]— ^/,(a)[y»+y/3+/5»-6ß']-«- 

©er goctor, »eichet bie ®r6Je — — /r (a) in ber Snt-- 

»icfelung \>en ^^^'^2^^^ begleitet , ifi 

«nb fein numerifcfter SBert^ betragt weniger ala ry-« , ober weniger aJS 
rß»-«, je nad^bem y ober ß ben größeren SBert^ bejtjt; eben fo ijl ber 
numerifc^e SBBert^ bea i)f)?urtti)Iicatora berfelben ®röße in ber Sntioicfe.' 

lung oon a/, (b) — ^^^^I^^^ ndmlic^ ber SBert^ ber Eumrae 



233 

geringer aW We größere ber SäI^I^h ry^-* unb arß»^» ; o oter über« 
trtft fotvo^I 7 ald auc^ ß/ ba()er tfl ber numerifc^e äBertl^ bed (Soeft' 

cienten von /« (a) in ieber ber (eiben Sntiotcfelnngen flet« 

ntt üH arco»-». 

«teraud folgt, bag -^^^] ^f^^ nb 3/.(b) -^O^l^^i^ 

gewiß baJTelbe Setc^en erhalten , wenn ber niunertrdl)e SBert^ Don /i (a) 
großer tfl/ ald bte ^oifpüu Summe ber numertfd[)en SBert^e oon 

yi(a)w, -l-/3(a).«*, _l_/^(n).co», mco"-«/ 

1.3 1*9. «j 

ntiter melc^er SQebingung alfo aucf^ b — y~^ bem SBert^e ber SBur« 

{el Zi nd^er liegen mtrb , ald b. 

^ot man bemna4l one einem iRA^erungdwert^e a für bte SBur^el 
Zs ber ®Iei(f^ung /(x)=:o einen anberen a-{-v£=ai obgeletfet/ xoo» 

bei ti = — r. — tfl/ ""b finbet mon 

/s W >« [/x (•).»« + ~/3 (a) . (3«)* + 7X5^^^^^^ 

-|- m (av)«»— " I / 

in fo fern ade l^ier erfcfietnenben ®r6ßen pofitw genommen »erben ; fo 
fimmt ntc^t nur allein a^ ber SBurjel Zj nd^er al6 a/ fonbern auc^ 

ber au$ a, neuerbtngd entfpringenbe Ka^erungöwert^ a, — i— i-5=aj 

briicft btefe SBuriel genauer aud/ a(6 ber t)or^erge^enbe. %&Ut a^ 
iwif(^en a unb a 4- 3x1/ fo bietet biefer 974^erung^i9ert^ wieber einen 

genaueren a» — -^r— = aa bar, u. f. m. 

£er ®rab ber ©enauigfett einea burc^ bad 9? e m t o n'fd)e ^eu 
fahren gewonnenen Sld^ierungdmert^ed laßt fi^^ oft burc^ bte a3emer« 
tung beurtbetlen^ baß wenn y ben auf ben oor^erge^enben 9?d^erung$' 
wert^ fid^ be^ie^enben geiler angibt , ber S^^Ier für bie fo{genbe IRd« 
l^erung burc^ qy^ au6gebrucft wirb, wobei q bie am 2(nfang biefer 

^orlefung feftgefe^te SJebeutung ^at $inbet man ndmlic^ ^ ^ *"! 



unb q < -^/ fo ift qy» < -^-r- 
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Ub?r ßagrange'e üD^et^obe jur nä^erung6meif<n 
SSejlimmung ber reellen SSurjeln numerifc^er 

©leid^ungen* 



®, 



iefer SWeti^obe jnfolge it^erten bte reellen SBurjeln ber aufju-- 
Kfenbe« numerifc^cn ©leicfiung tuvd) Äettenbrücl)e auögebriJcft/ bmn 
Sanier famnulic^ = i , unb beten JTlenner gi^n^e 3ö^len ftnb^ . 

So fep /(x)=5o bie gegebene ©leic^ung^ unb Xi bie ju ierec^* 
nenbe fEBurjet. ®e^t man fiatt x tn bem^o(9nome/(x) nac^ unb na<^ 
bie ©lieber einer jwecf mäßig gemd^lten arit()metifc^en $rogre)lton/ nnb 
htad)tet man bie Seichen ber erhaltenen SKef^hate/ fo tfl man jeberieit 
im &tatiU bie jwei unraitteli^ar auf einanber folgenben gan|en ^a^Un 
i^njngeben/ jwifcf^en \vtld\e ber SBert^ oon x, fällt. SJlan ne^me eine 
berfelben/ j. S. bie näd;fl fleinere ko/ im ®inne ber breiie^nteu Sor- 

lefung/ unb fefe x, = ko + — . Sßiirb biefet 2ludbrurf in bie ©tci- 

d>ung/(x)=o flatt x eingeführt/ fo erhalt man jur asejliramunj W 
SBert^ea oon 7, eine tranöformirte ©let^ung f',(y,)=o, von berfrf- 
ben Drbnung wie bie gegebene/ beren SBurjcln hie reciprcfen SEBertJe 
ber jn?ifd)en ko unb fdmmtlicfjen SBurjeln ber @Ieid)ung /Cx)=o de-- 
fle^enben Unterfc^iebe ftnb. S)tefe Sranöformation ivirb na<^ Un^ox^ 
mein I. brr fieben unb jivaniigfien ^ortefung leicht voUiogen/ mnn 

man ko f}att bed bort bef^nbltc^en a fe^t/ nnb/ weil - an bie^teOeooR 

y fommt/ um bie ©leic^ung fogleic^ georbnet ju erhalten/ bieSoeffi« 
cienten tn (2) ober in (3) in verfe^rter Orbnung fc^reibt. !l)a fue 

alle SSert^e oon x, wel^e jwif^en ko unb ko-f » liegen/ — fofiti» 

yi 

unb fleiner al6 bie €in^eit, folglich y, felbjl pofitio unb gröper M bi^ 
gin^eit fepn muß; fo wirb bie ©leid^ung F^ (ji) = o nurfooiete reelle 
))ofttioe bie Sin^eit überfleigenbe SBurjeln {ulaffen / ald SBurjeln ber 
®leid^ung/(x)=:o iwifct)en k« unb ko + * f«^ ooVfinbe». Um ba^r 
über bie SB^fc^affen^eit ber ©leic^ung F^(Yi)i=so nidjt in Ungewißheit 
ju fepu/ ifi ed nöt^ig/ mittetfl einer gehörig Hein angenommenen Sif' 
ferenj jwifd^e» ben ©liebem ber flatt x inf{\) ju fubilituirenben^rp* 
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bte$ aber npd^ ntdSit gefc^e^en^ fo UnnU bte 9}etra^tttng ber @Ietci)ung 
Fi(jt)=o felbfi barüber ?(uff(t)Iu^ geben. S!)?an fuc^e nun ju einem 
ber SSBert^e oon j, bte nddSift f letnere gonje 3^$it k^ / unb tran6formir.e 

bfe®[eic^ungfi(yi)=o burc^ bie@ubflifutionyi = h4 + --- *" ^'^ 

®Iei(^ung -Fl (72)5=0. Dtefer leiteten geboren ebenfaHd fo oieIe»re« 
eDe pofttme bte Sin^ett uberfletgenbe SBurjeln^ a(d ed SBert^e von 71 
jtoifc^en k^ unb k, -{- 1 gibt. Sefltmmt nion auf biefefbe Seife filr' 
7%/ 73/ 74/ 2C. bie ndc^fl fleineren ganjen Säulen k^/ k,^ k^/ tc./ fo 

führen bie ©ubflitutionen 72=ka-f—/ 73=k34-— / 74— k4'-| — , tc. 

y» 74 y$ 

auf bie rranaformirten Ofeidjungen F^ (73) =5 o / F^ (74) =a o / 
jPj (7^) = o/ IC. @obaIb einer biefer (Sletd^iingeu/ j. 85. jF, (7,) t=3 o' 
innerhalb bed Snferoalled von K M K 4- > "u^ ^t"^ einzige SBur« 
i^I entfpri(i)t/ laft jebe ber folgenden tranafocmirtea ©(eic^ungen 
-Fr+i (7r^i) = o, Fr+.(7,+,)=o/ ^c. nur eiuc eiujige reelle ^ojitioe 
SSBurje(iU/ meiere gr6per ijl a(d i. 

2)uT(^.biefed 93erfa^ren lernt man offenbar nac^ unb tia^ hie 
©lieber bed ^ettenbruc^e^ fenneu/ wüf^tt eine SBurjel Xi ber ©lei' 

4lund/(^)^^ barflellt; benn e6 ifi ben ©leic^ungen XiCsko-| — / 

Jt 7i }« 

X. = ko + * 



k| + 



K + 



k, + JC. 

*Sa n>ir f^ier immer bie ndd)f} fleineren ganjen JGBert^e ber SBur« 
{ein ber tran6formirteh ©feicl^nngen genommen ^abeu/ fo ftnb bie 97env 
ner k,/ k^/ kj/ tc. fdmmtlicfa ))ofttio; ko aber ^at mit Xj baffelbe3^i' 
4ien. 9J?an fann aber aucf) bie ndcf)jl größeren ganjen 9Bert^e ber er« 
n>ä^nten SBur^eln md^Ien/ in welchem SaQ^ ftci^ unter ben Snennern 
ki/ k,, k,^ tc. auc^ negative oorftnben. S)af ^ieburc^ ber Jtetten- 
bruc^ / wenn man ndmlid^ bie ber Sin^eit gleichen 9?enner )u vermeid 
ben fuc^t / oft f urjer auafdUt / erteilet wx^ ber breije^nten 93orIefung* 

X)a bie rebucirten SBert^e eined ^ettenbrud)ed oon obiger %oxvx 
fic^ ber burcb benfelben oorgefledten ©röpeunt fo me^r nd^ern^ (u je 
fpdteren ©Hebern fie geboren ; Ici, man ferner ben ©rab t^rer Tfnndl^e« 
rung bei iebem einjelueu ^d;ritte genau anzugeben vermag / unb fte 
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ftc^ Utanntliii) and) tioä) bur^ anbete üort^etl^afte (Std^nfc^afien em^ 
fie^Un : fo liepe btefe Stdi^erungdmet^obe jur 2(uf{Sfutig numertfc^er 
(SIetci)ungeit nid^itd gu wunfdien übrig/ wenn ed md)t fe^t befc^werltc^ 
to&vt, bte 3a^Ien k^, k^/ kg/ tc. nad) unb nad^ aufjufuc^enf ba bic 
^i&eflmmunQ jeber einzelnen berfelben bte ^e^anblnng einer eigenen 
trandformirten ©leid^ung erforbert. 

X)er fc^arfftnnige SrfTnber biefer Sßet^obe ^at t^ren ©ebraud^ 
butd) uerfcbiebene 93emerrungen ju erleichtern gefugt/ mo9on toir lie 
ivi4|tigf}en l^ier anführen woDen. 

1VI IVT 

6d fepen -j^^ unb -z^ jwei auf einanber folgenbe SRa^erunge» 

brü4^e für z, / fo ifi (jwölfte 93orIefung) tn $Bejug auf bie tranafor« 
mirte ©leic^ung jP, f , (7, ^ i) es o 

^* "" Nr yrfi + Nr-. ' 
£ t f^ Nr— 1 X. — Mr— I 

folgt.« y,,. =,^_^___. 

Saßt Xi jwifc^en x unb ;*/ fo i(l 7,+ 1 jwifc^en 

Nr— 1 X — Mr— I . Nr— I it — Mr— i 

unb 



Mr — Nr A M, -r- Nr II. 

entsaften. 93eflimnit man bie ©renjen x unb ii auf bie befannte SSSetfe 
bergeflalt / ba^ b(oß x^ allein unb fonfl feine anbere SSBurjel ber (SUi* 
4^Mng/(x)=o jwifc^en bcnfelben liegt; fo fann (Id) i»ifcf)en obigen 
©renjen für 7rf 1 auc^ nur ein SBert^ biefer ©rope^ ndmlicb ber {u x, 
ge^orenbe befinben. ^ieburc^ wirb man in ben ©tanb gefegt/ b\t bei' 
ben ndc^flen gangen Säulen , innerhalb welchen 7, f . liegt/ mit lieber- 
^ett angugeben/ ofine fe^r oieler ^ubßitutionen gu benot^igeu/ ober 
menn ttvoa mehrere SBert^e oon 7rfi gtoifc^eR gmei unmittelbar auf 
einanber folgenben gangen Sab^t^n erfc^eineu/ eine arit^metifcbe $rot 
greffion (u ^dlfe nehmen gu muffen / bereu S)iffereng f Uiner ifl/ ald 
ber fleinfle Unterfcbieb \t gioeier SBurgeln ber trandformirten ©leic^ung 

I)er obige TfuÄbrucf für 7r+ 1 gibt 

Mr— I yMp Mr— 1 

_ Nr-. ^^ "^ NTI^ _ Nr-, d 'jfr '^ Nr-. 
^'•■'"^Nr •Mr ""Nr I Mr ~ 

Nr "■ ''^ \ Nr "" '* 
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Jr+i = 



Nr 



■ 

Seietd^nen xoit bte übrigen SBuricIn ber gegebenen ©letddung 
/(x):=o burdi^ ^2/ X3/ T4/ • « • . Xm/ unb biebenfelben correff)on' 
^irenben SBurjeln ber tranaformtrten ®lei^ung Fr^. (yr^i)s=:o biirc^ 
^2/ V3, 1^4/ . . « • i;„, fo pahtnxoit au6 bemfelben @runbe: 

^* «. /Mr \ Nr ' 

u. f. w. 



Nr 



C— iV-« Nr-i 



foijl 

y 

Jr+I + Vi + V3 + •••• + ''« = -" IT' 

ff V. 

OlfO yr+, = — rj Vj — V3 — . . . . — Vai 

»o 

unb rnenn man bte obigen 2(udbrücfe fit v^, v^, . . . v« ju ^ülfe 
nimmt/ 

(_-,)r ^ I , I , 

+ mT +••*• + 



+ 



K 



Mr ' Mr • » Mr 

A^r "^ ** n; *~ ^' "K 



streitet man in ber 93i(bung ber tranaformirten ®(eidl)nngen 
ununterbrochen fort/ unb berechnet man bte benfelben juge^irtgen 

SSBert^e oon -^^ , fo fann btefer 93ruc^ bem SOBert^e ber Sßuriel x^/ 

M IVI 

folgnd^ jrte ber Differenjen —^ — x^ , --r — x, / tc* ber eorrefpon^ 

birenben x, — x^/ Xj — x,/ tc. fo na^e gebraut »werben/ al6 man nur 
immer wiD/ unb bep^alb tfl bie ®umme 



1 



• mf 
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1 . t . . 1 



■^ + M y + i^ ' 



Mr ' Mr ' ' Mr 

m7 "^ ""* n; "^ ""5 n; "*" *■ 

)veld[)e wir ^er ^ürje t9ege|i tur^ S, (ejetciinen it^oüen/ bei (em unenb-* 
Itcf)en 3Ba(l)fen oon r feinet unendlichen 3une^men6 fä^ig/ fonbern an 
bie ©ren^e 



X^ — X^ • *|— »3 X^ — Xhi 

gebunbeft *)• 31ber N, , ba^er auc^ N; / fann bdbei iebe befietige 
noc^ fo große 3a^I uberf(f)reiten ; folglich nimmt/ bei bem unenMic^en 
SBac^fen oon r/ baö le^te ©lieb in bem ?Iuabrucfe 

knenblid^ ab/ unb eö tt^irb jufe^t mit ieber beliebigen 0c^örfe genau 

y,^.=__ +(m-i)^5;-. 

6 1 

©obalb ber nun^rifc^e SßJert^ Don -^ < - geworben \\^, fo tr- 

ftnbet fic^ jr 1 1 inner^olb ben ©renjen 

_ -_ + (m-Ojr- + - unb - - + (m-.) ----, 

unb bie iwifcf)en benfelben enthaltene ganje ^a^l ifl eine ber beiden un- 
mittelbar auf einanber fofgenben ganzen Sc^^Un, jwtf^en mW^ 
y,^., liegt; fo/ baß man oon Fr+i(yr+i)a=:o angefangen/ bieben in 
ber Srage fle^enben SQBurjeln aller fucceffiven tranafornitrten @(ei(^nn' 
gen am tmi^en fic^ nd^ernben ganjen 3a^(en o^ne fSlü^e anjugeten 
vermag. 

Sinige TfufmerffamFeit auf ben ©ang ber SKec^nung wirb (a(b 
lehren/ ob man id)Qn bei einer trandfermirten ©(eic^ung angelangt 

•) ©fr Safl, wenn ^^ jufaaig einer ber ©ursefn x^^ x,^ . / . x« 9(0*4 

oürbe , htciu<bt ^ier nicbt Uvüä^tö^tiQet $u »erben , ^o biefe (SUiiitxt 
für ein fo(genbed r auf()ört. 2iucb fyat man (ur 2(u6mifte(un9 Der rado* 
naien ^ur&efn ber Q^IetAunoen ein befon^ereö S[$erfdS)ren , miiei tnm 
bei jeber »orgefeafen (35reictun0 anroenben wirb , e^e man bie infomroeii» 
furatfen ©urjeln berfelben ^u terecbnen unternimmt ^« bie S^egf^aÄung 
fc^on befannter 'ZBitriefn ^'a (Bfeicf^ung r^r^fl ^eremfa^^t. 
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fep f xcAijt ben (SeBrou^ bed fo ebin erfidrten (equemen 93erfa^rend 
gur a^eflimmung 2)e6 fraglid^en ganjen 9Id^erung6mrt^e6 i^ret bte Stn« 
^ett übertrefenben SBurjel g^flattet. ^at man ndmltcf^ bie ganten 3<^$' 
len hri-i unb k,f i-f-i gefunben^ {tvifc^en meieren yrfi (if^t/ fo un« 
terfu4)e niaii/ ob bte jn)tfd[)en 



^» J- /«, i\^'— -L * 
- v: + (°^--')Nr- + a 



ttnb 



~ ^iT + (" — OiC— 



b^{Tnb(id[|e ganje 3<i^t niit einer ber erfleren ubereinfltnimt^ ^nb n^enit 
bieß ber %cSi fepn foITte/ ob yr^ i innerhalb ben le^tgenonnten ©ren^ 
gen enthalten tfl. %\xiUt btefer Umflanb audd ®ratt/ fo befi|t bte 
tran^formirte ®[ei(^ung fV|t(7,^,)=o bie'ermä^nte Stgenfd^aft. 



2)a — 



V, 



j»+i -f- v, -f" ^1 + • • • • 4" *" 



i|l ^ fo ^a(i«n wir nac^ ooObrac^tec @ubflttutton (er obigen $OBfrt^« 

V." 



Nr-, (-■)'-' 



Ni 



»: 



Mr 



--+51; — + 



M* 



Mr 



"T~ •••( 



..• + 



Ml 
IS> 



— Sm 



3|i nun. 

^te gegebene ®(eic()ung/ fo ergibt ftcf) filr ieben SBerl^ i^on a/ tote aud 
ber oier unb bretßtgflen 93or(efung er^eQet/ 

/i (a) -_ 

/(a) 
m a«— • + ("* — *) Ai a»»— « + (in — a) A^ a«— 3 -{"••• + Am— i 

Aj a"»— • + • • . -|- Ao—i a -J- Am 



am -j- Aj am—» -|- 

a — x^ * a — Xj ' a — xj 

folgltd^ fann won -y^i^ P<^" 



« • 



.+ 



Im 



+ 



*• K_ *a 



Mr ' Mr 

fe^en. ^tebur(^ tvirb 



+ 



Mr 



-|- . . + 



— X, 



Mr 



— Xm 
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alfo/ wenit man ber jtttrj« wegen 

inM*^'+(m.i)A.M;;'^y,+(m.»)A,M;r~'s;+...+A,^,l!C^' 

f(9n (4ßt/ 

_-_«_„.__ + _ — 

8 1 

^tmnadf liegt jrft/ wenn ^ < -^ gewarben tfl/ it9tf<^ 



(^,)r-iP— Nr- 



~ ü Nr «' 



Nr 

unb man (ebarf bann jur iöefltnimung ber janjen Bd^U wtliit bec 
©roße jr+i am ndc^flen fommt^ ber trandformtrten ©(eic^unj 
i^r^-i (7r+t)=o gar md)t, fo bap bte ganje folgenbe 9te4inung o^nr 
bte sBilbung ber tran6formtrten ©leic^ungen oonjogen werben hnn, 
mld)c bte iebeamalfgen (Ergänzungen U$ ^u fu(^enben Aett^obrut^ei 
ju SBurjeln j^aben« 



«■«Mirft 



i 



241 



über bie SScjlimmung ber imaginären SSBurjcln 
nunierifd;er ®leic^ungen, unb über bie SSe^anb* 
lung ber ©Ieid;ungen mit mehreren Unbefannten. 



®.. 



imagtnären äBurjefn ber ©Uic^ungen mit reellen (Toefft' 
(ienten/ M^n n^elc^en aDetn ^ier bie SRebe ift/ ftnb f!etd ))aarweife i>or- 

l^onben/ «nb itn bie formen p + qV — »/ P — qV — > gebmiben/ 
tuortn p unb q reelle ®roßen anzeigen. 2)(e SBerf^e 9on p unb q (af« 
fen fid^ in jeDem einjelnen ^aDe bur^) ^(nnä^erung fo genau au^mit« 
teln / alö e$ ^txXmof. wirb/ wie aud folgenben Betrachtungen er^eUet^ 

Sa fep/(x)=o bie gegebene ®(ei(^ung. S!)?an betife ftc^ \^t 
0ua^rate ber S^ifferenjen je {weier i^rer SBurjeln gebitbet / fo fönnen 
biefe Ouabrate in folgmbe oiev Slaffen abget^etlt werben : 

i) iQnabrate ber ZXfferenjen jweier teeUee SBurjeln. 2)iefe (tnft 
not^wrnbig reeU unb ))ofittu« 

2) Ctuabrate ber 2)ifferen{en jweier {ufammenge^öriger imagt« 

«orer SBurjeln, mt p+q V— ^/ p — qV— »• ®i^ ^<^ben bteSorm 

(^q\/— "0*== — 4q*/ ""^ finb ba^er jleta recO unb negatio. 

3) duabrate ber Z)ifferenien jweter SBurjeln, woDon eihe reelt 
unb bie anbere tmagmdr '\\x. Siefe ftnb im 2(agemeinen imaginär; fte 
fonnen aber aud) reell unb negativ) auffallen / wenn ndmlic^ bie reelle 
SBurje( ben reeQen £^ei( ber imaginären tilgt; jeboc^ erfc^einen folc^e 
£luabrate, ber jufammenge^origen imaginären JEBurjeln wegen, ira-r 
nur ))aarweife einanber gleid). 

4) Ouabrate ber, Differehjen jWeier nic^t jufammenge^oHger 
imaginärer SBurjeln. @ie ftnb im ?IOgemeinen imaginär, unb werben 
nur bann reell, wenn entweber Ixt reellen ober bie ittia^'nären )t>e^ 
fimibt^eile ber uon einanber fubtra^irten SBurjeln libereinjlimmcn. 2)er 
erjle Sali erjeugt, wenn man bie correfponbirenben imaginären SBUr* 
jfln benlrffic^tiget, mer reelle negative Onabrate , wobon jwei unb 
jtbei einanber gleich ftnb; im jweiten Si^tle ergeben ftd^ aber nur jwet 
reelle unb pofttioe £luabrate. 

leitet man ba^er wi^ ber gegebenen ®Ietc^ung/(x)ÄO eine an* 
bere F(y)=o ab, bereu SBui'jeln bie Ouabrate ber ©ifferenjeu ber 
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SBurjcIn bei ierßeren ftnb/ unb beßtmmt man/ itotJ^tgen $006 biird^ 
Tinn&^etun^, bie- mllirn nrgotroen 28ert^e van j/ n>elc^e immer oar« 
l^nben f^yn muffen/ menn anber6 bä* ®Ietc^ung/(x)=o imagtndre 
SBurjeln enthält/ fo fomme» barunter ^exoi^ iie vierfachen duabrare 
ber %actoveti bed in ben tmagindren SBurjeln ber gegebenen (&Uid)un^ 

bejtnMic^en Wabicala V-^ t)or. @tnb tU erwähnten ®ert^e wn j, 
welche »ir ^jn — Jir^^Xs' '^^' "^nn^n woüen/ fdnimtlic^ von ein* 
onber verfcj^ieDen / fo gel^ören ber @Ieic^un9/(x)3:=:o eben fo Diefc 
9>aare correfponbirenber tmagindrer SQSurjeln. 99?an fe^e in btefem 

gaUe XS23U+ ?\/ — I , wobei bie reellen (Stößen u,*y noc^ unbefamit 
finb/ fo gej^t /(x) in 9 (u, v) + ^~l . -^(u, r) über. Die reel» 
len S«iwtionen 9 (u , v), ^(a, v) miJiTen i'ebe für fi^ allein oerfc^wn* 

ben, n>enn u + vV^ ber Oleic^ung /(x)=2o wirfli* ®enuge Ui^ 
ftttf Jja^er ^at mmi bie ©teic^ungen ^(u, v)=ro, f(a/ t)=o« 
2)iefe muffen , wenn man fiatt v nac^ «nb ndd) bie bcf aunf en Säulen 

-p/ -^r -^/ ^c. fubjiieuirt , fo baß in beiben ©feic^unge» wxc 

mebr \>ie Unbefannte u jurücfbleibt, für jebe biefer ^ubflitutionen eine, 
aber außer biefer feine anbere, gemeinfc^aftlid^e 5B8urjeI bepßen: e5 
werben ba^er bie ^olpiiome 9(u, v) unb ^ (u, v) für jeben ber SBBe^ 
t^e w)n V einen gemeinfd)aftlic^en gactor julaffen, worin u nur ia ber 
erjlen ^Jotenj erfd^eint. ®ucf)t man alfo nad? Un SÄegefn ber 2fnY^« 
metif öeu größten gemeinfc^aftlid)enSimfor von 9(»i, v) ujib ^(a, ▼), 
fo gibt biefer, gleirf) 9luU gefegt, ben 2BertJ oon u, welcher Um fpect* 
eilen in tie 9ied)nuug aufgenommenen SBertjie üon ▼ entfpric^t» 

»egreiflic^ fanu man auc^ v unbejlimmt laffen, unb mit ben nac^ 
ben 9)otenjen von ü geordneten g>ol9nomen ^(u, v) unb ^(a, t) 
Wüd) ber SWet^obe be6 größten gemeinfc^aftlic^eu a^eilerd verfahren/ 
bi^ man auf einen Kcjl foramt, ber bie ®röße u nur in ber erflen g>o* 
teni enthalt. Srefer 3ie\% ber SKuUe gleich gefeft, gibt für jeben SBBert^ 
von V foglelcfe ba^ Jugi?^orige n. 

®inb aber unter ben reeffen negativen SSBurjeln —7,, — y,, 
—73/ IC. ber®Ieic^ung F(y)zso mehrere einanDer gleiche vornan' 
ben , fo rühren biefelben entweber von ber ©feic^^ett eben fo vieler ber 
unter 2) angeführten Cluabrate ber Dijferensen je jweier jnfammenge.- 
|^«nger imaginärer SBurjeln ^er, in welchem gatte bie ©ret^iin^ 
/(x)saBo bojjpelt fo viele tmo^inare fBurieln ent^oU, beren imftgiit&f 
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treffe d6eretit)1tmmett ; eUt (ie t^efben hütd) bfe in S) utib 4) ttto&^nU 
©(eii^^ett ber übrigen Cluabrate erjengt. S9?an wirb m bief>ni ^aDe 
fdr jebe @ruppe oon r gleichen SBur{e(n ber Qletc^ung F(y)== o/ 
nad^bem man ^att y bie ipdifte ber £luabrant?urje[ bed numertfd)en 
SBmaged einer berfelben gefegt ^at, bie mit ben ^cl^nomen ^(u/ t) 
nnb «^(a, t) vorjuueJ^menbe bperafton beö gropten gemeinfc^afeüc^en 
£bet(erd nur fo weit fortfu^ren^ bt^ man auf einen 9?efl 00m r<«Q®rabe 
fi^r« Die refUen SBert^e Den u/ für weld)e biefer SKefl uerfc^wiiib.et/ 
Ueten eben fo viele 9^A<^te imaginärer SBurjeln ber gegebenen ®Iei« 

diung (ar / in weld^en boö Stabical ^/^ mit bemfelben Coefficienten 
i>erf^nnbf n ijl ; bie imaginären tCBert^e von o finb ber 9Iatur be9 i&u 

noma u-f vv^— 1 entgegen/ unb beuten auf bie in 3) unb 4) ange« 
führten 2fuana^men ^in^ 

2)a j'ebe @Ieic^ung t>om (weiten Srabe entweber (wei reede Sur« 
2eln ober feine; jebe ©(eic^ung 00m britten ©rabe entweber eine ober 
^ret reelle SBurjeln iUldft/ u. f. W.^ fo beflimmen jwet gleite reeOe 
itegattoe SBurjeln ber ©fetd^ung jP (7) =0. entweber oier imaginäre 
SBurjetn ber @Ieic^nng/(x)&=o/ ober feine; brei gleite reede nega« 
tioe SBert^e von 7 geben entweUwitü^i ober fec^d inia3indre SSurjcIn 
Tet ©leidSiung /(x) = o/ u. f. w/ 

3um ^c^(u|Te Unferei^ 93ortraged über bie ©(eic^ungcn woDett 
mt noc^ ber Ke^anbUing ber ©(eic^ungen mit mehreren unbefannten 

®r6pert erwähnen, ßd fepeii / ♦/ 

» 

fix, y) = BoX- + B, x»-7' + B,x— » +. ♦•+ B«-, x + B*» =0 

|ioet nad^ ben ^etenjen ber Unbefannten x georbncte ©leic^ujigeu/ worin 
tie Coefficienten A«/ A^/ A^z 4 . • Aa>$ B,/ B,/ B^z • • . B» ganje 
rationale SuRCtionen einer {weiten unbefannten ©r^ße 7 finb. fSHan 
fud^i bie correfi^onbirenben tEBert^e von x unb 7 / welche in F{x , 7) 
itnb/(xz 7) fubflituirt/ beibe ^otpnome ouf SIuQ rebudren. 

2)iotbirt man unter ber 93orattdfe^ung / bnp m nic^t niebriger ifl 
^1911/ F(x/ 7) bur(^/(x/ 7), M man einen Äefl y(x/ 7)er^drt/ 
in mlditm ber ^oc^fle (Sjr))onent oon x weniger betrdgl iiie n ^ unk 
nennt man ben (uge^drigen Cluotienteli Q / fo (mt man 

F(x, 7) = Q/(x, 7) + j^(x, 7). 

fÖerffftwinben bie ^olj^nome -F(x/ 7)/ /(*/ 7) f^^ xssx, un9 . 
j^ssijxp ^^ne bap babei ber ollenfaaj oor^anbene 9?enner betfOuotten« 

16 • 
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Un Q auf 9?un getraue .wfrb / von «Wienern. gaUe wir j^ter <irtfin9lt<^ 
abflra^tren; fo mu$, mt bte ohi^e ®Ieic^(tng {eigt/ fiir biefrlben SBer^ 
t^e oon X unb y auci() ^(x, j) = ^ werben/ unb uragefe^rt für We 
SEBm^e r>on x unb y, weld^e ben ®le^ungen/(x, y) = o und 
9(x, y).=s o ©enilge letjien, uerf4)Wtnbet auc^ F{Xf j). 9Mon fann 
ba^er, um F(x,y)c=o unb /(x,y) = o aufjulöfen, fic^ ouf bte 
SBe^anblungber einfacheren ®leid)ungcn/(x, y) = o unb ^(x, y)=o 
befc^rdnfen. 2>a 9(x, y) in »ejug auf x üon niebrigerer Orbnung 
ijl/ alö/(x, y), fo tjieile man /(x, y) burc^ ^(x, y), unb ^x^ltc 
babei ben Äuptienten Q^ unb ben Mefl y, (x , y) , welcher in »ejug 
auf X um niebrigerer Orbnung i(i, ald ^(x, y). X>\c ©leidS^ungen' 
?(*/y) = o unb 9, (x, y) = o fonneu/ wegen 

/(x, y) = Qj9(x, y) + ^iC^/j)/ 

wieber bie ©teile oon /(x, y)>iüo unb ^(x, y) = o vertreten. 2fuf 
biefe Sßeife fa^re man fort, gerabe fo, alö ob man nad) ber befannfen 
SWet^obe ben größten gemeinfd)afth'c^en Steiler für F(x, y) unb/(x, y) 
furfjen xooUU. gnMid^ wirb man einen ölefi 9p pnben, in welcftera bie 
Unbefahnte x gar nid)t oorfommt. »ejeic^nen wir ben Sioifor, totU 
d)ev biefen SRefl erjeugt ^at, burd^^r-, (^^ / y)/ fo ifl bie »uflöfuna 
^er gegebenen ©feicfeungen F(x, f) = o, /(x,y) = o auf bie »<« 
^anblung ber ©leie^ungen 9,... (x, y)aso unb 9, = o jurürfgefu^rt. 

^ier fonnen nun fofgenbe gdüe 2jtatt pnben. 

®d ifl 9r eineSunction oon-y.. aj?an löfebieSIeic^ung 9, cso 
auf, unb fubfiituire t>ie gefunbenen S33ert^e für y in 9,-» (x, y) =0. 
Sebe ftnjelne biefer ®ubilitutionen bietet eine ©leic^ung mit ber Un-- 
befannten x bar, bercn 3lup6fung ju ben SBert^en oon x fü^rt, welc^ 
bem fub(Wtttirten SBert^e t>on y juge^oren. Auf biefe litt Mommt 
man aUe correfponbirerfben »uflofungen ber vorgelegten ©leicbungen 
F(t,y) = o,/(x,y)=^o. 

®oate für einen mielrten SBert^ von y, 9,«. (x, y) burc^ Wofe 
flegenfeitige «ebuction ber ©Heber, unabhängig oon fpeciellen SBSer» 
l^en ber Unbefannten x, oerfdjwinben, fo ge^e man ju bem uorjerge^ 
^enben 2)ioifor 9r-.(x, y), unb wenn auc^ biefer für ben genannten 
SBert^ Von.y gleich Kutt wirb, noc^ weiter, bia man enblic^ einen 
Sioifor vor Jic^ ^at, bei welchem baa ©egent^eil ®mt finbet. Diefer 
lejtere ©ioifor, glcic^ OTuD gefegt, gibt tk SBert^e von x, wel^e bem 
betrac^töen ©ert^e vony correfponbiren.. ©iefer Umffanb leigt fic^ 
immer, fobalb einem einzelnen SBert^e von y me^r ffirrt^ von x tnU 
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ipttd^tttf oTd ben tibrigen Sßert^en van j. X)te SKec^niing Uitet bef« 
|oIb oucf) auf etneit früheren X)iotfor^ unb fomit auf eine ^ö^ere ®Uu 
^ung ut %e^ug auf x. 

ö) g(i tfl 9r = o. Sann lajfen F{x,j) unb/(x, y) ben grof^ 
ten gemetnfcftaftltd^en Steifer 9,-, (x/ y) ju/ welcher nur auf ?nun re- 
bitctrt ju werben braud^t/ um ben gegebenen ®(etci)ungen ^u gendgen. 
KOetn bie ©(eic^ung 9,-., (x/ y)s=:o i|l eine unbeflimmte ©leid^ung 
unb unenblic^ vieler 2(uf[öfungen fd^ig/ ba ftc^ für jeben beliebigen 
Sßert^ von y fo viele correfponbirenben fBert^e von x ergeben ^ ald 
bet ^öc6fie Exponent biefer Unbefannten in 9r-ii(x/ y) Sin^eifen um^ 
faßt. Sd erlauben bemnad|> auc^ tit ©(eic^ungen F^,x, y)=3o unb 
y(x/ y)=o unenblic^ viele ®t\xpptn cortrfponblreiiber Kuflofungen. 
Tlufet biefen aud 9,-., (x^ 7)=o abgeleiteten 21itfiofungen ber gege«» 
benen ®(ei(f)ungen laufen ftc^ nod^ anbere in befd^rdiifter JCnja^I bur^ 
bie 31ufiifung bet ©leid^ungen 

.^£^^^^0 unb -^^^^ = 

iindmitteln. 

3) (Sd ifl.9r eine von x unb y unabhängige Bc^^L £)iefe fann nie 
ciso iverben/ ba^er ifl bie ©leic^ung 9r = o ungereimt, ^ieraud 
folgt/ baß bie gegebenen ®Ieid)ungen F(x,y)==o unb/(x/ y) = o 
|t(^ iviberfprec^en / alfo aud^ feine correfponbirenben 2(uflöfungen ge^ 
flatten. 

9Bir tvoUen nun ben oben übergangenen Umfianb beriicfflc^tigen/ 
ivenn ber in {wei correfponbirenben ?lufIofungen ber ©leic^ungen 
P(x,y)ÄO unb/(x/y)=:o erfc^einenbe SBert^ von y ben 97enner 
ftne^ ber Onotienten Q / Qi / a\ gleich 97uU macbt. ^Begreiflich fann 
bteß bei ber oben angenommenen ^'orm ber SHec^nung nur burc^ bie 
fSßert^e bed y gefcf)e^en/ benn ber {Renner eine6 foIc()en Ouotienten 
ni^rt bloß von bem Soefficienteii ber ^6d)\ltn ^otenj bed x im Z)ivifor 
^et/ weldber Soeffieient/ ha 2(Ued nac^ ben ^otenjen i^on x georbnet 
ivtrb/ nur y enthalt. Sür bie erwähnten correfponbirenben ?(uf[6fun« 
gen ge^t bie ©leic^ung 

Fix, y)==9/(x, y) + 9(x, y) 

in o «=s - + fi^r 7) 



über/ ivoraua/ ivegen ber Unbeflimmt^eit bed analptifc^en SpmboU - 



o 
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.leineamegca unbebnigt f(x,y)^=z^ folgt; unb wQfft^rt, mth 
f(T^,y):=zo unb 9(x/y)s=30/ unb ü?rf(^winbet für bie ^ieju ge« 
brau(i)ten SBert^e oon x unb y ber 97enner oon Q/ fp fann man ntc^t 
fag^n/ b<)p für btefelben SBert^e ucn x unb 7 auc^ i^(x/ y)=?Q fe9n 
tnuJTe. Sa tfl ba^er npt^wenbtg/ bte 97enner alhr md^renb ber ganieu 
Operation frfd[)einenben Ouotienten 9R0 ju fe^en/ unb nac^jufe^en/ 
ob bie 9>ol9nome fCx/ y) unb /(x, y) fiir einige ber ^iebut«^ 
erhaltenen SBert^f oon y einen gemeinfc^aftlic^en Siotfor beji^en/ 
)Ve(c^er .auf 97i|a ge^^radSit / bie bief^n SBert^en von y iiige^ortgen/ ben 
eingelegten ©leic^ungen Genüge (eijlenbea/^SSert^e von z an bie 
4^anb gibt. 

2)aß matif fobatb man bie Sui»ctione(i F(Xf y) unb/(x/ y) in 
gactoren ju {erlegen wii^f fi^ bie Stecbnung erleichtert ^ wepn man 
bie einjelnen Sqctoren einer biefer Functionen tu ^erbinbung mit ber 
anberen Function nac^ unb nad) in ^ic ^ier erf (drte Operation einfn^rt^ 
ifl für ftc^ ffar, Tiixd) laffen ftc^ bie befannten Sereinfadl^ungen ber 
S)?et^obe bea grogten gemein fc^afttict^en ^i\>ifi>v$, namentlid) bieSBeg« 
fd|)affung gebrochener Ouotienten unb ^artiatprobucte ^ier anmenben^ 
jebpc^ lauft man babei ©efa^ri ben @jrab ber ©(eic^ung 9^ = o über 
bie ©ebil^r {ii er^ö^en^ unb fomit frembartige SBurjeln in bie 9tec^nung 
jjU vergeben/ jpe(c^e bei^ ©leic^ungen F(x, y)=o/ /(x, y)s=?o nic^t 
ange^pren« 

Zn^ jwei ®l6icl)ungen F(x,y)=so, /(x,y) = o/ fo wie ea 
oben gefd^el^en tfl/ eine ©(ejc^nng 9c :?=; Q ableiten/ welche eine ber 
Unbefannteti/ g, %, x nic^t enthält/ ^eißt biefe Unbefannte aua ben 
gegebenen ®(ei4|ungen e ( t mi n i r e n. 

2)urc^ bie obigett 93etrac^tungfn ifl alfo auc^ baa Sliminattona« 
problem in %ejug auf eine in }tvei gegebenen ®Iei(^ungen erfc^einenbe 
@roße/ t)orauagefe^t / baß biefe ®(eic^ungen nacf^ ben ^otenjen ber 
ermähnten ©röße georbnet ftnb/ aufgelöfl. 

£)ie befannten Formeln jur $3ere4)nung f^mmetrifd^er gunottonen 
ber Sßurjeln einer ®(eic^ung fönnen aud) auf bie 2(b[eitung ber aua 
jioet ®Iei(^ungen nad) voQbracf)ter SSJegfd)affung einer barin oorfom- 
menben unbefannten ®rößc mtfprjngenbenSnbgleic^ung mit gutem Sr« 
folge angetpenbet werben , t^aa wir uoc^ mit wenigen Sorten (eigen 
-wollen. 

^a fepen wie oben 
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/(x, y) = X» + B^ x»-» + B;iX»-» + . • • • +'Bn-i x+B. = o 

bte ©letd^ungett/ au$ )ve(ci)en x^u enmtiiiren ift/ unb beren (Eoefficien^ ^ 
t^n bie ®rö^e y enthalten mögen. @o(Un betbe @(eic^ungen jafamineu 
U^t^eUf fo muß ed Serr^e für y geben/ für wetc^e biefe ©(etc^ungen 
l^inftd^tlic^ ber Unbefannten X eine gemeinf(^aftIi4)e2(ufIofung uerftatten. 
{Rennen wir x^^ x^/ X3/ • . . . Xm bje SBurjeln ber er{len®(/i' 
ä^unQf in fo fern y irgenb einen beflimmten SBert^ er^<iUen, ^at / fo 
muff n^enn man bte angeführten SE^urjeln flatt x in bie {weite ©(eic^un^ 
einführt/ eine ber m ©leic^ungen 

/(x,,y) = x: + B,x:-+B,xr* + ..^.+B.-.x, + ß. = o 

/(?c», y) = x:+B,xr*+B,x:- + . . • . +B«-.x, + Ba = o 

/(X3, y) = xS + B,xr"+B,xr*+ • • . :. + B— .X3 + B. = 

f 

/(x„, y) == X- +B, xr'+Bxxr* + . • • • +B.-.X.+ B. = 

&tatt jinben. 3>a fic^ bte SOSurjeln x, / x, / X3 , . . . x« in analyti» 
fd^er »ejie^ung bur^ ni4)t6 oon einanber unterfc^eiben / fo fann obi# 
ger Sorberung nur baburc^ entfpro(f)en werben / baf man bad ^robuct 

/(^i/y) ./(xa/y) -/(^a/y) • • • ./(»«/y) = <> 

fepn laßt/ welc^ea bemnacf) bie verlangte €nbglei(^ung mit ber Unbe« 
fahnten y barfleHt. 2)iefe« qprobuct tjl aber eine fpmmetrifc^e gunc* 
tion i^on Xj, x,, X3/ . . . x„, baffer fann man jlatt biefer ©roßen 
lie Soefficienten ber ©feic^ung F(x, y)=3p in baiferte einfuhren. 

2)ie Slimination mehrerer mibefannter ©roßen aua TueJ^reten 
®Ieid[|ungen laßt fic^ offenbar auf ein fuccefflueö ®egfd)affen einer bie* 
fer ©rftßen auö jwei ©leic^ungen jurucffu^ren/ unb bebarf ba^er fei* 
nee befonberen (£rI4uteAing. 
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2((^t unt^ i>xcx^i0e ^or.Icfung. 

U6c'r bte I)tffer$ni« u'nb (Suinmenrei^en «tntrge« 

« 




^enn man tn einer fKci^e, ober and) nur tri einer Uofes 
SoTge von (Sropen / beren ©lieber loir burc^ . 

(>) »0/ «t/ ^2/ «3/ U4/ . . *. . ÜB / ll„4,, . • • * 

bejeicf)nen moQen/ jebed etn;e(ne ®(ieb oon bera unmittelbar boronf 
folgenben «bjfe^t/ fo'entße^l eine neue Solge oon ©rogen^ mld^tüt 
erfle 2>tfferenireibe/ ober auc^ gerabeiubie ^ifferentrci^e 
ber obigen Steige genannt toirb/ unb beren ©lieber man burc^ bit 
3Hc^en 

(a) Aho/ ^«1/ ^Qz/ Ä03, Aa^/ • . . • Aqd / i^Unf,/ . , . . 

vorfleOen fanu/ mobet ndmlic^ 

nni angemein An» sss Unf. — u. ift. 

93erfd^rt ' man mit ber fo eben erhaltenen X)iffereniret^e auf bie«^ 
, felbeSBeife^ fo entjlebt bie jweite Differen jret^e ber9tei5e(i)r 
«u6 meldier auf biefelbe 2(rt eine britte/ oterte!&tf ferenirei^e 
tt. f. xp. abgeleitet loerben fann. 

Z)ie 3eicf|en ber ©lieber ber {weiten Differenjrei^e finb; 
AAu^/ AAoi/ AAu^/ AAua/ • , « • A Aun / AAunfi/ .«««i 
ober fürjer: 

(3) A*Uo/ A*a,, A*U2/ A»U3, . , . . A»u„, A»a„^,,.: . . . 
Sben fo werben hie ©lieber ber britten Differenirei^e iutd) 

(4) A^Oo, A*ui, A^uj, A^uj, . • • * A»u„, A'uof,, ♦ . , .f 
ttnb allgemein bie ©lieber ber r^^" Sifferenjrei^e burc^ 

(5) A'Uo/ A»uj; A'uj, A'wa/ .... ^'«a / A*ü«+»^ . • . . 
beieic^net/ wobei alfo 



A''Uo = AU| — Auo 
A^ u^ = A U2 — A Uj 
A^ u^ = A u, *— A U2 


A* u^ = A» Ui — A* Uo 
A»U|=A^U2 — A^Uj 
A'u. = A'U5— 'A^Uj 


2C. 


A» «0 = A'— « Uj — A'— • Uo 
A' u, = A»— • U2 — A'-» u, 
A' U2 = A»"— '• Uj — A'— » Uj 


A^ Un nAUnf 1 — AUn 


A^ Uo =A*Un f 1— A^Un 




A«" iip := A«"— • Ub-I I— A'— » Ui 











gefegt wirb. 



* 2i9 

Z>U Stti^t (i) ^ei^t in Sejug auf bie oud i^r entflanbenen :£)tf.' 

ferengrei^m (2) / (3)/ (4)/ Ue Spanptxei^e. SRan faiin jebe 

Sbtffer^niret^e / }. 93. bter^e^ für ftc^ atd eine ipauptm^e betrachten* 
!Dann ge^t bie (p+O^^ X^ifferen}ret|ie ber vorigen ^au))trei^e id bte 
p^ S)i[ferenjrei^e ber neuen JP^anytrei^e liber. (£.ken fo fann man 901s 
ber ^auptteif)e eine beliebige 2(nia^( ber ^tifan^dglieber ivegne^men/ 
n^enn man nur oon jeb)?r ^'fferenjrei^e eben fo oiele ^(nfangdglieber 
weglaßt. 

Sa bie (SIteber jeber foTgenben l^ifferensret^e bur^ bie ©lieber 
ber i^or^erge^enben gegeben ftnb/ fo lajfen fid) bie ©lieber jeber £)iffe« 
renjret^e jule^t auf jene ber S^aupttti^e j^urücffil^ren. (£6 bietet [i^ 
ba^er bie Srage bar / nac^ n^elc^em ©efe^e ein ©lieb irgenb einer Stf< 
ferenjrei^e aud ben ©liebem ber ^auptrei^e entfpringt. . 

Xa Auo = Oj — Uo unb Auj = 04 — Uj ifl/ fo pnbet man 

A*Uo == AUj — ÄUo = Ua — Uj — (U, — Uo) 

= u» — auj 4- «0. 

Saff^n wir bie ^auptrei^e mit u^ anfangen^ fo treten U3/ ui 
nnb Z^^iii an bie@teae oon u^, u, unb^^^Oo/ unb fomitifl nac^ bem* 
felben ©efege 

A^a, ca n3 — an^ + «!• 

2(ud ben für A^ Oo unb A^ u, gefunbenen ?(n$brilcfen folgt 
A*Uo = A*Uj" — A*Uo = U3 — suj-f" U| — (uj — aui-j-ap) 
s=3 U3 — 3u^ -f" 3a, — Uo. 

?(ber A^Ui fle^c ju u^/ U3/ u^/ u^ in berfelben Stelattou/ wie 
A^Oo ju Ug, Uj/ u,, Uo; ba^er ijl 

A^u, == u^ — Suj 4- 3uj — uj/ folglich auc^ 

A^Uo = A'uj — A'uo =5 U4 — 3113 + 3u2 — Uj — (U3 — 3u2+3wi— ^A 

=3U4 4U3 4-6Uj 4U4-f-'>0 

u. f. m 
S3etracll^tet man ben ©ang biefer 9tecf)nung genau/ fo erfennt 
man fogleid^ / baß bei jebem ^djvitte ju einer ^o^eren 2)ifferen} 9on 
Uo / um ein ©Heb ber ^auptrei^e me^r in 2(nfpruc^ genommen wirb ; 
baß bad in bie^ormel neu eintretenbe ©lieb bie Sinkest jum Soefficien« 
ttn er^d(t/ unb baß ber einmal oor^anbene 3eic{)enwec^fel auc^ in ber 
Sofge fortbe()e^en muß« ^ 2)er numerifc^e Sßert^ bed in bem ^u6brucfe 
für A" üo an ber m^«" Stelle befinbUc^en Soefficienten / wirb au^ ben 
iiumertfd^en SBert^en ber an ber m^^" unb (m — i)^^" ©teile in beut 
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^uabntcfe für bte tt4c^ilt)or|^erge$eRbf Sifferen) A^'t* Oq erfc^einenbrn 
d^oefftcienten burc^ 2Ibbttton {ufammengefe^t 2)a nun bte Coefpciem 
^ ten in ber Formel für Au« bte SBert^e w i ^<)ben/ fo entile^n in brs 
2(udbrtirfen für A^Oo/ A^Uo/ A^Qq^ • • • • • not^ivenbig bte b» 
Exponenten 2/ 3/ 4/ ... . jugel^örtgen iBinomtalcoeffictenteii. Sd 
iß alfo ^ menn man bre auf ben (Sjrpenenten n ^d) bejte^enben Sino^ 
mtafcoefftcicnten burc^ bte fc^on 5ftera gebrauchten 3ei4Kn vorteilt: 

(6) A« Uo = u„ — (^) u„-i + (^) un— — (3) uii-3 + .... + (-0» Wo. 

Sffan fann biefe Sormel ber Aürje wegen auc^ fo andbrüifen: 

(7) A»Uo = (u — iX»; 

nur mu$ man/ bei ber Sntwtcf elung ber^otenj bedS5inom6 u*- i^aQe 
bem 93ud){laben u ju ert^eilenben (Exponenten bemfelben alt @trOen' 
jetger unten ati^dngen. 

8Bir ^aben und btd je^bloß mit bem erfien ©liebe ber r^^£)tffe' 
renjrei^e befc()äftiget. 2UIetn fotoie A^'Uo aud 0»/ Un— 1/ n.^;....aa 
gebilbet wirb/ entfielt au(^ A"ur auö Oaf r/ 01.^,^1 / Un^,^»/ ....u,/ 
wooon man ftc^ fogietc^ übergeugt/ wenn man ftc^ bie ^auptrei^ mit 
bem ©liebe u, anfangenb benft (Ed tfl alfo 

ober fi^mbotifc^: 

(9) A«u,=: up(u-^i)«/ 

wenn man namltc^ bie SKecf^nungaregeln für ^otenjen auf bte mit iti' 
gern oerfe^enen i8uci)fiaben übertrügt. 

3ebed 01teb ber ^auptrei^e (1) laßt fi* burc^ bad erfleSIieb 
berfelben Qq/ unb burc^ bie erflen ©lieber Auo/ A^Og / A'oq/ * • * • 
ber auf einanber fotgenben Z)ifferenjret^ert au^brücfen, 

Sd ifl namlic^ wegen >Dn — Uo., es A an-, aud^ 

Sndbefonbere ifl Ui&csoo+Aqo/ folglich au^/ wenn man bi< 
erfle 2>tfferenirei^e wie bie .^auptret^e be^anbelt / 

Au, =a Auo + A»Uo/ . 
unb fomit 

u^ «s u, -|* Aui = Uo + aÄUo 4" ^*Uo- 
Serner l^at man / wenn man bie erfle 2)jffereniret^e wteber flau 
ber ipauptrei|^e fe^t / 
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bo^er a, es Q^ -|- Au^ = i]o + 3ÄOo -|- 3 A^ Oo -f* Ä' o« 

u» f. w. 

Sur(^ d^ttlt(^e S^c^Iüjfe/ mt oben/ finbet man 

(10) 11.= Uo.+ (°) Auo + (") A^Uo + (3) A>Uo + + a-u^, 

pber fj^wbolifc^ . . 

(11) nn = (i+Aöo)-/ 

t»enn man n&mliif bi$ dxponinttn, melcf^e^Oo Ui het ünttoiifelnnQ 
Ur ^otenj (1 4-^Uo)" er|^aUen foOte/ ouf ba6 Sifferenjenietc^en A 
aM aBieber^oIungdieiger ubertriat. 3n 93f treff bea erfien ©(iebt^ ^at 
tnan |ioU (Auo)"^ ba6 @9mboI /i<»iio iu fe^en^ n^eld^ea au0 ben in bei 
crflen 93or{efun3 angeführten ©rünben «= Uo iß« ^ ,. 

SRan fann jebed ®lieb ber ^auptrei^e (1) auc^ burc^ ba6 tfrfle 
@(ieb berfelben o«/ burc^ bie etflen ®(teber oon r — 1 t^rer qnfdngtt« 
^tn ;&ijfereniret^en / nimltc^ 

Aho/ A*ao/ A^Oo/ . • • . A'^'Ho/ 

unb burc^ bie 11 — r-{- 1 erfien ©lieber i^rer r^<" Z)ifferenirei^e barßeb 
Irn / wobei naturlicl^ r Heiner gebac^t wirb aU n. 

Um biefe SKebuction auajufü^ren / flibflituiren wir in ber obigen 
Formel 

«. = «0 + (^) Auo + g)A»ii« + (S)a'«o+. .•. + (r«,)A'-^ «• 

'. + (n^,) A«-» «o + A« Uo 

bie ^uöbrikfe 

A»+« tto = A' u/ — A' Uo 

Ar+4iio « Aru^ — (I) Af u, + (I) Arn, — (^) A'u^ + A'u. 

U. f« ID. 

. , . . + (— ,)— fArUo, 

welche ft^ M^ (6) unter ber 93oratt$fe|ung ergeben/ b«p bi« 9tei^ 
A' Uo/ A' n,/ A' Ux/ A' a3> • • « • • • 



«••• 



• • • • 



i < 
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aU .^auptrei^e betrautet wirb/ unb orbncn bi« ganje Sormel nac^ in 
(injedien '2>i{ferenien , f» 6aben wir^: 

«» = "0 + (")au, + (;)a»uo + gJA'u, + ....+ (^ü.,)''-'». 

+ [{")- (4.) + (4.) -(43) + •••• + <-'>-> 
+[(4.H0(43)+(X;3)--"--+<-'>--'-"(»--;:^.)> 
+ [{4J-(?)(4.)+«)(44)-""+<-'>~{»-^^^^^ 

+ [(43)-öf44) + • +<-').-^»(,!_7l.)]- 

•1. ,.,*.' i.»,.' ", 

+ 0.-.) - ("T'fl "—■ ^ ' 

2)ad tn bem jmetten Zueile btefer ©letc^ung ^errfc^enbe @efe^ ifl 
leicht ju uberff^en. 2)<ii$ ®(ieb/ mprm A'Uw al6 gactor erfc^eint/ ^ 
ben 2(uöbrucf 

jum Soefftctenten. tiefer IJpt jt(^ / ba 

\ V ) 1. a . 3 p 

^ (w+0 (w + t>) (w + 3) Qv+p) 

1 • a . 3/..*... p 

w / A \ c= / n \ i^—r^y*)(n—r-^w~-t) (n— r— w-p+ij 

U+w+p/ \r+w) (r+w+i) (r + w + a) (r ^-rr + p) 

tfl/ üixd) auf bie Sorm 

Y n \ r (w+i) (n— r— w) , (w4.0(w+2Xn---r— w)(n— r— tt-O 

\r-fwj L* 1 . (r+w+i) * ~ a . (r-fw+i) (r+w+i) 

(w-{-i)(w4-2)(vv-|-3)(n — r — w) (n— r-rW — i)(n — r~ w — a) , 

1 i ä ; 3 <r+w+ 1 ) (r + w + a) (r + w 4- 3) + •"* 

, ^ \ii-r— w (w+QCw+a)^ . . (n -r) (n-r-w) (n-r-^ri) . , , a.« H 

*'**"*"^ ^ i . 2 ...(n-r-w)(r-|-w+i)(r4-w+a)...(n-i)nj 

bringen. Z)te 9tet^ innerhalb ben klammern fann nac^ ber Sormd 
(9) ber je^nten ^orlefung fummtrt werben^ lüenn man bafdi'j^ 
a=w-f 1, /5= — n-^FT^-w^ y=r4-w+" f^&t- SWau ftnöft Wr 
@umme biefer Steige 
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U(r-:-i).n(») (a— vy> (.n— w4-i>(n-^*v+2) .. 



/ 



mnn m<w ndralic^ iie duetknten ^ ^/^^^ unb --^ r mA 

U(r — i) Jl{a — w — i) . ^ 

, Ut gormel (4) ber neunten aSortcfiing rebucirt,. 

£ö i|l alfo ber oben angeführte Soefficient uon Ä*" ^w 

= / a \ r (r + i) (r+2) (r+w) 

v+W * (n — w> (n — w + i)(a~vv4- 2) . . . . n 

^_^ (n — w-i-i)(n — w — 2) (n — r — w + i) 

"~ 1 ! 2 ^r — 1) 

(n — w — 1\ 
r-i )' 

Ui) man l^at fomtt iie «infame Sorntel: 

(la) u. = 1,. + (-J) Au. + (") A» u, + g) A» u, + . . . + (^j^,) A— . u, 

SSenn man »on einer gegebenen Steige 

"Uo^ Ol/ Uji/ U3/ * Uli / • • • • 

bad erfle ®(teb Uo / bann bte «Summe ber beiben erfleu ©lieber u^^u^ , 
ferner bie^umme ber brei erflen ©Heber Uo-f-Oj -{-u, nimmr^ u.f. m./ 
inbem man nac^ ber Orbnung jebedmal um ein ®(teb me^r tn bte 
Summe bringt/ fo entfielt eine neue9?ei^e/ ivelc^e in Sejug auf bte 
gegebene/ bie fummirenbe Steige genannt ivirb. 3ebed an einer 
beiliminten Stelle fie^enbe ®Iieb ber fummirenben Steige gibt alfo bie 
@umme aller ©lieber ber ^auptrei^e an, wdd)^ uom 2(nfange berfe(« 
ben gerechnet/ bid ju ber genannten ®teDe «orfommen. S3i(bet man 
für bie fo eben gefunbene dlei^e mieber bie fummirenbe/ fo er^^dlt matt 
bie jmeite ®ummenreif^e ber ^auptrei^e/ unb burd^ Sortfe^ung bte« 
fed 93erfa^rend bie b r i 1 1 e / o i e r t e ®ummenrei^e berfelben / u. f. w. 
66 ijl wegen Un s= u,-,+Au«_,, u»-, = Un-i + Au«-, , k. 
offenbar 

(i3) u„ =a Uo + Auö + ^'^i + ^«1 +^»»3 +• • • + Auo-t +^0«— I / 
»nb toenn man Uo^so fe^t: 

(t4) U« S= ÄUo + Au, + AOj -f Au, + ,..-[- ^W«-« + AUn-, . 

Wl^w fte^t ^ieraud / baß eine mit fRutI anfangenbe ^auptrei^e 
ölö bie fummirenbe SHet^e i^rer erjlen Differenjrei^e betrachtet »erben 
fann / unb baß jebed ®(ieb ber .^auptrei^e bem an ber ndc^jloor^erge' 
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^f nben Steife bet 2)tffereRirel^e Uftnhlidftn ®Itebe etitfprt(^t. 2)a man 
nun eben fo uon ber erflen Siferenstei^e auf bie (wette [erliefen tann, 
«• f* f«/ fo gelangt man m ber Spigerung/ baf bie ^auytrei^ 
«0/ «1/ «2/ «3^ • • • • bte r^^ ©ummenrei^e ber r^" Sifcwojrrije 
A'tto/ A'ii|/ A'n^/ A'us/ • • • . oorfledt/ lUenn bad erjle®ljrb 
u« ber ^auptret^t/ unb tie erßen ©ßeber ber ndc^flen r — i IDife* 
renirei^ett/ ndmlic^ Auo/ A^Uo/ A^d«/ • . . • A'^'Oo^ fämtntlic^ 
gletd^ SRuU finb/ ober mad bajfelbe ifl/ menn bie r erflen ©liebet u^f 
Ui/ n,/ • • * • ur-^, ber ^auptrei^e oerfd^minben. ^tebei entfpti^t 
tüi^ mit iinfr ju bejetc^nenbe ©lieb ber ^auptrei^e bem ©liebe ^'Qs 
ber r^^n Sifferenjrei^e. 

Schreibt man nun in ber Sormel (la) nJ^t fiatt h/ nnb 

V«/ Qi/ «2/ Us/ • • • • U. jlatt A'Do/ A'Ui/ A'^Uft/ A'Os/ ... .A'0»f 

fo ^at man für bad (n^- i)te ©(üb ber r^^" Summenrei^e berJ^aupt» 
rei(e Oq/ Ui/ u,/ v»/ . • • • ben 2(uSbru(f 



« • • 
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übet tit actt^metif^cn Steigen. 



® 



ine SRei^e/ weldie bte Stgeiifc{)aft (efi^t/ bo^ bie ©ItVber et« 
ncr i^rer X)tffereiiirei{)en fdmintlic^ ethanber gleich it^erben/ tinb ba^er 
aOfe folgeiiben Dtfferenjrei^en verfc^ivtnben / ^eißt eine atit^metu 
f(^e SHet^e; unb {mar vom m^«" Stande/ menn bie m<^ Z)ifferenjrei^e 
aut iUid)en ©Itebern befielt. 

Die ortt^mettfd^e 9?ei^e vom erflen Stange koirb in ber Sternen«. 
taxs^ai^tmatit unter bem Flamen artt^mettfc^e ^rogref|ton 
letrad^tet. 

Sie 2)(fereniret^en einer arit^nietifc{)en tftei^e, fo wie au4) t^re 
fummirenben Btzi^eUf finb offenbar ebenfalls arit^metifcf)e 9?ei|^en; bte 
r<* S)i{ferenjrei^e einer arit^nietifd)en Steige oom m'^n SHange gehört 
{um (m — ry*"/ unb bie r«« fummirenbe Mei^e jum (in-{-ry*"9?flnge. 

9)?an erhält bie allgemeine gorm ber ©lieber einer arit^metif(f)en 
Steige 

«9/ O,/ Uj/ «3/ Un / 

))om m<'» Stange/ tt^enn man in ber ^ovmel (lo) ber oor^erge^enben 
83crlefung A"*+*Uo = A'"*'Uo = A^H^y^ = ;c. = o fejjt. ^ie* 
iur(4 wirb 

(i6) u. «. ti, + (^) Au„ + (;) A»u, + (5) A*u, + 

+ (.JL.)a-' «. + (^)a-«,. 

Sntivtcfelt man bie 93inomiaIcoefftcienten 

na^l ben ^otenjen oon n/ fo ge^t bie Sormel (i6) in folgenbe über: . 
(17) üfcsa Ao+A,n4-Ajn»-|-A3n«4i,..-f-A„_, n"— «4-A«n«", 

ftiobei Aoasuo ifl/ unb bie übrigen Soefftcienten A«/ A^^ A3/ • ... . 
. . . . Am Uoß oon ben Sifferenjen Auo/ A^Uq/ AX/ • • • • A^n« 
at^^dngen. X>ie gormel (17) dnbert i^re ©ejlalt nicfj^t/ wenn man auc^ 
(in anberee @(ieb ber arit^metifc^en 9iei^e mit bcm S^iäcx o belegt/ 
ti ^* menii man a-f-n flatt n fe^t/ wobei a eine gegebene ganje 3aH 
1)1/ nur wirb bie üvt ber Sufammenfe^ung ber (Soefftcienten A«/ A,/ 
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« 

Aj/ As/ . . • • An aud Uo itnb ÄOo/ Ä*Uo/ A^°o/ • • • • A<"iio 
verfd^teben auffallen. Smmer ober n^erben biefe (Eoetftcieutert/ m H 

4 

bec ®anQ btefer SnttDtcfelungen mit ftd^ bringt/ bloße ^(ggregare bei 
mit iiunierifd^en gactoren miiUi^jIictrten Oropcn Oo/ Auo, A*n,, 
A^u^,/ . • . . A^Uo fepn, fo baj fic^ biefc ©roßen burd) bieSpeffi* 
cienten Ao/ A^/ Aj/ A3/ . . . .Am jeberjeit/ nac^ ber ieUmttn 
2(ufIofung$metf)obe mehrerer ß^Ieic^ungcn mit mehreren Unbetonnten 
vom erflen @rabe/ berecbncn lajTen* ^teraua folgt/ ^a$ auc^ umje^ 
fff)rt j'eber ganje rationale ^(uabrucf von ber ^orm. 

Ao + A,n 4- Ajn» 4- Ain» -|- , , , . + A„_i n"-» + A.n« 

bad allgemeine ®Iteb einer arit^metifc^en 9iei^e vom m*^^ SKangebar' 
flellt/ von iveld)em ©liebe and) immer bie verdnberltc^e ganjeSo^In 
i^ren Urfprung nimmt. 

^ü^ ©lieb Am n'" ber Sormel (17) n^irb einitg unb aUein bur(^ 
t>a^ ©lieb 

/n\ A n (n — i)(n — 2) . . • (n — m 4- O * 

ber Formel (16) erzeugt/ benn nur bkfed befi^t m von n abj^dngenbe 
Sactoren. Offenbar i(l 

I*1.3«.-*.IT1 

(18) A"Uo = 1 . 2 • 3 • . « • • m • A|fc. 

£)tefer ^(udbrucF gibt una ein (eid)tea a)?ittel an hie ^anif ben 
Setrag ber ©lieber ber legten Differenjrei^e einer arit^metifc^en SHei^ 

• ju beiiimmen/ wenn ha^ allgemeine ©lieb biefer d^ei^e alaeineSuQ^' 
tion bed ^eiQet^ n vor 21ugen liegt. 

2)0 A*"Uo verfc^jvinbet / wenn A„, 5= o ijl/ unb von 9?ullwr* 

• fc^ieben au«fdnt/ wenn»A„ nid)f gleich 91utt ijlj fo Mnnen in (17) ei- 
nige ober alle ber m erflen Soefficienten A« / A^ , A^ / A3 / . . « . A«^i 
fehlen/ o^ne Vaf biefe goi^utel aufbort ta^ allgemeine ©lieb einer arit^ 
metifd)en Steige vom m^^n Stange audjubrucfen. (Sd richtet fic^ # 
ber EHang ber burc^ eine ganje rationale Sunctivn bed 3eiger6 n ^tic 
benen artt^metifc^en 9?ei^e nad) bem ©rabe biefer Function. 2ittd bit» 
fer ä5emerfung unb au& bem Umflanbe/ bap A'^uo blop von ^in ^i-' 
^dngt/ ergeben ftc^ folgenbe ®d^e: 

1) !Sie®untmen vberbiellnterfc^iebe ber correfponbirenbeii@h>' 
ber jweier arit^metifd^en dlei^en von verfc^iebenen Orbnungen ^tütn 



^» = . "a" ^ / f<>f9«* 
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eine aritj^mettf^ Steige bat, ivel^e in !&f jug auf t|^r«n 9i«n^ unb auf 
i^r» le^te ^i^etenixti^c mit Ut ^ö^eren b^r beiben atibern Siet^en 
übcretnfltmmt. @tnb ater btefe jwet SKet^en ucn gleichem dtange / fa 
befi|t bte neugebilbete SKtt^e im 2(UgemeÜTen benfelben dtang^ unb ba(( 
cpnßante ©lieb t^rer legten £)t|fereniret^e tfl bie &umine ^er ber Un« 
Ux\djie^ ber legten iDif ereiv^ -i^*^ fceibeit onberm 

a) 2)te ^rj^e bec ctKjteiponbirenben (SIteber me|^rerer aritfi^ 
tnetifc^en 9t^tjrn gebeti »)ie\)er eine artt^meh'fc^e d^ei^e/ beten Orb^ 
nung$j;^*)^ie.®umme ber Orbnung^ja^Ieit ber übrigen Steigen ijl« SDie 
Stej/f ber mV ^oten^^ bec tiaturlic^en 3a^(en / fo toit jene ber m^^n 
^otenjen ber(^iiebey<^inerarit^merifdSien^rogreffton ifl a(fo eine arit^< 
mefifc^e Steige Udot ^^^ d?ange. Z)ie le^te X)iffereni ber SKei^e ber 
meen ^otenjen ^r natürlichen 3<^^Ien n^irb burc^ bad ^robuct 
i.si.3«4«'-**m audgebriicft. 

®e^t mct^ in (17) fidit n bie (Sr^fe a -j-ßv/ unb ert^eift man 
ber 3a^I ^/.i^d^renb a nnb ß ungednbert bleiben / nac^ unb nac^ bie 
Sßert^e 1./ S/ 3/ 4/ . . • ./ fo erhalt man mirber eine arit^metifc!)e 
Steige tom in<en gtange / beren le^te iSifferen) {u jener ber urfprung« . 
Ii((en Ket^e in einer mfai)en {Relation ße^t« Ser 3(u$bcucf (17) ge^t 
namlid^ bei ber erwd^nten ®ub{litntion in 

Ao + Ai (a+ßv) + A» (a+i3y)» + . , . . 4- A„(« + ßv)« 

über/ ivelc^er/ wenn man i^n nac^ ben fieigenben ^otenjen von v 
orbnet/ unter ber Sorm 

Bo + Bjv + BiV^ + B,v» + .... 4- B„v» 

erf^eint/ unb fobalb man v aM ben oerdnberlidSien S^ig^i^ t^^ ©lieber 
einer arit^metifd^en 9?ei()e befrachtet / offenbar H^ allgemeine ©lieb t¥ 
ner atit^metifc^en Steige 00m m^c" SRange barfleQt« S)ie le^te 2)iffe' 
ren^ d ber 9tei(ie/ n^elc^e ben 2(uabrucf (17) jum aBs^meinen ©liebe 

femer ifl iit (e^te iSifferenj r ber nengebilbeten Steige 

B=s i«3«3*«««ni* Bin* 

Zhctf xoit man au9 ber obigen Srandformation (eic^t jie^t/ ifl 
BoisAnß»; fofglidS^ befielt iioifc^en ben legten Siferenjen betber 
Steten bie ©leic^ung ' 

«ttittd^^attfen'« mot^. OoriefUnflen* ^ 17 
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2&^mm a mbß ganje Sal^Ten fepit/ fomtUnHtä)hk^nh^iiu» 
tiontn oon a + ß/ « + ^ß/ « + 3ß/ a + 4ß/ ...*.. Patf n aud 
fcer ntfftünQlid) tex^anUnen ortf^etifc^en SRet^e< welc^ fic^ auf bod 
dHgemdite ®Iieb (17) b^ji^^^ 9om bliebe ^ beffen Setger a tfi/ ange« 
fangen/ um ba^ Sntert^aQ ß gletc^weie von etnanber abflel^enbe ®Ue* 
ber l^evau^ge^oben f toeTc^ebemRac^1^''^'l^ eine orit^mettfc^ Steige 
beffelben 9tange6 mte bie frü^re/ büb^; tt^irb'^^ fiatt ß ein 93ru4 

»on ber gorm - / beffen JWenner ^ eine gSi^e Sa^I i^f'^SfUr fr »er^ 

bcn iutd) bfe ®ub|lttiif ionen Don «+--> «+-V0-4 — -^+-/ • *.. . 

(Ifltt n, iwtfd)en je jivet ©Cieber ber wrfprüngltc^^ri S^Äpev oora a*« 
©It'ebe angefangen/ ;i — 1 neue ©lieber etngefcf)a1tq^/ mefc^e flc^ att 
bie vorigen ju einer arit^metifc^en Steige be)jelben S^ngea anfd^Iief en. 

3ebe Steige / bei tveI4)er bie erflf n ^Heber ber ^f einanber foh 
genben Sifferenjrei^en / wn irgenb einer S^ifferenjrei^ angefangen/ 
ftc^ afd abne^menbe/ bei bem in ber 9ted)nung beabfic^dgten .©rabe ber 
©enauigfett ju tpernac^Iagigenbe ©roßen jeigen / fann nd^erung^weife 
fiU eine arit^metifc^e Steige betrachtet iperben* !&urc^ ba^ fo eben an* 
gebeutete 93erfa^ren wirb man in ben @tanb gefegt/ {wifd^en bie ©lie- 
ber berfe(ben in Übereinflimmung mit bem in ber Steige ^errfc^enben 
©efe^e / fo mit neue ©lieber einjufc^alten ober }u interpoliren (oergL 
bie bvittt 93orIefO / M man totU, wa^ bei bem ©ebrauc^e ber {um 95e' 
bufe ber f^ractifd^en SRat^ematif ühlidfen-^ülf ^tafeln unjd^Iige 93or- 
t^$iU gemd^rt. 

, WHan fann i'ebed ©lieb n. einer arit^metifc^en Steige i^om m^^ 
Stange auc^ unmittelbar burc^ bie m-f-i erften ©lieber berfelben/ Oo/ 
Qj/ u^/ n,/ * . . • Um/ auabrucFen. 3u biefem Snbe fd^affe man aud 
ber Sormel (16) bie ©rofen Auo/ A^Uo/ A^Uo/ A^ Uo/ u. f* m. mit 
^ulfe ber an^ bem S^u^eren bekannten ?{udbrücfe 

A Uo = Ui ^ Uo 

A^Uo 3= u^ — ^Ij Uj + Uo 

• A»tto = u, - (J) u, + Q u. ^ Uo 

A4Uo = U, - (4) U3 + (J) u, - (^) U, + u. 

u. f. ip. 
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tot^, fd ftnbet man 

«•=".[• -(;)+(:)-(5)+--+<-)-G)] 

+ •■ [(?) - (Oö + ©6)--+<-)-(.i)G)] 
+ - [0 -m + {l)(;)-'-+<-)-(.-.)ft)] 

+-[G)-0)(:)+-.-:--'-+<-M»^)(i)] 

2)ie aüd jtbei ^dct^tett jtifimmerigerf^Crit ®Ififb^r ber tnnerl^alfF 
b(t jtlamntertt befinbltc^en Xuabrucfe ^aben fämmtltcit) bte Sorm 

(f)(;)' 

utib {mar t(l ber Untetfc^teb p-^t füc.alte (SIteber ettfe^ nnb beffelbin 
2fuebru(f ed bf m 3eiger U9 außerhalb ber Jt(ommern fle^enben Sactore 

ZUttn a tfl / mm ntM flatt ber ^i^mbol^ ^) ^ \^ Sie ene^ 

/p\ /n\ _^ P (P—Otp— ») ' * > f (g— »:+?) ^ n (n— i)(n— g) . . . (n— p-f i) 
\'/ VP/ i.a . 3 r *i.a . 3;..., p * 



©er Sanier p (p — i) (p — a) . . . . (p— t + 1) M erfleri »rud^» 
i|l eiti $$actor beft mennerd i • s ; 3 • « • ; p be0 {metten ; folglid^ ^at man 
liäc^ ^e^övxQtt Stebuctton ^ 

/p\/n\ _, n(ri-^J)(n->-al . . , . ■ fn^p-f-Q 
\'/\P/ 1 . a . 3 . . • r . 1 • s . 3 . • • (p— r) 

n (n—i)(n~g) . . . (n— p+r^-i). (n— p^-r) . . . ..(n— p*f i) 

1.1 • 3 (p — r) i 4 • : • * i • r 

bi |f. el ifl 

äiimmt man auf biefe Sranaformaticn SH&S^dft, fa Mpt ftc^ itt 
dlet(^uDg<i6) auc^ fo barfieQeii: 

i7* 
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a. =«.[. - c) + c) - (5) + '+ <-)-(y] 

+»-C)[-(°T-)+("r)-(T)+-+<-'-(r:)] 
+".G)[-(v)+ ("rHV)+-+<-"--«] 

+'-ß)[-(°T')+("T')-CT')+-+<-)-ö] 

+ «■-■'üi'.) [■'-("- T+'ä ' 

2)urc^ ^erglei^utig ber Soefftcienten von x' in betben S^ei(ea 
Ut tDentifc^cn ©lei^uiig (i +x)"^' (i + x) = (i +x)«' , ober au(^ 
burc^ unmittelbare fif^ex^iiung/ ergibt fic^ o^n^ @c^i9tertgfeit . 

('7') +(;=:)= ö- 
■ -(?)+ (•.)■=(:) -CT") -CT") 

• -0 + -© = -(?) + ("T') = -CT') 

tt. f. w*;. 
ba^er aOgemein 

» - C) + C) - (3) + • ^ • + <-»)"(«) = <-)■ (■»')• 

^d[freibt man nun ^ier päd) unb nac^ n — 1/ n — s^ n— 3, ic* 
flatt n , unb m — 1 / m — 3 / m — 3 , ic. jiatt m / fö f aim man bew 
obigen 2(udbru(f e fiit u. folgenbe ©eflalt geben : 

+ (-')— (JL.)("7'") -— + (^ •)-(;:) -} 

Sie nunterifc^M SBtrt^e be« ©itebec biefec ^«mti ^a^n ^>' 

("-^.'it") «■' 
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e« lil äbtt 

(n\/n— (r4-i)\ _ n(n— i)(n^a)...(n«"r-f i) (n»-r>-^i)(n— r— a)...(a-m) 
r/V m— r / i.a . 3.... r * i .. a (m-r) 

m(in — !)••.. (m — r-f-i) i. n (n — i)....(n — m) 



1 • 2 



= («).-J_.!liI 

\r/ n — r l . 



r n — r i . a . 
n (n — I ) (n — m) 



m 



m 



X)er le^te Factor ifl von r unat^dngtg/ folgttc^ ein gemetnfc^aft' 
Itd^er Sacfor ber ©lieber bea 2fudbrticfe6 für u^ • ®onbert man ben« 
felben von biefen ©liebem ah, unb fcf)retbt man {ugleic^ bie ganjeSor-; 
mel in ©erfe^rter Orbnung , fo ^at man 

(,o) ^ _ ° (" - o > > > (n^m) r ^m (T) ""■-' , (T) "— 

" 1 . a .... in Ln — m n — (m — i) * n — (m— a) 



^~" ZC • • • ™T" 



Se^t man ^tec j. 93. ins=;4/ fo finbet man für ba6 aOgemeine 
®(teb einer arit^mettfc^en ^ei^e Uo / Us/ ^if «s/ ^c. be6 merten Stan« 
ged ben 2Iuabrucf 

I . a • 3 . 4 - Ln — 4 ^ — 3~n — a n — inj* 

Sie @ummenforme( einer artt^metifc^en Steil^e i>om m^^i* SKaitge 
t(l ba9 aQgemeine ©Heb einer artt^mettfd^en Steige oom (m-j-iV^" 
Stange / we(4)e bie SluKe jum 2(nfangdg(tebe unb bit gegebene Steige 
iur erften :Differenirei^e ^at d^ ifl ba^rr uberflilfTig t^on ber ^m« 
tntrung ber arit^metif(^n Steigen befonbere ju ff rechen* 
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über bie 2>ifferen5en ber guncfionen. 




knn man iix etn^r Function a einer ober aud) mehreren ber 
t^r jum ©runbe (tegenben 9erdnber(ici)en ©refen/ flatt ber benfelbcn 
urfprnngltc^ angemiefenen Sert^e/ viad) unb nac^ aubcre Sert^e bti^ 
legt / ipo^qrc^ biefe Function aud i^reni anfänglichen 3nßante v in 

«1/ »2/ us^ »4/ üb(;rge^ts fo Reißen ^ie 2(nfpngfg(ieber b» 

Ott^ ber ^auptrei^e 



• • 



^f «1/ «2/ «3^ »4/ • 

f^ervorge^enben £)ifferei;jrei^en oorjugdmeife bie 2) iffe renken ber 
Sunctton u^ unb iverben nac^ i^rer S^Ige bt^rc^ bie Benennungen: 
erfie/ {iDeite/ britte ^Differenj u. f. w. oon einanber unterfc^ieben. 

95eiie^t ft4 bie Snnetion u bfofi auf eine oeränbedic^e @ro^e i, 
welche nac^ unb noc^ ki^ti, ^n xs/ X4/ • « • • oermanbelt m^\ iß 
ndmlic^ u=/(x), olfo 

fp (Inb bie £)i{ferenjen Au/ a^u/ A^u/ • • • . ©rSpen^ über beten 
etgentiid^e 93ebeutung nie ein Streifet obmalten fann. 

2(nberi$ ver^dft f!c^ aber bie ^ac^e^ ipenn ber Function m^^ 
rere pon einanber unabhängige perdnbcrlic^e ©roj^en %, j, z, . . • 
iuge^6rem ^ier taxyn ein^'^/ ober ed fönnen mehrere biefec @ro$en 
anbere SBert^e ersten. 3n biefer ^inf(d)t untcrfd^eibe^t man bie jpor» 
li eilen Z)tfferenjen ber Function a pon ben totaleit X)iiferenien 
berfelben. !Z)ie erfteren ftnben @tatt / tpenn bloß eine beflimmte ber 
in ber guitcdon u porfommenben perdnberlic^en ©ripen x, j, z, . ../ 
i« K. hlof X allein/ anbere SBert^e annimmt/ tpd^renb bie übrigen/ 
}• S3. 7/ z/ • • ./ ti^re porigen SBert^e beibehalten; bfe (enteren ^in« 
gegen ge^en an6 ber ^nberung aller ber Function u gum ©runbe Ke« 
genben perdnberlic^en ©rqßen x, j, z, , , . ^erpor. 99?an fonnte; 
tpenn ed not^ig wate, aucf^ pon folc^en partiellen IDifferengen fprecden^ 
tpelc^e burc^ bie g(eicl)jeitige anberung b(oß einiger ber einer Function 
ange^orenben perdnberlic^en ©rdßen erzeugt werben ; aOein ee »irb 
fic^ un6 feine ©elegen^eit barbteteu/ bapon ©ebrauc^ (u macben. 2)a^ 
£ei4ien A o^ne iOeifa^ foU immer bie totaU S^ifferen} einer %unctm 
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anbeufeti; nin bie }fattieat 2)(ffereni etnir Function vorjuff eDen ^ xooU 
len mt ba^ S^ic^en ber gednb«rttn ®rdf e unter bad X)j{ferenijeic^en A 
(((rfiben. ^d tfi alfo A a bte rotole / iinb A u bte auf bte ifuberung 

von X ftcf) bejie^enbe partielle !^ifferenj oon n. 

93etrad;ten wir erfKid) bloß Functionen einer uerdnberlicf^en @r6pe. 
Sie SBert^e x/ x^ / x,/ x,/ « . .;. . ivetc^e tU 93erdnbertid)e x in 
einer gnnction u=/(x) ereilt, jletlen für jlcf) eine Steige bar, nnb 
wanlaJTen eigene 2)tfferenirei^en. Z)ie 2(nfang6glieber biefer 2)iffe' 
renitei^en Reißen auf biefelbe SSeife nac() ber Crbnung bie erfle, iw^iU, 
britfe £)ifferenj u. f. n>. ber verdnberfid^en ®rö$e x. 

Sd {fl ben Srgebnifen ber ad)t unb breifigflen Q3orIefung {ufolge 

X, s=i X + Ax, 

x» e=3 X + flAx + Ä*x s=3 (x + Ax) 4- (Ax+A»x), 

x, 8=3 X 4- 3Ax 4-8 A*x + A»x 

«=s (x^Ax) 4- ä(Ax+ A*x) + (A»x-f-A«x) 

tr. f. m. ; e6 entfielt a(fo x, aud x / wenn x in x -(- Ax übergebt ; x^ 
andx,/ wenn xin x-^-Ax unb jugtetc^ Ax in Ax-f-A^x; eben fo 
X3 aua X2, wenn x in x-f- Ax; Ax tn Ax-f-A^x/ A^x in A^x-f A^x 
9er»anbett wirb / u. f. w. 

Sa nttn nadif ber oben gewd^ften {Sejeic^nung unb nai) ben 
S^metti ber erwd^nten Siorlefung 

u. f. w. ifl , fo fann man auc^ jebeö folgenbe ®tieb ber Steige 

u/ Aa, A^ü/ A^u/ 

cni bem uor^erge^enben ableiten / wenn man in bem le^teren ®(iebe 
überaUx-f Ax flatt x, Ax+A'x ftatt Ax, A^x + A»x flatt A»x 
u. f. w. fe^t / unb biefed ®iieb oon bem burc^ biefe ®ubßitutidnen er« 
^a(tenen 9tefu(tate fubtra^irt. 

Offenbar fommen in A'u = A' «/(x) feine ^o^eren IDifferenten 
i9on X, ald ^ie r<e^ ^x. 3ft nun, in fo fern 9 ala Sunctionöjeic^en 
flebrauc^t wirb , 

A'u = 9'(x, Ax, A^x, . • • « A'x), 

fo ftnbet man alfo: 

(ao) A'+«UÄy(x+Ax, Ax+A^x, A*x-f-A'x, ... A'x + A'+'x) 

— 9(x, Ax, A«x, .... A*x). 
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^iebtxtd) toiti. He SBere^nung ber ^o^eren 2>ifl«renien emet 
Function mit einer \>etänUtlii)en (Bro^e / (Uif bte iSerec^tittng ber eti 
flen Sffferenj einer Function mit mehreren ;)erdnberlic&en (Sro^n re« 
bucirt/ benn hie ®roßen x, Ax/ AVx, A^x;; ic. oer^alten ßc^ ^iec 
mie oon einanber inbe))enbente oeranberlic^e ©roßen/ beren Z)i{ferenjeii 
Ax, A*x, A^x, A*x, :c- fJnb. 

ffl?an fann A^ x = A^ x s= A^x = k. == o annehmen. 3n bie-- 
femSaOe bilben bieSBert^e x/ x^^ x«/ X3; .... ber i>eränbec%n 
®r0pe X eine arit^metifc^e ^rogreffion 

X, x + A;c/ x-j-sAx/ x + 3Ax, . • ...... 

unb man ^at bei ber 2(bleitung opn A'+^/C«) auö A'/(x).Mp| x oK 
t^erdnberlid^ / hingegen Ax al6 conflant ju be^onbeln/ wobnrc^bie 
9ted|;nnng fletd bloß eine perdnberlictie ©roße betrifft. 

X>ie SBerec{)nung ber*tota(en 2)iferen$eti ber Functionen mehrerer 
i>erdnber(i(^en ©rößen (dßt ftd^ auf jene ber partieUen ibifferenien p 
rücffu^ren. 

(S6 fep u eine Sunction (weier oerdnberlic^er (Srößen x nnbjr 
ndmlid^ 

9)?cn erl^dlt/ wenn man x, = x -4* Ax flatt x;> unb glei^jeitifl 
y, t= y + Ay flatt y fe^t, offenbar benfelben gednberten SBert^ wn 
Uf mefc^er fic^ ergibt/ menh man juerfi x in x -f Ax, unb ^erno^ 
y in y -f- Ay übergeben laßt* Xütd) hie 2(nberung oon x oerioanbdt 
fid^'u in u 4- Au, unb biefe ©roge wirb burc^ bie Änberuiig oon y 

in u + A " + A (u + A u) oerwanbelt. ©a aber offenbar jebe 2(n» 

berung eined ©anjen ber algebraifcben ®umme ber Änberungen ffiiwr 
Steife ^eid) fepn muß , fo ^at man 

A (u -|- An) = Au -{- ^^u/ 
7 « y 7 « 

iptebnrc^ ergibt tlic^ für ben SSBert^ ; loelc^en bie Sonction bei 

ber gleicbjeitigen ?lnberung oon x unb y annimmt, ber 2(udbrutf 

u 4- Au -f Au 4- AAu/ 

X. y y X 

unb fomit ijl bie totafe S)iffereni oon u fetbjl/ ndnilic^ 

(31) Au = Au-{-Au4-AAu. 

« y y « 
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S^itUmcM clettjuerily fti y-l'Äy/ unb bann x in x^üx 
üMge^en lüfftn, fp ^ätuman 

,' * .4 - .. . i 

gefunben, »oraud erhellet, baß 

(23) ' AAa = AAu ' 

iß. ülimmt man alfo t>oa einer Function ^intt^ eiitmtber itoei pattiß^ 
2)tferen|en / bte eine in 93ejug auf bte oerdnberltdl^e ©ri^e x , hu an* 
bere in S3eiU9 auf bte i^erdnberltc^e ®to$e y , fo fgetangt man fiet6.}ti 
bemfrlben 9tefuttate/ in welker Orbnung nxan auc^ immer biefe {i»ei 
Operationen auf einanber folgen Idßf. 

;&er Jtürje loegen pflegt man bte (Sroße A Au ale eine itoeite^Dif? 

-• , X y 

ferenj oon a ju betrachten/ unb burc^ hc^^ Beteten A^.a ooriufleQem ' 

«/y 

2fu$ bem l^ier ©efdgten folgt fogbic^^ baß fiir tim Function u 
breier «eränberlt^er ®rdßen x, j, z 

AAA« =s AAAa = AAAa ss AAAti e=3 AAAuss AAA« 
«y« ««y y»* y»» «xy »y* 

fei^nmuf. 2>tCiit AAAo mirb A^u gef4irieben. ä^nli^e ®c^(iitT^ 

»y « «/y/« 

gelten für Snnetionen mehrerer i^eränberltc^er ©riß etu 

Unterfucf)en mir nun bie totoXt Sifferenj einer Function n breier 

veranberKc^er ©roßen x, j, z. 2)urd^ gleichseitige 93eränberttng oon 

X unb 7 ge^t/ bem pben $5emiefeneh {ufolge/ o in 

n ^ Att -|- Aa -|- A^a 

über. @e|t man noc^ z-^-dz flatt z/ fo ntmmt a ben SBert^ 

tt -}- Att 4- Au "1- A'u 4- A [a 4- Au-f- Au 4- A^u] an. 
« y «/y • » y «#y 

2((Iein ed ifi and bem obett angeführten ©runbe 
A[u.^ Au + Att+.A»u] = Au4- A*u+ A*a + A»u;' 

» « y «/y » x^« y, « x,y,x 

bo^er mirb o/ inbem man gletc^jeitig x4-^x ßi^tt x, 7-|"^7 ^^^^ 7/ 
ttnbz-f*Az (laUz fe^t/ in 

u -{- A u 4- A a 4-^^ a -|* A^ u -f* A^.u -)* A^ u 4- ^' <s 

X y s X, y X, ■ y, ■ «, y/ « 

uttigemanbelt/ moraue ber JGBert^ ber totalen Differenj oon «/ ndmlic^ 
(23) Aaes Aa 4^ Aa 4- Au 4- A^u 4. A^a 4- A^u + A^u 

» y » x/y X,» y, ■ *,j,% 

fol^t. 
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SWan wirb in biefem ÄnSbrucfe Teiche bo« in ber Bflburtg ber tc-- 
talen 3)tfferen{ einer Function beliebig Dieter i^eränberlid^er ®rjgen 
|^errf4)enbe ®efe( n^a^rne^raen. 

Die ^ier gefunbenen Untht&dt laff^n ft* fe^r einfach fpmboKfdS^ 
barfteUen. (Sd ifl nämlid^ fiir eine gun^tion u i)veier oeranber(i<^er 
©ri^en x/ ^: 
(«4) Au«. [(i+A)(t+A)-i]u; 

ftt( eine SunctioD u breier oerdnberlic^ier ©rößen x, j, zi 
(««)- Au« [(i+A)(i + A)(i+A)-i]tt 

X y t. 

«• f. »./ 

wenn man bie D!)?HUipIicationdregeIn für .^otenj^n mit einer in bie 2(u« 
gen faQenben SRobiftcation auf bie ICifferenüeic^en übertragt. 

Da bie jiveite Z)ifferenj A^ u aud ber erften A n ^ ferner bie briüe 
A'u au^ ber jweiun A^u/ unb aUgemein bie r<« Differenz A^n ou5 
ber (r — i)<<n A'-'u entfielt/ wenn man Au an bie®(eOe tom n tre« 
ten Id^t / fo ^at man , in fo fern j« SB. u «on brei oerdnberli(^tt &ti» 
fen z/ 7/ z abfangt/ bie fpmbolifc^en S^rmefn: 

(26) A»u s= [(i-|-Ä)(i+A)(i+A)— i]»u 
A^u= [0+^)0 +A)(i+A)^,pu 

II. f. m.$ 
unb angemein A'u c= [(i+A) (i + A) (i+A) ~ i]» u, welche 

StefuUate fic^ (eic^t auf Functionen mehrerer i^erdnberlic^er Orofen 
au6be^nen Taffen. 

Um biefe Sormeln auf befonbere SoQe aniuwenben / fey erfUtc^ 

^ier ifl Au = (x + Ax))r — xy = 7 A x, unb au0 bemfel« 

>> 

ben ®runbe Au s=s xAy* unb A^u s=s Ax • A7 / folglid^ 

(27) A(x7) est 7AX + '^A7 -(- AXA7. 

2(uf biefelbe 2(rt ftnbet man für u &= X7Z 

(a8) A(x7b) =s * 

«s ysAx 4- X8A7 + '7^' + zAx A7 4. 7 AxAz 4. xA| Ass 4- AxAy As 

II« f. W. 
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9B(r ^obeti^tet/ tnbem n^ict^on einer 'Function mehrerer uerdiu 
berltd^ev @r5fen x/ j/. 2,.. « . f))rac^en/. bi>fe^93eranbcr(j4ien at)$ 
i»on einanber gatiilidl^ unabhängig betrachtet*/ fo/ baf bie 2(nbenmg ei« 
ner bcrfelben auf bie ilbrigen ©röpen feinen Sinffu^ ausübt/ alfo bie 
2)ifferenien i^x/ Ay^ Az/ . • • • nac^ Kelieben angenommen iver? 
ben fonnem ftBdre aber 7 eine Function DOn x/ fo nMlrbe. ^7 burc^ 
Ax beflimmt/ unb ^orte fomit auf wiütAtUd) ju fepm Sa iebod) bie 
2(nberung einer Suncttpn ia€ Stefultdt ber ^nberungen t^rer oerdnber« 
lict^en 93e{lanbt^cite ifl/ fo fann bie 35tlbmigaioetfe ber 2)iffefen) einer 
Function oon x unb 7 <i\x$ x/ 7/ Ax^ Ay oon jener nic^t oerfdl^teben 
fepu/ meiere @tatt ftnben loürbe/ wenn {tt>ifcf)en x unb 7 gar feine 
S3erbinbung befiünbe* Sin ^(eic^ed gilt/ toenn bie ber Function junt 
@runbe (iegenben DeränberÜc^en @r6^en k/ j, z} . * . . Functionen 
getoijfer anderer ooneitfahber inbepenbenter Tropen v/ w/: • • fpnb« 
Sd fottn^n Uianad) bie obigen jur Serec^iiung ber iSifferenjen oon 
gunrcttonen «teurerer oetänber(t<i^er ©rf^en aufgefiedten Sottnein felbft 
bei ber (Sntwicfelung ber X)t{fereni einer s^unction mit einer 93er4nber^ 
lid^en SRu^en oerfc^affen/ loenn man ein^Ine JBeflanbt^eile biefergune^ 
tiou / fte mögen burc^ 2(bbiti9n ober burc^ 9}?uIti))(ication in biefelb^ 
9erfIodS)ten fepn / wie abgefonberte oerdnbertic^e ©röpen be^anbelt. 

SBir looOen {um fßefc^Inffe unferer Siorfefung nod) bit 2)ifferen« 
Jen einiger ^duftg oorfommenber einfacher Functionen einer oerdnber« 
liefen ®r5pe nac^ ber au« bem ^Begriffe einer £)i{fereni 0^ ergebenben 
gormel 

A/(x)=:/(x+Ax)-/(x) 

auffuc^en. Se tft ^ 

(29) A . X« =5 (x + Ax)« — x» *)/ 

alfo/ wenn ber Sjrponent m eine ganje ))ofitioe [3<k$I oorfleDt: 

(3o) A . X» aas mx"»-> Ax + "'^'°^ ^x""« Ax» + + ^*"'* 



*) Da ^ in Ax fein Factor ffl, fonbern Ax aH tin (eronberee G^m^of tU 
ner ®röge befragtet »erben mug, fo (eigt Ai« bie mU 9o(enj »on Ax 

' an , unb ifl mit (^ x)« gfeic^bebeutenb. Um bo^er bie Diferenj ber mttit 

.^otenj »on X au^jubtücf en , fc^reibt man A(in), ober KSner A.x«. 

@in Vunct nacb bem Z)ijferen)en$ei4en ä foQ ühttpaupt barauf aufmerf* 

fam ma(ben , bag {icb biefeS 3<i4^n auf alle unmittelbar barauf folgenben 

burc^ ^uUipUcarion mit einanber »erbunbenen Srigen bejic^t. 
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S3ei UtUlhtn KtUntunA von m tfl 

l 1 d • xm 



(30 ' A . X—"» = ^ 

^ ^ (x-f-Ax)*» x« x»»«(x+Ax)« 

3etgt a eine unoerdnberlic^e ®rope an / fo tji 

(3a) A . a^ = a^ + ^^ — a* = a^ (a^^ — i). 

Serner filmet man für jebe« ®9fi«m 

(33) A . to^.x= Zog^.(x^4!?) ~ ^^fft^ ^ ^^^* -"^ - =3 %• ( ^ + 7/ 
* eine le\d)te SÄec^nung gfbt 

(34) A sin. X = jm. (x -|- Ax) *-- «/i. x = 2 sin^ f Ax cd*, (x-j-j Ax) 
A CO*. X s=5 CO«, (x -J- Ax) — CO*. X =5 — 2*m.^ Ax f i/i»(x -f- ^ Ax). 

9?tmmt man bte auf einanber fofgenben Sijfecenien einer jgaoien 
rationalen ^uncttpti ^e( oeranberlidS^en ©rope i^f nämlic^ 
u = Ao + Ajx + A^x» + A,x» + . , . ,4- A.-» x-»-» + A,x-, 

in fo fern man A x aU conflant be^anbvtt f fo ftnbet man , >A Wef< 
Function pom m^^n ®rabf iftf 

A»"a =^'1 . 3 • 3 . '. . . m. Am. Ax"»' 
«nb A"+»tt = A«+»a BS3 A"*+*u 8SS tc. = o. 
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ein utt» »terjiäfld SSörfcfun^. 

« . * ' " ■ ' * 

Vihzt bie (Summen ber $ii,»cttonem 



■ iji. 



^UJ{r ^aben (ia^ je^t bte Suncttoneti ald gegebene / unb t$re 
2)tfferenien ald ju fucf)en^e ©roßen befrad^tet; tndn fann aberauc^ 
umg'efe^rt V iben« bt^ Sijferenj einer guncttbn %^^tU)x tfl/ bte ?luffin» 
tung bet Function fefbft jiim ®egenf}(^nDe einer 2(ufgabe nia^eti. ' 

pxt f$unc(ton/ aua )t)e(d^er eine gegebene X)ifferen{ entfprfhgt/ 
^et^t bie '^ u m m e biefer S^ifferenj/ »nb ipirDWcf^ badberfelben vorge« 
fefte S^ic^eti 2 angebentn. .Diefem gemiS^/ fiellt -2/(y) eine gunc- 
tioit ijon 1 Dor/ beren Sifferenj =/(x) iR* 

6a gibt ©rogen / beren Bifferenjen gleid^ Jrtull jtnb* ^Dergleichen 
finb ej^lic^ bie befldnbigen ©ropen/ weld)e i^rer Natur nac^ jebe 93er» 
änberung/ olfo anij bie ISifferenj auafd)(ie0en. Mein ea taffen fic^ 
überbie^ nocf; unjd^^ige gnnctipnen auafiiibig rnact)en/ beren Z)ifferehs 
Jen bei jebem Sert^e ber Derdnberlic^en ©r6ßen verrcf)n)inben. S^ol^e 

giinetionen ftnb sin."^, cos.^^f yAx — xÄy u. b. gL/ welche 

offenbar benfelben SBert^ biibe^alten / iventi x tn x-f-Ax, j in 7+ ^7 
übergebt/ unb überhaupt alle Functionen/ iveld^e mon aua beriet ©rö- 
pen tote tmnter {ufatnmenfe^t^ 

^inb nun }fiid Functionen bloß um eine ®r6ßc ))on etnanbet 
unterfc^ieben/ auf beren Sßert^ bie vorgenommene Umtoanblung ber 
oerdnberlic^en ©roßen x,y, /.* tn x-j-Ax/y + ^y/**** ^^^' 
»en Sinfluß auaubt/ fo faden bie £)ifferen;en biefer Functionen genau, 
gleich ^VL^. ^ieraua folgt; H^ ber Stiicffc^Iuß oon ber £)tffereiii auf 
tu ®umme iitimer \>^^ ©e^^rdge ber Unbetlimmt^eit.an fic^ tragt/ unb 
hiatt aua ber erjleren nur jenen £^eil ber le^teren mit ©ett^iß^eit anju- 
geben vermag/ weldjer bei ben mit ben t^erdnberltc^en ©roßen oorge- 
nommejien ^nberungen gletcfifana eine änberung erleibet. ^di man 
btefen oeranberlicben S^eil ber ®umme beflimmt/ fo )oirb man t^m/ 
um bie Summe ber oorgelegten Differeng tiollfldnbtg {u erhalten/ no(^ 
eine unbefiimmte FtiticttOn t>on ber oben envd^nten Sefcf^afen^ett ju- 
fe^en/ beren Statur ben befonb^ren tlmfldnben ber )n (ofenben 2(ufgabe 
gemdf / audiumitteln ift« 

Srt^eilt man ben oerdnberItc||en ©roßen/ ivd^renb man bie ge« 
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f unbene (Summe jn ben Bweien Un^t , wegen tueld^er fte Qt\n6)t 
tourbe/ Kop fold^e SBert^e^ tn-fBepg auf wtl^e bie tn bec &nmmt 
entgoltene unbeflimtote ^roße fletö benfelben 9Bert^ betbef^dlt; fo fann 
man btefe tSr5ße M eine beftänbt^e bl^troc^ten. i^te ibirb QCWi^nUdf 
bie n^tltf tirltct)e Sonflante genannt; unb burc^ bie Splbe Cbiuf. 
bejetc^nft. Sil affa j. ^. AF(x) =/(x), fo i^ unter ber angegebe* 
neu SÖefc^rdnfunä tni llUgemeinen -2/(x) t= J(x) + ConsL ^Diefe 
€on{lonte wirb beflimmt/ Wenn man beh fGBert^ f ennt / weld^en bie 
^umme i^/(x) für trgenb einen SBert^ ber Derdnberlic^eti z er^äft« 
aßtrb j. 9?. fiU x==a/ i/(x)=b, fo ^at man b=F(a)-f Conti./ 
alfo Const. c=b — F(st), unb baj^er ^/(x) = P(x) — f (a) -f b* 

. SBtr wollen nun bie Gummen einiger ber einfac^ften ^uncttoiien 
feHhen lernen/ ünb {it biefem Snbe ttiit ben Functionen einer Deränber^ 
liefen ®roße ben'j(nfang machen. £»er unbe|!immte ^^etl jebeir Summe 
foU ßetd ata eine (£on{}ante betra^tet^ werben. 

%ei ber 2(uffu4uhg ber Gummen ift %ie 93emerfung nti^tic^/ bdf 
bie (Summe einer aua mehreren t^eiten bejle^enben ^unctioti erbatten 
wirb/ wenn man bie (Summen ber einjelncn t^eile ind)t, unb btefer« 
ben abbirt. 2lucb überjeugt man ftcl^ tetc^t / bc^$ ein beftdnbtger j^actot 
einer Function ein Factor i^tet ®umme feijn muf. 

Cd t|i bem begriffe einer @umme gend^ 

JS'Ax fc±s X 4* Cofisti 
i>a aber Ax i^on x ni^t abfangt/ fo fiiin Utah, in fo fetn ittdn 
blop X ate DerdtiberUd^ anfleht; Ax:si flatt^Ax fc^reiben. 2)emnac^ tfl 

Ax ~ Ax ' 

ober/ wenn man / toa9 offenbar erlaubt tfl; Cörui. ^att ~ — fe^t: 

^1 = 44^ 4- Consi* 

• Ax • 

4)tebnrd(i tjt man im ® tanbe/ bie ®umme iebet beßdnbtgeti <3rof e 
A anzugeben. 9Ran ^at ndmlic^ 

(35) -S'A « A-^.i = j^ + Cönst. 
gemer i(l A» x* s=ÄxAx-i- Ax», folglich 

(36) ^x = ^ - ^+ Con^e. 



all 



(37) ^'^* = ^-r + T^ + '^''"**- 

u« f. xo. ; welche gfornteln wit jebo<^ / bä fie un^ ju einer l^efonberen 
QSorlefung Stoff barbieten / l^ier nic^t weiter perfpfgen woDen. 

ffiir^oben in ber oor^erge^enben ^rlefitng A . a* =a* (a^^ — i) 

gefuttben. JJteraua folgt a* ä (a^*— i) -S^a^ *)/ alfa 



a* 



(38) ^a» = --T — — + Cb/i*i. 

a^* — 1 

2fu« 6er ©letc^ung A log. x = Zog. ^i + —^ et^dlt tuan 

(D;an fonn jebe befldnbtge ®ti$t atö beft Cogaritltnue einet an» 
beten Conflanten in jebem beliebigen Spfieme betrachten, ^e^t man 
ba^er in ber Ie|teren' Gleichung log^ C flatt Const, fo ^dt ntan 

(39) -^ log. ^1 + li) « tog. Cx. 

Sie Sormeln 

A w/u X SÄ d «M. { Ax • COS. (x + fA*) 
A(?05.x SÄ — a5i/i«^Ax • «m. (x -|- 7 Ax) 



geben 



' C05. X 



^ «n. (x 4- ^ Ax) «B -*- ■ .'\ '' ' + Cojw«. 
^ ■ ■ ' a sin. - A X ' 



* 

Jl/l. X 



3f + ^ Ax) = — : — -7- + LQTUtrf 

ob«/ wenn man/ »«« $iet ojfenBat erlantt i|i/ x-^v*'' PäW« 
(40) ^ ,m,x =« - c^..(«-|A.) ^^^^ 

^^ -^ a 51/1. - A X • 

a 

ji/i. (x — 7 A x) j ^ . 
(ht) Scos.X =s ' r^Tir — + ^<""** 



• 



♦) SBep ben (gurtimen besiegt man bie (Srppheiitch imtner auf We ©r6Jm 
unter Um 6itmmelijei<$Äi , bajer ifl 2 a« einerlei mit i(a«)/ nl*t ober 
mit (Sa)«. 
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t^it &nnmtn bet ^unetionen Iaff(ett fi^ Ui ber ^itmtnlninfl Ut 

dtei^ett mit ^ort^eil oemenbem 

Sa tfl ^/(x) eine Function ber SJeranberlicfien x ; beren £)ife< 
ten^iti Scjug auf biefe 93erdnberlt<^e &=:/(x) iß/ ba^et rauß 

(4a) J2-/(r + Ax) — -2/(x) =/(x), folglich 

(4*) JS-zCx+Ax) =/(x) + ;2/(x) fepn. 

^e^t man in biefer (SUidfutiQ x-r-Ax flatt x/ fo ergibt fiij 

-^/Cx) =/(x— Ax) + ;2/(x— Ax), 

n^oraud auf btefelbe litt 

-^/(x— Ax) c=:/(x — 2Ax) + -2'/(x— aAx) 
^/(x— 3Ax)=/(x — 3Ax) + -^y(x— 3Ax) ' 

n. f. ». 

folgt« ^ubflitutrt man flatt ber Summen bie gIet(^geTtenben Hn^ 
brncf e / fo wirb 

(44) ^/(x) =/(< -. Ax) 4./(x ^ 2Ax) +/(r- 3ax) + 

+/(x — nAx) + -2-/(x — nAx). 

SBirb ^/(x).fo beilimml/ ba$ ^/(x— nAx) Derfc^winbet, UKii 
immer mit ^illfe ber wiÜtätUd)€t\ Sönflante gefc^e^en tann, fo ^ataan 

(45) -r/(x) «/(x- Ai) +/(x- 2Ax) +>(x — 3Ax) + 

-H/(x — nAx)/ 

welche ®Iei4|ung bie (Summe ber Kei^e 

/(x— Ax), /(x — 2Ax), /(x — 3Ax), . . . ./(x — nAx) 

barfleüt. 9}?an fann i^r nocf^ verfc^iebene anbere @e{}a(ten geben. 0e^t 
man j. %. s-f^nAx flatt x, unb fd^reibt man i^re ©lieber in oerfe^r« 
ter Orbnung/ fo wirb 

(46) :2-/(x + nAx)=/(x)+/(x + Ax)+/(x+^Ax) + 

+/[x + (n--i)Ax], 

wobei bie @umme :s'/(x4'nAx) fo ju beflimmen iß/ iü^ fiefoc 
11=0 oerfc^winbet/ bamit nämtic^ ^j(x)ss o werbe. 

Sin befonberer ^aü ber (enteren Sormel/ jener n4m(i(^/ v^tnn 
x=:i unb Axssi ifl/ ))erbient eine nähere 9}etrac^tung. Sann 
^at man 

(47) -2/(n+i) =/(i) +/(2) +/(3) + ...: +/(n), 

wobei -2r/(n-f i) fo bejlimmt werben mug/ baß -2/(1) = n^irt. 
2(ber /(n) fleUt tai allgemeine/ ober bemunbe(iimmten3eigernentfpr^ 
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d)tni€®Kei UUt Unthattn EK^t^e «ot/ ba^er tjl iS/(a'4-i) bie^tttn« 
menfotmel berfelben Steige. (So loie wir ^ter gefunben ^aben/ bo^ 
^/(n-f-i) füc n=o t)erfcf)tDiiibeR muß/ wenn bte ju fummtrenbe 
^art^tVbec Steige mit bem (Bliebe/ beffeu B^ig^t i t|l/ anheben foK/ 
eben fo lägt ftc^ aud^ leicht {eigen/ 4>aß ^/(n-f-i) für'nssk — i 
gletc^ SRutI werben muf/ menn babttrcb bie ®umme 

/W +/(k + t) +/(t + 2) + . • . . +/(n) 
au^jubrntf en . tfl; SRan vergteic^r l^iemit/ wa^ in b^r ititten ^orle« 
fung über biefen (Segenflanb gefogt würbe. 

(Sd fco j, 95. bfe geom^trifc^e ^roareffion 

a / a q / a q* / a a' / a q^ / . • • • a q"— ' . 

{n fummiren. 0epen wir /(n) « aq»->, fo ^aben wir 

/(n4-i)=aq» unb \;?/(n4- = * -^1" • 

S)ieSornteI (38) gibt/ wenn man bafelbjl n jlatt x, q f}qtt a/, 
unb bie Sin^eit-flatt Ax fe^t/ 

J2-q» es --1 k Const,f 

* q — I ' 

alfo ^/(n+ i) =3 .151 -|- ConsL 

:&a^/(n+ >) für naeioben fSert^ SRnO erj^aftett foD/ fo ^at 
man/ wenn man in biefer ©(eic^nng n oerfd^wtnben (äpt/ 

O = * ^ + ConsU / alfo Conti. «=s — 

q—i 1 q— i 

unb ;sr/(ti+.)=ll21^>/ 

wel(^e6 dtefultat mit ber befannten 0ummenforme( ber geometrifc^en 
^rogrejfion übereinßimmt. 

®oU bie ®umme einer Steige oon ®inuffen gefunben werben/ 
beren Sogen in artt^mettfc^er ^rogreffion fortf<^reiten / n4mlic^ 

fo faun man oon ber Sormel (46) @ebraucf^ machen. 0e|t man ^a» 
fe(bfl/(x)=«i/?.x/ fo wirb Ut ju fud^enbe 0umme burd^ ben 2(ua« 
brucf ^«m.(x4-nAx) angegeben/ wenn berfelbefilr n = o oerfcbwin« 
^et. 93erm5ge (40) ifl/ wenn man x-j-nAz {!att z fe^t/ 

w- . X • V coj. rx + (n — 7)Ax] , /, 
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S)a bw|V ©umnie für n=o »erj^winbeti foO/ fo ^t tnan 






a5t#t.i-Ax ' 



' . , , ^ ^ COS. (X — t A^) — <?o ^' [^ + (" — ^) ^ ^1 

_ 5i>»« -^ ri Ä x . 5I/I. [x + 7 ^'^ — ') ^ '3 

niil^e« SRffuftat mit ber Sormel (iio):i)er jwanjigfleii ^rlefuH^eiV 
nerlei tjl. . » • 

SBir tooDen nun bt> @umnt^ii ber emfoc^jlen SmtctiiMtirn (ipeifr 
»eränberlt^ier ©ro^en x unb j fennen lernen. 

Cd tfl A (x -l. 7) =5 A X + A 7 , f otglidS^ 

• • • . . 

-S'XÄx + A7) s= X 4- 7 4- ConsU 
^te^t man Ax unb A7 M befldnbtge ©rcfeh att/ fo fann man 
^(Ax4*^y) =^ (Ax + A7)-^i fe^en/'ba^cr ^at tnon 

X -4- y 

js*! = / ' ' Ta > "!" ^^'»^'-f.wnb für jebe bepanbige ®wpe A 

Ax-f-Ay • 

Serner ifl a(x*+7) ±=3 2xAx + ax» rf A7, folglich 

aAX^z 4- (Ast* + A7) -2^1 as x» +7 -j- Con«f4 

unb / ... . 

(48) i?x - «- + y-(y + ^y)^. ^ c^,,^ 

^ ' . . a A X • 

I 

}(uf btefe(i)e 2(rt ftnbet nton / von A (x-f y^) auagebenb/ 

2A7 . ' • 

Cegt man aber bte ©letc^ungen 
A(ife' + y) = 3x»Ax + 3xAx* 4- Ax5 + A7 

A(x»y) =s 2X7Ax + yAx» -j- x»A7 + axAxAy 4- ^^^^^ 

u. b. gt. 
(um (Srttnbe/ fö er^dK mah bte SEBert^e t)on J^t^/ ^X7 u^b. j(* 
ge ifl ferner A* . xjr === AXA7. tüümm matt beiberfeW bi> 

(S^umtit^n in Kejug auf x/ tnbeni man bte 93erinberltc||feit oon 7 oi^^ 
Ua^tiif^wai bur^ bad ^^tc^^" -^ augebeutet mvUn feD/ f^ 

^t man 

AxA7^i = A Xxy 4. Consti), 






tion 9on j ju fe^en/ bte »tr burd^ 9(7) anjetgen iv^Den/. utibfornU 
€lumititrl man nuii n*4 tit«(pj«g dtrfV> fo ergf^ fi^ • 

AxAj^M c=3 xj -^ fiff*''^ ^{*)/ * • 

tvpbeif (x) eine unbelttmmte Sunctton Don.x mij^eigt^ 

(49) ^ i = TtT7 + y (7) + f «/ 

»enn «an nämltc^ 9(7) unb ^(x) jlatt ^ ^ unb ^ fc^reibt/ 

ivaa iDegen ber Unoer^nberltd^fett Don Ax unb Ay, unb megen ber 
Unbeflimmt^ett ber burc^ 9 unb i angebeuteten Sunctionen erlaubt tfl. 
3(uf bfefelbe TM folgt aud 

A» . x»y s=s 3xAxA7 + Ax»Aj' 

»;y 

(«0) ^X«^^-^iijS«, -f.,(y) + ^(x) 

u. f f* 

(Enblid^ bemerfen tok no<^/ ba$ 

(5i) ;2/(x,y) «/(x — Ax,y— Ay) +/(x^aAx, y-aAy) 

+ /(x — 3ax/ y— 3Ay) + 

• .# ..+/(x — bAx; y— nAy) + -^/(x— hAx/ y — nAy) 

ttnb 

(5a) -2^/(x,y) s^/(x-Ax, y— Ay) + /<x— Ax, y — «Ay) 
"^ ,+/(x— Ax, y_3Ay)+-..+/(x~Ax, y — nAy) 

^J^f(x—Ax, y— nAy) 

+/(x— 2Ax, y— Ay) 4-/(x--«Ax, y — aAy) 
4-/(x— 2Ax; y— 3Ay) + .. .^f{x^aAx,y^vAy) 

+ -Z/(x— 2Ax, y— nAy) 

4-/(x— mAx, y — Ay) +/(x— -niAx, y — «Ay) 
+/(x^-mAx, y — 3Ay) + . . . +/(x— mAx, y — nAy) 

4-^/(x— mAx, y— n Ay) 

7 

+ -2^/(x — mAx, y— nAy) 

18 ♦ 



^ 
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tjt S>it elftere tiefet. Socmelo folgt an^ ber.GIei^^ung 

ttiibiie festere au6 

-2*/(x,y) — ^fix — AT,y) e= iS^/Cx-A x, y), 

tnbem man jebe tiefer Olei^ungen auf tte in tenfelben erfc^iinenbat 

Cuminrn fortwd^tent anmentet. 

IDte ©leic^ung (5a) bient jur @uitimttung ber So{)peIrei^n. 
Xaf bie Functionen breterunb niel^rereroerdnberlici)er ®rdf en ju j^n* 
ticken $&etrad)tungen ^eranlaffung geben f onnen / bebarf feiner Snn* 
iterung. 
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3wei nnt> »iersiöjle 5>orIefung. 

** ' ' 

Übet bie ^o|^eren Differenzen uttb über bie <Sunu 

mirung ber ^otenjen einer )^(ränberti((>en ®roJe 

mit ganjen po^iti^tn (&^ponenttn.. 



wd fep bie r^« Z)tffeteni ber ^ofenj i"> ju entmicfeln / meiin m 
eine gange pofttiveSabt bebeutet/ unb ^x äM* eonfiane betrorc^iet wirb. 
Siefelbe ifl baö erjle ®Cieb ber H<n 2)tfferenirei^e für bie ^auptrei^e 

X", (x-j-Ax)«, (x-J-aAx)"»/ (x+3Ax)"», . . . • (x-frAx)», .... 

folglich 

(53) Ar . xm z= (x+rAi)« - ([) [x+.(r— i) Ax]« + Q [x+(r-ti)AxJ« —....• 

+ ( — i)'»"*« 

dtxtxoideXt man bie ^otengen ber fi3tnome , unb nimmt man bie 
mit gfetc^namigen ^otenjen von x oerfe^enen ®(teber gufammen ^ fo 
ergibt fi<ö 

Ar . X. = [^, ^ (y) + Q - g) + , . . + (--0'] X- 

+ C' " (0 ^''"" ^ + 0^'-'^ "^ ß)(r-3)+...+(-i)' . o] (")^-— Ax 

+|]r»-(y)(r--«)H(y('-a)*---(3){«^)*+...+( -D'.o^J (r)*""' ^^' 

+ .. 

+ j^r«- (^)vr-i )« + (3)(r-i)'»— (3) (r-Sj- +...+(--1). . o-^ Ax- . • 

Da« erpe ©lieb biefe« »u^brurfed ijl mit (1 — i)' x« gleic^be^ 
bentenb/ unb be^^alb c=:o; benn 1* ili eine gange pofittoe oon o 9er^ 
fc^iebene 3a^(. Dad aagemeine (Slieb bejfelben aber ^at bie gorm 

— + (-!)'. ow](;;;)x»-.wAxw, 

unb fanti, ba bje ®r60e innerhalb ber Jtlammern offenbar baderfle 
®Iieb ber r^^n Differengreibe fiir bie Spauiftxti^t 

o^, iw, a"/ a^', . . . . (r— >)^/ (r— 1)^, r«'/ . . . . 
ijt/ burd^ 



• • • • 
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anQti>ciitet it^erben. 2(ud ber neun unb bret^tsflen 93orIefung tt^tM, 
baß A' (b^) ierr^winbef / fo longe w Heiner ift aW ry unb baf Wefe 
®r6g^ ffir wssr bcm^robwcte i . 2 . 3 .. . . (r— i) r gletd^ fomme. 
So ^anbelt ftd^ olfo nttYn^t^ um eine beülueme S07et^obf / tu Srrt^ 
»on A'(o't«), A'Xo'^t*)/ A'(o'+3)i . . . • {u bered^nen. fytffl 
bienen folgenb^ Betrachtungen. 

®ottbert man fn ber Sormel 

A»(pw) =; ^w _ Q (,;_,), + (5) (r-a)» _ g)(r-3)? + 

, + (— O'ow 

« 

ton ben^otenjen r^/ (r — 1)^, (r — 2)^/ (r — 3)^, • r • • !?'»« 
Sactor ab / um bad '{uge^ortge ©lieb toittll^ bamtt ju muItipKciren/ 
fp ergibt ft4): 

A'_(ow)=a 
s=r ^rw-. _(j)(r-i)w-. +(j)(r-a)w-'-(3)(«'-3)w^?+...-H-i)ro— J 

+ (') («-«)•- -r * (3 ('-»)?'- + 3 (l) ('■:3)''-f - • r • - (-i)!^' •"-' • 

(0 -^ '< *(0 =- «-CT')/ 3 6) =, r('7'), K. «nb aa«. 
in«B pj[pj| SB r^*"""*), bojw ^at man 

Ar (ow) = 

{r»— ([)(r-«)— « + (j)(i--«)w-. - g)(r.3)w-. +...+(_|).o— 
+ (P.,)w-. - ^r')(r..)w-. + ('-')(if.3)w-,-...._(_,)rof-. 

folfllic^ 

(64) A» ( o^^ = r [4' (o''->) 4- A^-» (o^""0]* 

2)tefe einfache ®Ieicf^ung mac^t eö möglich / bie Sert^e von 
A' (o^^) für aUe 2(bflufungen ber 3<k^I^n r unb w flufemveife {o W' 
red^neu/ unb in eine SabeUe iu(ammen ju fieRen^ wopon folitnM 
®(^ema ben Einfang enthält : 
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1»' 


0» 


o3 


0* 

1 


o^ 


o« 


A« 1 


1 


l 


1 


I 


1 


A» . 


a 


6 


»4 


3o 


6a 


A» 


o 


o 6 


36 


i5o 


640 


A« 1 o 


o 


o 


s4 


a/io 


i56o 


A* 1 o 


1 
o 


o 


o 


120 


1800 


A< 1 o 





o 








7SO 



u. f. w« 



u. f. m. 

3ebe Zayi in btefer SabeHe mtrb erl^alteit , mettn man bte \\)i in 
^orijontaUr Stid^tung uor^ergebenbe ju ber biefer leereren in oerttcaler 
9?((^tung uor^erge^cnben abbirt/ unb bie Summe mit bem ^txi^ix ber 
«^orijontal' Solumnl/ in tveI4)e bie ju fuc^enb^ 3<i^I fommen foD/ mub 
tiplicirt. ?(u$ bem unverdnberlic^en ©ange ber {He^nung/ bur(^ ive(4ie 
biefe Tabelle entfielt/ fönnte man au(^/ menn man ea nic^t bereite 
ivüfte/ folgern/ bap A' (o^^) für w>r gleidl^ 9?uD/ unb für wsar 
bem ^robucte i.2.3....(r— i)r gleid^ wirb, 

SSJir ^aben fomit 

(53) A» . xn. =: üt (or ) . j^\ x«-r Alt 4. Ar (0»+*) . L^^ l«-*-i Ax^fi 
, + A' (orf) . l^^ X»-«— A X'+« + .• 1- A» (o« ) . A X« . 

gür r = in gibt biefe gormel 
A«. x"» t= A'"(o'") • Ax"= 1 . 2 . 3 . • . (m — i)m . Ax"/ 
nnb fiir r > m , A' . x™ s=3 o / n^a6 wir bereit« fru Jt r gefunden 
l^aben. 

S)ie Saufen ^on ber ^orm A"" (o^) fommen bei anafptifc^en Un< 
terfucf)ungen ^duftg Dor/ unb leiilen babei mefentlic^^ 2>ienile. 3n en« 
ger 93erbinbung mit i^nen flehen bie 3al^Ien oon ber gorm A' (i^). 
Öffenbor i jl A' ( i ^ ) = A' ( o^ ) -f. A' + « ( o" ) ; aber oermog (54) 

hhxi mx A' (ow) 4- A'+' (ow) = ^''^'^''^'^ ; folglich 



(56) 



A'Ci») == 
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Säenbett wir ttnt nun ju bet SBefHmmung t>on Sx«. 
<£« ifl A . x"'+» =5 (x + Ax)'"Vi -*- X«-»«; folgltcfe/ tvwn m 
(ßine ganje pofitt^e ga^I uorfteHt : 

. . . . + •Axm+> . 

9?tmmt mon beiberfeüd bie Summen thSBejugöufbieoeronber* 
It^e ®roße x/ md^renb man Ax aU Bef}dnbtc| betrachtet/ fo ergibt pc( 

(57) Xm+I = ('"■f*) AX2X«« + (™+M AX^Sxml-l -|. (""I"*) AxS2im-.l+.... 

. . . . + Ax«n+«2i; 

unb wegen 

U. f- ». 



• • • « 



fD?tt ^utfe btefer (Sfeic^ung lagt ftc^ 2 x» beredE^nen / wenn iit 
' niebrigeren ©uramen 2 x«-» , 2 x«-« , 2 x«-« / . . . . bereite ge* 

f unben finb» SJun ijl 2 1 a= — + Const. , folglich erhalt moQ 

2 X e=3 — -— Ax2i t=3 -—— — - + Const 

9Ax a 2ilx a' 

ö A X 2 d 

X» X» , xAx , _ 

o A X a * 6 ' 

2 X* CS --— 4 ' U ConsU 

4 Ax a * 4 

2. X« X* , . X» A X X A x5 , ^ 

6 A X a * 3 60 * 

U. f. ». 

Da» teilbungdgefeb btefer Jludbrdcfe wirb erfic^tlic^ , wenn man 
in ber formet (58) nac^ unb nac^ m— i/ m — 2^ m — 3^..* 
ftatt in {(treibt/ unb bie ^iebUrc^ erhaltenen Jfudbrucfe fogleic^ in eUn 
bi^felbe ioxmtl fubflituirt. Um in biefea ©efc^dft Orbnung ju Irin- 
gen / fann man ftcf) ber (Slimtnation^met^obe burc^ unbeflimmte 9)te(« 
tipHcatoren bebienen. 



-j 
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Zet ®Ui^nni (67) ja Solge ifl nitnlidf 

(69) 0=1-+. -(°'+')ai2x«-('"+*)ax^2x«^. ^™+*)axSZx»-^ 

• • • • <iM Ax™+> 2 1« 

@e^t man ^ter aQgemem m — r fiatt m, wobei r fleiner gebac^t 
tvirb 0(6 m / fo ^at man 

= X— rf. - ("'-]'+') AxSx«-. ^ ("""".'"*■*) Ax»2x— r-« 
— ("*""3 + *)ax»2x»-»-» — — Ax— r+iSi| 

unb wenn man btefe ®(ei<^un$ mit l (p^,) Ax»-» multiflMxt, wegen 

-('t')-45W.)"-*-2'- — «• 

&e(t man ^iet nac^ unb nacb resi, 2/ 3/ 4^ • • • fo {lat 
man nebfl ber Sormel (58) nocfi bte ®(etcll;ungen 

o=:i(^)x-3Ax»~..., 

u. f. m. 

!0?an rauftiplictre btefe ©letc^ungen nac^ ber Steige mit ben bor 
ber^anb noc^ unbefltmmten 3a^Ien A^/ A^/ A^z A«, • • » • abbire 
fie fobann ju ber (äUidfun^ (58) / unb fe|e 



* • < t 



fr«t •- n^ V 
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(6.) . + (*) A, = o 

. + (}) A. + (4) A, + g) A, = o 

u. f. m. / unb aOgemein ' 

. + p) A. + (;;) A. + ß) A, + . . • + (rl.) Ar-» = ., 

fo ^at mau 

(6a) 2x* CS 

= ^'"'^' + A,x-1+ A, • -Y^) »--» 4x + A, . ! (") »»-AI» 
+ ^* ; I (3) ^™-' Ar» + ••.. + A^xAx— I. 

^feSBert^e bekr3<f^I^n A,^ A^/ A3 werben w^ beii ©letc^nn« 
gen (61)/ ba fte fdmmt(t(^ t^om erjien ®rabe flitb/ »nb jebe folgenbe 
mir eine unbefanpte ©rof e nie^c ent^dU ata bte ndc^flpor^erge^enbe/ 
leicht berechnet. Solgenbe 93etrac^tnngen »erben babet btenltc^ fepn. 

9)?an be^anble bte ®Ieid)ungen (61) mt^bie ^lieber einer S^et^e/ 
beren Sifferenirel^en ju fucf)en (inb/ fo werben jur fBlIbung ber w««« 
IDifferen} für 

' + (') A, + (;)a, + g) a, + . . . + (^ j:,) A,_. = „ 

bie nacf)f}en w barmtf folgenben ©(eic^nngen / mooon 

. + et") A. + et") ^» + et") A, + . . . . + (;±r) Ar-. 

+ (^tl *' + + (4t-.) *'*- - <» 

■ 

bte lepte tfl/ in 2(nfpruc|i genommen. X)a bte berfelben )>orange^enben 
w ©leid^ungen weniger ©lieber enthalten / fo fe^e man benfeTben bie 
fej^Ienben 3a||Ien Ar; Ar+,^ ^^t«/ - • • * ^ xaxi^tx 97uq[e multipli« 
cirt }U/ fo baß aDe w-f 1 ©fei^iungen ^vl^ gleich ote( ®(iebern befle« 
^en. Stent man nun bie erfle biefer Gleichungen unter ber $orm 

• + (0 ^' + (0 A, + 6) A3 + . . . + (^1,) A,_. 
I • a V ' 

-|- oAr -f* oAr4-i + oAr + t -|- . . • . . 4" oAr + w— » = ® 

oor/ wobei bie ^t\^tt ober ben Sluden ber Unter fx^eibung willen gc< 
braud^t werben / fo ifl i^re w^< Z>tffereni 



a«3 
^,^-(^)^■KA-Q + A3A*(5) + .'. . . + A,-. A-(,I,) 

I. ' « t • • ' w ' 

+ Ar A^ O -f- Arf I A^ O 4" •... + Ar 4 t-i A'' O -f- —. + Ar+w— i A* P =3 0^ 

2)te ^ifffrenien bejte^eu fi^ ^ier auf Vie \)ttanUxlid)^ v unter . 
ber 93teaAdfe^un3 A r z=a i . 

' Kun ijl Überfall)»! A (£) ^ ('t') :- © -? (kli)/ >¥«* 

tporaud erneuet/ ba0 A'^ (l) v^^fc^n^inbet/ fobol^ w>k tfl, %ttn$t 

't 
^atmaif/ weif brr obigen Sejett^nung gentd^ A^o baa erfte Olteb ber 

\v<<n 2)tfferen jret^e einer S^^wfttti^ oorfieDi > weld^e mit i 0IuDen an« 

fangt/ nnb beren fotgenbe ® Heber 

/ r + t \ /r + t+i\ /r + t + a\ / r + w \ 

finb/ 

-s = (4t-.) - (D « -:) + (D ein;) - • • - 

•.•■•+(-)-(.i,)(r;ti.> 

ICrücPt man A'' [{) nad) ber Sormel (6) and/ fo ^at man/ mtf 
S3erucf fic^ttgung be^ oben gefnnbenen SS^ert^eö biefer®rof e/ bieGIetc^ung 

<'«,('t'')-{r)rr!)+(r)('+r-')--+<-)-(£)H(vi.), 

©efet man ^ter kssr-f-t— i / fo ergibt jlc^/ ba ber erjif IJeil 
biefer ®Iei4)ung/ wegen .bem SSerfcfiioinben ber f&inomialcpefficietif 
ttn mit negatio^n 3eigern nur bia ju bem ©liebe 

fortgefe^t werben tahn, bie ©leic^ung 

(41-.) -(:)«-;) + ««7=3 -•••••• 

+ (-)- (.- .) (4+1.) + (- .)"»■ (,_;+ .) = 

um =(,+.!.-,) = (.-'.+.) \ 

*-»-(,_',+,)+(-•)— (,_:+.> 



• • • • 
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9}ad^ it^itiqtt SBerdcffic^tt^uns iie\tt 9tefuUate ^nUt tnan für 
bte w^« £)iffereni/ auf )9el(^e bte le^te ber ©leic^ungen (b.i) fü^rt/ 
folgenben 2(udbrucf : 

(66) Aw+f[)Aw+» + 0Aw+.+(3) A^^3+..- + (^_,^^Ar-. 

+[(w)-c~o-] A,+ [(^i,)+(-.)-t:L.)]*'*" 

+ [(0 + (:)]*'*-=»• 

2)tefe ®Tetc^un9 gibt Un SBert^ i^an Ar4w'i / toenti alle oor^« 
gej^enben äBert^e Don A,|.v.« angefangen bia A« befannt finb. 

S^fep in (65) rsawsn^ alfo r-f*w — i=x:3n — i. ^Dann 
fommen bafelbfl bloß jene ber ©rSßen A,/ A«/ A,/ . • • tN>r/ bereo 
3etger ungerabe jtnb / unb jwifc^en bte ©renjen n unb 2n — i fallen. 
Saßt man ii=:2 fepn^ fo finbet man 3A3=o ober. A3=o; bo^r 
müJTen/ wie man Uid^t pe^t, wenn man nac^ unb nac^ nessS/ 4^5«..« 
(innfmmt/ aUe 3ttl^Ien / weld^e burc^ A mit ungeraben unb bie Sin^eit 
uberfletgenben S^ig^i^n oorgetleOt werben/ oerfcf^wtnben. 

@e'3t man in (65) wessn unb r=n4-i/ alfo r-j-w — i=sn; 
nnb b^rnac^ mebefonbere n 2P3 i^ S/ 3/ . . • • fo tx'^&lt man ein 
@9flem oon ©(eid^ungen / melc^ed mit Su^te^ung ber ©leic^nng 

1 4- (i) At = o jur 93erec^nung ber ^ert^e oon A«/ A^, A«/ ic 

bequemer tfl/ M ber 3nbegrtff ber ©leid^ungen (6i). 

!Dte (Eoefftcienfen A^/ A«/ A«/ :c. Reißen bte SBernouIIt- 
fc^en 3a^I^n. Str woOen fte mtt B^, h^, B^, :c. bejetü^nem 

93ei bem ®ebrau4ie ber ©letd^f ung (65) unter ber 2(nna^me w =b 
unb rssn-j-i jfl ju untetfc^etben / ob n gerabe ober ungerabe tjl. 

3m erflen SaQe fep ns2p/ fo ergibt fic^/ ba man/ wenn ;t eine 

ganje pojttioe 3a^I ifl, im allgemeinen (^ ) patt (p)fc^reibenborf: 

(66) B, + [(?) + f P+')] B,+. + ["('^) + (*"+')] B,,. 
+ D?) +CT)] B.t3 + •...+ [4P+ OB.F-»- 
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Sm (Weiten %«Mt fey n &s ap — i / f» folgt 

(67) •[• + (?)]B-+[Cprr+(v*)]^*' 

»h rcT')+wi^t.+..-+[4p-»]B.p-.«o. 

2)te ®(ei4tungen (66) unb (67) geben für p s= t / s ^ ä/ 



(68) Bj.+ 6Bj=ao 

Bi+i4B,+ 9B^ = o 

B, 4- 97B4 + 55Bf 4. i3B« SS o 

u« f. tp. 



6Bj+ 703 = 

7B3 4- 30B4 + l iB, T=S o 

9B4 + 77Bs + 9iB5+i5B»«o 



• • • • 



2>o 1 + 2Aj « o, alfo A, BS — i iji; ferner na^ (*5) (fÄt 

wssi/ r=sa) Aj + SAjSsso, alfo A» = Bj = 1 gefunden mb, 
fo er^4It man au^ ben ©letc^ungen (68) 



« '. '• 



B^ öa ^ IC. 

ma^ 93eru(Fftc^tigung aller btefer (Srgetntffe nimmt bie ^oripel 
(62) folgenbe ©efialt an : 

(69) Sx™ CS3 

+ B, 1 (^) x—« Ax* + + Conti* 

m 

' t * 

X>ai ber C^onflante yor^erge^enbe ®Iteb ent^&lt x ober x*/ jo 
nad)bem in gerabe ober ungerabe tfl. . 

X)a$ biefe Sovmel auf bte <^ummtrung ber SRei^e ber m^^n^o«. 
tenjen ber naturlid^en Sagten / forgltc^aüc^. auf bte ^ummtrung jeber 
Arit^metifc^en ffteipt angeivenbet merben fann / t|l fnr pdf flar. 
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2!Jrei Unb »ierstöjte 5ßorIefun^j • 

Übet baft Dtffereiijiren. ber ^unctioncp. 

cCdßt man iiit einer belfebtgen Snncttcn/(x) ium.^runbelte« 
QttiU oerdn^erltc^e (Stö|e x in x-fAx überge|en^ unb t^eiU man iic 
|^ierau6^ntft)nngenbeX)ifferenj ber §un(ti()n/ ndniltc^ 

A/W=/(^ + Ax)-/(x>, 

btfitdb bie 2)i|ferett) Ax ber oerdnberlic^en ®ti^tß fo H^ältmdn im 
3(IIgenieinen eine Function i>on x unb Ax itxm Auottenlen/ mliit wit 
]>ür<f) f(i, 6lx) tet^etUn wollen ^ fo i(i$ 

• 

ifl» dSerfe^t man'nUh tn biefer Sunctii^n f (t, Ax) bie t^on kofOig 
unabhängige tStpße A x in ben Sufl<^tib bei unenbltcben Tfbne^mend / \o 
fann babei ^it genannte Function nid^t bei jebem SBert^e t)on x unenb« 
lieb toad^\in ober nnenblicb abnebitien / fdnbetn ed ifl bie| ^od^flenft in 
fBejug auf ifolirte SBert^e uon x m&Qlidj, bergeflalo ba^ ftcb fdtt tioc^ 
fo f(einei 3nteroaU ber SBert^e t)on x angeben Idf t / innerhalb beffen 
9(x/ Ax) bei bem unenblicb Hein Serben 9on Ax^ fortmd^renb ttfl> 
' enbltcb gro^ ober dnenblicb flein w&xU. 

8Bie auc^ tritmer bk Sttnction/(x)*bef(^affen fepn tnag^ fo läft 

fidj ju jebem fSBert^e t>on x^. für xoeld)en J^(x) einen angebbaren SEBert^ 

abnimmt/ g. $&• ju bem SBert^e xssa eiii anbe.rer xcsb fnbcn/ fo 

^ap/(b) ebenfalls dne qngebbare ®r6ge tjl/ unb/(x)/ inbemx wn 

'a bia b bur^ aQe benfbaren S^vif^ehflufeti übergebt / fteta tvdcbflober 

ftett abntmmef alfo ber Cuiotient «^V ■ in iöegie^ung auf jVjiod auf 

etnanber folgenbe SBert^e oon x bajfelbe Seichen tt^&lU 

SHannefrme" Ax = ^ ».obet neine ganje j>o(!tioe3a5t «»*' 

gejgt / unb ^ebe ber oerdnberlicben ®r6$e x nac^ unb nad^ .bie CBert^e 
a/ a-^-Ax^ a-^2Ax/ ;A-f-3Ax/ . . ^ • a4-(n-^t)Ax>^ 

fo gebt ber iCtüottent -{ babei in 
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^(« +rAt) -^Jrji) /(a-f iA«')^/(a4.il,) /(<i.f3A«)>-/(a+«A0 
Ax • ' Ax ' ; AX..,. ' 

' • /(a -f- n A X) -yC».-f (n - 1) A i] 

ä X 

ti(er. ^te @umme aTier biefer n SBert^e bed genannten Ouotteit« 
ren tjl ' " 

fi>I^i€$ Faun ni^t (ebet beffelbelt großer ober Heiner fepn ala bie-«6INg 

befltmmfe ®r6pe -^^ , """^ > 2)a man {u bemfelben SÄefuItate ge* 

langt ^ mie groß man ftd) auc^ immer bie 3a^( o/ ober wie flefn man 

fid^ au^ tnuner bi€ S>if ereji^ A x =a -r — betifen/ unb wie ua^ tm^ 

ni€r b an a liegen mag^ fo ift bie oben au6gef)>ro(i;ene Se^auptung 
bemefen. 

«^ierau^ folgt, baß bijr iXuotUnl -—^ bei bem «ncüMit^en >(t* 

nehmen oon Ax an eine ©renje gebunben ifl/ welche im 2(Dgemeinen 
i>on'x abzogt/ b.^riala^iiie gunctiot» oon.x erfd^ieint. S3ejeic^nen 
ti>ir biefe Function burc^ /t (x), fo ^aben wir in ^Sejug auf ba$ unenb^ 
Itc^ flein SEBerben oon Ax bie ©leic(;ung 

(2) Um.^:^S,ixy. 

» ff 

' Ifuc^ fie^t man, baß Ä/(x) bei bem unenblidjen Wjiel^m'en oon 
Ax ifeibfl nnenblici) flein wirb, weil fon(i/i(x) ^eberseit uneriblt^'wad^« 
fen mußte, gegen ta^ fo eben $&ewiefene. 

. Sine £)i^erenj/ welcf)e im 3^)fl<inbe bed unenbfid)en Tlbne^mend 
bettacf)tet wirb, ^eigt ein t)iffereniiat/ unb wirb bui'c^ "OSertau« 
fd^ung bed Suc^flabend A iQit d beieu^net; 

ffftan fann ba^er bie ®leic(;ung*(a) mit SBeglapng bed3eic^end 
iinis wä) fo \d)vtiben: * . . 

(3) M^=/,(^).. . 

ä)er Quotient -^ |ieißt ber ©ifferenjialquotient ber 

$uttäfon/(x). ?(ti6 bem 2(udbrucf e -beffetben (3) folgt burc^ ^Mtu 
fitcatton mtl dx bie S)iffereniialgleid^ung 

.(4) rf/W »/»(t) . rfx, 
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mld)c im ®tnnU Wag eine atgeWrjte SarfleDung bet ouC (i) tnu 
fpringenben @Ietcf)ung 

(5) Utn,A/(j^ taiÄn.[y(x, Ax) . Ax] 

Oiie ®I«i(^un3 (4) , n4mli(^ ben 2(u8bru(f bed 2>iff«Venjtat« fiir 
fin« fltgfien« guncripn f««ben , ^eißt biefe gunctton btff «ttojirti. 

?dßt fic^i bie 2)iflfereni einer gunctton /<x) in eine nad^ ben fitu 
genben g>ofenien t)0n Ax forlfdiiteiunbe, tei bem unenblt(^en 2lhr^' 
mtn Don Ax conoergirenbe Steige 

A/(x) = ü, Ax + ü,Ax* + Ü3AX» -f V. . • . . ; 
«uflofen, worin ü,, ü»; U3, • . . . Functionen t>on x anjeigen, fo 
ift ber Soefftcient bec er|ten ^otenj Don Ar, n&mlid^ ü,, ber ©iffe* 
reniialquotient^ unb bie ®Ieic|)ung 

df{x) = ü, rfx 

bteDiffereniiargleit^nna in »ejug aHf bi? wrftelegte gunctton. S««« 
e5 iß 

^=ü, + ü,Ax + ü,Ax» + j 

folgtic^/ wenn Ax unenMic^ ffein wirb: 

Um. :^> « ü.. 

Ax ' . 

2(u* bem ©efagten ergibt ficft oon felbjl ein attgeraeined SSerfoJ* 
ren , t>a^ 3)ifferen jia( jeber Function einer verdnberlicf^en ®rpfe p 
ftttben. 

. SSSan fud^e udmlid^ entweber and ber1&efc||affen^eit.ber gegebenen 
SunctioR/(x) unmittelbar bie Orenje ju beilimraen^ weldjer |]4 ^rr 

/(x-f-Ax) fix) 

ßuotient • — i— ^ — - — ^ bei bem unenblid^en 2tbne^men oon Ax 

oi^ne (Snbe nd^ert/ unb multi))iicire biefe (Srenje mit cfx; oberntan 
entwicfIe/(x + Ax)— /(x) nad) ben ^Jotenjen \>on Ax, unb beJflUe, 
nod^bem man Ax mit dx t>ertaufdi^t ^at^ bloß jene ®(ieber ber Snt« 
n>tcf elung bei / in weldl^en d x in ber erflen ^^otenj erfc^etnt« 

Cbfc^on ber 3(nwenbung ber einen ober ber anberen %om biefed 
<93erfa^ren9 bei aDen gunctionen einer t^erdnberli^ien ©röße feine ^m 
rigf eit im Sßegc fle^t, fo tfl e^ boe^ ber S&eqnemlic^fett ber me^nunj 
iutrdglic^ f bie Z)iffereniialien ber einfac(fflen Functionen ein für oOe 
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Sfffal iti tntfoidtln , unb M^ ben babet er^aUenen tKt\vMaUn eben fo 
Dtele befpnbere ^Differenjtatton^regeln ju abfiral^t>eii. 

S^e tt)tr aber jur Tluöeinanberfe^ung btefer befonberen ERegeln 
fortfcbretten / xooUtn mir folgenben aUgemetnen ®a^ , erwetfen / burcb 
xotlA^in Rtc^t nur adetn bte 2itnDenbung berfelben auf Ixt Functionen 
möglich mirb / fonbern auc^ fiir bte 2Ib(et>ung ber erwähnten Ütegeln 
felbfl ein %ort^ei( ern><I4)fl. 

' £)ad Sifferenjial einer Function mehrerer oerdnberliclier ©roßen^ 
worunter wir bie ©renje berfle^en / ber fidi) bie totale IDifferenj ber« 
felben bei bem unenbtid)en 2(bne^men ber X)ifferenien ber oeränberHc^en 
®roß^n unenMid^ nd(^ert/ i|l ber@uninte ber {partiellen t)ifffrenjia(i(n 
gleid^/ welche entließen / wenn man xn ber urrprunglici)en Function 
nac^ ber 9?ei^e jebe ber t^erdnberlic^en (Srißen um eine uncnblidb ab^ 
ne^menbe liDiferenj oariiren l&^t, wd^renb man alle übrigen oerdnber« 
lici^en ©roßen atö conf}ant betrachtet* 

Um nnd ^ier/ wie aucf) in ber Folge/ einer bequemen 85egdc^nung 
ju bebieneu/ wollen wir feflfe^en/ baß unter du, wenn u eine %\x\\ti 
tton mehrerer i^eranberlic^er ©rofen x/ '7 /£/•;.• ifl, fletd bad 
ooQ|}dnbige ^Differential oon u in 35eiug auf bie ^erdnberltcbf^itfdmmt- 
lieber variabler ©rdpen il, j, z, . . , oerflanben werbe; hingegen 

foUein IDiffereniialquotient/ wie -^^ immer ben partiellen l^ifferen^ 

iialquottenten au6britcfen / welcfier fic^ ergibt / wenn in ber Function 
XL bloß X in x-^dx übergebt/ nn^ lU übrigen ©roßen y,^,.... 
ungednbert bleiben $ \o, baß t^, foba(b mehrere oerdnber(i(^e®roBen xxx 

^Betrachtung fornmeu/ nic^t erlaubt ifl -j^dx.^s^ du.(u fe^en/ MiX 

)>0t -,- dx bloß baa in 93eiug auf x genommene partielle £)tfferenita( 

von u oorjleat/ we[cf)e9 wir ubrigend auc^/ bie oier^igfle ^orlefun^g 
Dor 2fugen ^abenb/ burd^^ dn oorflellen finnteu/ wenn wir ntd}t be« 

z 

furc^teteuf una ^ieburd^ oon ber beinahe allgemeitt angenomuienen 8)^ 
jeic^nung^weife ju fe^r ju entfernen. 

2)er oben aufgefleDtj^ @ab wirb burc^ bte ©(etc^uitg . , 

fOi au =c3 rj- ox *h ^r^dy 4* -r-a« + 

^ '^ ax * ay "^ • tf« ' 

audgebrdcf t. Um i^n gu beweifen / betrachten wir ber Xiirje falber 
tlof eine FuHCttott brefor «erdnbetfli(^er ®r6ß^n 
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XHiefe gibt im$ 

Att c=/(x + Ax# y + Aj/ « + Ä2) — /(x/ 7/ z) 
ober 
Aa =/(x4-Ax, j + tiy, a+Az) -r-/(z, y+Aj/ « + A«) 

+ /(x/ 7 + ^7/ z + A«) — /(x, y, z + Az) 
^ +f(.^t 7> « + A«) —fi."^' 7/ «)/ 
b. $. in '^(11 Seiden ber oteriigflen ^otUfung: 
Au = A/(x^ y + A7, z + Az) + A/(x, y, z+Az) + A/(x/ y, «). 

üa^t man mm Ax^ Aj, Az unenbltc^ obne^tnen/ fo tid^ern 
fid^ We gundttonen / (x , y + Ay, z + Az) unb/(x, y, z + Az) 
o^n« Snbe ber Function u/ unb bte obige ©letd^ung penvanbelt ft(^ ia 

Zuf a^nlic^e Htt wirb ber 2>ai^ and) für Functionen mehrerer 
i^erdnberli^er @rppen barget^an. 

2)a biefer @a^ gilt/ bie ber Function jum ©runbe Itegenben ®r9« 
fen mögen oon etnanber undb^dngtg feyn / ober in xoa^ immer fnr ei' 
nem 3ufommen^ange flehen; fo erhalt man ba^ £)iffrreniia( einer 
Function/ »el^e fic^ in mehrere ^art^ten abt^eilen Idft/ biefe ^au 
tyUn mögen nun^^eile fepn^ au^, n^elc^en bie Function biirc^ 2lbbition/ 
ober Factor^h/ oiid loeId;en biefelbe burc^ 9)?uItipItcation gebi(bet toirb/ 
U^enn man bie patmUcn £)iffereniialien ber Function abbirt/ ja benen 
man gelangt / inbem man nac^ b^r SRei^e iebe biefer ^art^ien für {{($ 
aOein aH oerdnberlid^ betrad^tet. 

Sefle^e alfo eine Function u aud mehreren Steilen P, Q/ B/.... 
fo ifl ^iuss cfP -{-<£Q -j-dR -f- • • . .; wobei man, wenn einer 
biefer Steile unoerdnberli(f| wau, fein 2)iffereniial ^=0(11 fe^en ^tte^ 

3)a6 :&iffeeeniial eined ^robucted oerdnberlid^er F<^toren x, 
jf Zf • • • « tjlbemna^ aBS7z,wdx-f«sz.4«iiy^xy*..dz-|-.../ 
alfo tnftbefonbere 

(7) rf . xy Ä jdx + xdj 

d . xyz » yzdx -f. xzdjr -f- xyrf« 

U. f. W. 

3fl iisx"^/ fo ^ai matt/ m mag v^ai immer fdr etue ^a^lU* 
beuten! 
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m (m — i) 



Ao =3 (x+ax)*» ^ X* == mt»"-iÄx 4, 'p'"^'! x-^Ax> + :c., 
alfo 

(8) d A X- = inx"-«dx. 

SBefonbjerd |^41ufig fH^rforomenbe fpecteOe S^Re btefer Sormel finb : 

(9) d , X» =5 axdx, <i . X» =3 3x*rfx, d • x* = 4xMx, ac. 

, i __^ ^^ dx 1 adx . » ^.^ 3 d X 

*x"" X» ^ *x» x» ' 'x»"^ IT"' *^* 

. / ^'x - 1 . dx 

«•x Vx ax^x' 

3fl cm 93rtt4> a ss - {li btffbrenitren / fo ftnbeC nian tt^egen 

■ dVL dfX 

\/yylyy yS y2 

^te ^ier aufgeflelKeit S0rmeln reid^en fitn/ baa !DtfferenitaI i'eber 
dlgebralfc^en Suhttiöti einer ober mehrerer t^eranberttc^er ©ro^en anju« 
geben. SBenben wir mta nun ju ben einfädelten ber un9 befannten 
traii#cenbenten;Sunctionen. 

(S« tjl A . a« a=3 a« (aA«_ i), aBer 

a^- = 1 + Ax.U 4- lil:-^' + :e./ 

folgli«^ A » a* OB i< As • 2a 4- :c^/ nnb baj^tf 
(il) a • a^ rs a*<ix2ä« 

SBBegen 2 e c± t ^at man inäbefonbere 
(is) d • e'' SS3 ^dxi 

SBlr Knn^n niin And|^ eine ^etenj 7* / beifen ©ritlibja^t tttib (Sf^ 
pontnt 9erdlnberli(^e ©röfen finb/ bifj^ten^iren. 6^ ifi namlic^ oer^ 
itt&ge(6)/ (8)unb(ii) 

(i3) d . y* =5 xj*-*df 4" y" <^*^7- 

(14) dlktk^. 



ätin,% SS SnA<4Äxco«.(x4'5^<)> 



.9* 
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folgHid^f md) Ut ^et^oU Der &tenicn, bei im unenblt^n Tthm^mm 

von A X : 

(i5) d sin, X e= cos, x , dx. 

Schreibt man j^ler fx— x ftatt x, fo wirb wegen 

Bin.(^\ic — x)zs^cos.x, cos.{\^ — x)s=ssin»x, d(ix — x)s= — dx, 
(»6) d COS. X sss — sin. x , dx. n 

Da ig. X = ^^ ifi, fo fnbet man nad^ (lo) 

/ , ^\ ^ . COS. X d sin» x — sin, x // doj. x cos. x» + «'»• »* . 

(17) d/^.x=s — ; _ =s 2: rfx 

dt 
CÄ -. s=: </ X • sec. x' / 

unb ^ierau« burd^ ajertauf(^unfl »on x mit jjt— x; 

(18) rf cot. X = ;JL. =5 — cix • cosec. X». 

Jf/l. x^ 

gerner ift sec. x == — !_ , alfo 

cos* X ' 

(. ^»\ ^ -^-« ^ cos, X jm. X . rf X 

^ COS. xi COS. X» — '5^- X • sec.x . aif 

folglich OM^^ 

(20) d cosecx = _ f'^J'/T « _ co<.x . co.ec.x . dl, 

I 

Die gormeln (i5) unb (17) geben 

i : d sin. x \ • ; ' *rf fc x 

g3c=^--i=t unb dx = • ^ . . 

©eft man in ber' erVre^ ©leic^ung sin.x=zz, unb in ber,Ie|. 
teren /^.x««, fo erhalt man bie.gormeln' 

(21) dArc.8in.z e= J^L, -/ (22) dArc.tg.z es - ^' , 

gben fo ergibt, jj^ aua (16) unb (18) 

(23) d Are. cos. z ^ u^ ^l_ , (24) d Are. cot. z ^ ^: 

enblic^ aud (19) unb (20) wegen 

dx =5 /^ ^^c.x ^ ^ /f cosec. X 

' ' .'. *ec. X y/sect^^i - cöwc:xV^tfc.xi— l" 
(25) dArc.sec.z^~p^, \^b) dArc.cöHcz^. ^ 



«V«*--i 



V*«^ 
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SSier unb »icriiigjle Sßorlefung- 

Über bie ^o^eren X)ifferenjialien berjunc* 



t i n e n.- 






i^Jtntt man fidf ti^;||(^^n:Dtffer^RjeMber»erdnbern(^en®rd' 
ßen / meiere tn ben ^ö^extn Z)tfferengen. einer ^inction erfc^etneti / m 
ben3u{lanb bed unenb{t4)en 2l6ne^mend üerfe^t^ b. ^. in IDiferenii^Iten 
»emftnbeltrfo er^äft ntonbie ^öl^eren .2)tffereniial!en btefer 
Suncttoni Sejetc^net man bte ^o^eren Dtfferenitalien einer oeranberItcf)en 
(3r60e auf 4^nlid^e Hxt, wie bie |5^eren ISiferenjen/ ieboc() mit QSer« 
tauf4)unii beö 93uci)flabe^nV A ^egj^ti <// fo ftnbet man/ wie bie ®Iei« 
(bnng (20) ber Diergigflen ^orfefung jet^t/ bie ^o^^ren Differen Italien 
einer %\H\cii'on wti x, wenn mbfn baa erfTe !t)iffeteii^at berfefben nac^ 
ben in b€r vor^rgebenben 'Sörlernng erfb^tlten ?Borfcbriffen ^interein* 
onber bifferenjirt/ in fofern man d^x,(iH bad S^ifferengial oön dx, 
d^ X a(d bad Z)tfferenital ooir d^x, u. f. w/ betracbtet. (Sin ®leic^e9 
gilt auc^ oon ben b&beren Z)ifereniialien ber Functionen mehrerer oer« 
dnberlic|)er ©rö^en / )vobet aber bte ^i^txen ^Differentialien aller biefer 
%erdnberltd[ien tn ^^etrac^mng fommen. 

Qi fei) für eine Sunetion/(s) einer oeranberltc^en ®tö^t x, 

df(x)=/,(x).dx 
df,(x)=Aix) . dx 

dA{x)=f,(x) . *^^ 
d/,(x) =/♦(») . dx 

V. f. Ww 

fo ergibt fic^: 

(27) rfVC«) =:<<[/•, (x).dx] = d/.(x).dx +/.(«).'i*x 

=./,(x).dx» +/,(x).d»x 

d*f(x) == d [f. (x) . rf X» + /. (x) , d» x] 

= dMx).dx* + «/z(x).rfx d»x4-</-,(x),d«x +/.(x).d«x 
=:/,(x).dx» + 3/,(x).dxd»x 4./.(x).d'x 

d*f(x) =a/,(x).dx* + 6/3(x).dx»d»x + 3A(x).d»x» 
+ 4/,(x).dxd>x+/.(x).d«x 

u. f. w. 



I 



29^^ 



'(a8) 



i^tecABd folgt 



<^x> 



3T« 



^=:/.(x) + a/i(,).^^+ /.W 












tt. f. w. 
tttdp befltmmu Functionen ber ver^nbfrlic^eif 0f^pf x (in^/ fp n^^eni 

«ff^nbfr nur Hm3m Um tinenkltd^ fletn Sßevbfit ^n 2>tff«Mii|t4lie9 
iven^i bic üiiptientw 






<|sx rHY 



te/ 



ttnter benfelben Umflanben weber unenbßc^ mod^fvn/ noc^ unenbltc^ <^^ 
nehmen. SO^an muß ba^er bei bem Übesgonge von ben ^ö^eren Siffe« 
tenjen ber SMnctt^n/(x) auf bte corr^fponbirenben Stffecenitali>n ber« 

felben npdj^ t^oraudfe^en ^ baß im 2(IIgemeipen ber Quotient -r^ / wcm 

bei r eine ganje )>aftttoe 3o^I bebeutet/ eine ooDig befltmmte ©renie 
{ulaffe. iCeß^Ib befrqdl)fet man auc^ bad rt< 2)]fferenjial einer Ofrao« 
berücken (Sroße unb bte r^ ^oten} t^red erflen Siferetijtaia ala Diffe* 
veniial'®r6pen oon einerlei Orbnungf unb nennt fte jafam' 
menge^Srige Sifferensialien. Z)er Quotient/ weiden eil 
$5^ered Z)iffe(eniial einer üerdnberlid^en @r5ße burd|^ ein niebrigeret 
^if ereniial berfelben get^etlt barbietet / nimmt bei bem unenblic^ ffeia 
CBerben beiber 2>ifferenjta(ien un^nblid^ ab; ber Cluotient abec/ nueldl^er 
w^ ber Siotfion einea niebrtgeren Siftereniiala bur4 ^in ^ö^ered ent« 
f)>ringt / mdc^fl babei unenbli^« 2>afl*elbe gilt ani^ oon ben 2>ifferen« 
iiah'en einer Function in 93eiug auf bte Z)ifferenitalien einer beip i^r (um 
©runbe liegenben oerdnberlidjiett (SrSßen. 

T>u ©renken / n)el(^en fi^l bie Cluotienten 
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«i*X #X «^X A. •■ • 

(et ber ünenbUtften »»n«^« ber S)iifmnifa«<H »nJnblt^ ti«I^W«, »w* 
ben f«Hi««io«9e« bntc^ ble »<f(^ttffen§<rt b« jii biffetenjlreiib«n gune« 
t»n/(x) fe|!äefe|t, fonbern fie fangen bloß »on ben »tii^it^n Ah 
welche unter ben »erfc^iebenenr .iMjferen jen *er o'wdttberiic^en ©toße x 
wj^renb t^tet unenblic^en »etHelnerung etatt fTiiben.' ©«bWdeti 
kenmaci) bie 3>iferenitaIqnotienten ber Sunct||^(x) > n4inIF(^ 

dx» .' d^» ' «ü«^' 
fo lange unbejlitnmt / btd über bte ^ebentun^ beo^notienten 

ge^Srtg »etföflt »orben tfl. " f i • 

I>te ttnbeflimrat^ei't ber Te|teren Äuottetifen/ ttnb fonilt «u«^ lene 

bec erjleren, wirb oufjeH«"/ »*«"« «'«" S '4^ '""' Sunctton 
«wo X , |. ». ber guBcttoo ?(«) fllet« f«!». 2)en"ebar4 »Jtb 
d»x = 9>(x) . dx'/ 
Olfo d»x = d5.(x).dx» + ««»(x).dx*xj 

unb wenn man dy (x) oa y, (x) . dx fe9n ttßt : 

d»x ... ,^-.,x <**» 

« 9. (») + a [? (*)]'• 
a>af auf berofelben SBege fortgered^net werben fann , tjl für fi4> H«f • 
»et »n mannigfaltigen »nwenbungen ber ©iffereniiotre^nung 

wirb bie gunction , weither ber Ouotient j-. gleich fepn fott / fajl 

barc^ge^enb« babUrc^ gegeben , baß man ba» jweite ©ijfereniial , nnb 
bo^er au(^ aUe ^ö^eren Dijferenitalien einer gunction »o« x glei^Slutt 
. «nnimmt, ober wa« baffelbe ^eißt, \><i% man ba« erjle Differenital bte« 
fer gunction at« eine conflante ®t5ge betrachtet. S« fep n«ml«^, * 
bie erwähnte gunction / fernet 

dt ea ^(k) . dx unb _d»t ss o, fo IJWrb^ 
= d^(x) . dx + K«) . d*x» 

«ber^ wenn man df (x) ea ^,(x) . dx fejt: 

o =sf,(x) • rf»* + *W •<***' 

!«>¥«* TIS + (x) • 
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3n biefm Solle iß «Ifo bo« olt> 9(x) s — li^. 2>i( 

Mitflid^e flSa^I beA,cDnjlatfe jn fe^enben 2>tffrrenitalft fcAgt fc^r viel 
ilir (StnfaA^eit unb Zu^ti^Uit Uv Sttd^nun^ Wt/ wu ivtr in bcr go^i 

$63irb bad crfte •2>ifer«tiiml bf r oeronberlic^t n ®ti^e x felbfl/ «uf 
weldS^c f(4 bi^ iu btffereniirenbe SuncttPti /(x) bejie^t / für finf ttM 
fldnbtge @r$|ie erfl^rt^l» ^atman d^xsso, <i^xs=0/ d«xcco/ 
u. f. w.\ folglich/ to^Küan bte obtge SJe^etcfinung beibehält: 

(«9) ^/(x)=/,(x) .rfx» 

u. f. w. 

/ . fZXt l^^eii.timet t|i;fer S)orauafe|ung genommenen 2)tferenjta« 
Iten ber Sunctioneiftefolsen merfwürbigelBtlbungdgefe^e. S6 wnrbe 
nnd b^er ju wett^bren/ wenn Itjtr un# bomtt befdb^ftt'den moDten/ 
ouf 9RfUf I ^injui^^n / btefe Q^efe^t j» entbedPem Sa^er begndgen 
)Dtr und ^i^r einige ber einfac^flen (Ergebntjfe be6 fortgefe^len Siffereo' 
jirend anjufu^ren. . >^ * 

(£$ fep y ==x"/ in .eine gange fo^üu^o!^ unb d^x tszo, fo fn« 
bet man ' 

(3o) dy = iix»-«rfx 

4*y = n(n — i)x"-*dx» 

rfSy = n (n— ri)(n— -a)x"— ^rfx^ — 

d4 y es n (n— 1 ) (n— 2) (n— 3) x«-4 d x* 
U. f» »./ 

ttnb aUgenietn 

d'y =3 n (n— 1) (n— 9) (n^3) . . • . (n— .r-fi) x»-' dx» . 

SSBtrb r e=s n ; fo §at man 

a»y =5 n(n-^i)(n— 9)(ii-.3),...3.a, i.rfx" , 

folglich d^+'y =3 o/ d'^'y = o, u. f. w.; n>ad fc^^on baraud er^^ 
let/ ba^ A-+»y = A»«-«y es to. e o ijl, 

3ft y s=s X-» = — / fo ^at man 



X» 

fi dx 



(3i) dy^^ 



xnf \ 



f 



rf*y = T 

^ x"t« 



29T 

» 

js^ n(n4-i)(ii+t)<£x» 

^ ^ ~ iTTi 

unb oDgemeitt 

. ^^ (— 0» . n (n-fO (n+a) . . • (n+r — i) <lx» 

(32) <fj93CO«.x»dx^ d*yss — sirifX.dx*, (Pjcsa-^CQs.x.dx^f 

d^j sBzsia^X . 4x*, d^ j ^=l coi.x . dx^ p IC. 

ttitb and y rssf(x), mie auc^ aa6 ben auf einonbft folgenben 
2)iferiiiitftI<|uotreneen ber Sattobfen 7 unb x trgenb em atialpttfd^e« 
3(uebru<f U gebtlbet^ fo er^U berfelbe/ mie.man aua iBetfpteUQ lei^^t 
fie^t'/ tm 2(agememen verfc^tebene fi3ebeutungen / je na^lbem btefed 

ober lened erjle ©iffereniial. conjlont gefegt mirb/ ober -r-r Wefen pb« 
jenen SBBert^ annimmt 

Sinbet man/ tn fo fern - -- s±s 9 (x) tfl/ U sa F(x), fo U(t 

M X 

ftc^ bem 2(udbru(f e U ieberjett eine fo(<^e 9orm geben^ baf er anäf, wenn 

— =3 ^ (x) angenommen »irb/ ba* Dorige Mefultat üsaF(x) bar* 

bieUL 9)?an fe^e jii^iefem Snbe in bem 2(uabru(fe U {tatt ber 2)i{fe« 
renitalien oon 7 t^re burc^^ bie Sormeln (27) angegebenen SBert^e / fo 
^at man einen Hutitud oor ftc^/ in ioe{c^m Mo0 bie Sunctionen 
/W/ /iW/ /2(x)//3(x)/ /♦(x)/ K. unb bie DifferenjialieH 

dx, d^x, d^Xf d*Xf tc. erfd^einen. Cdßt man bafetbfl XT~ 9(x) 

fepn; fo rebucirt er fic^ auf einen bIo8/(x), /, (x), /»(x), /s(x), «. 
unb bie intd) bie Stffereniiation oon 9 (x) erzeugten ©ropen ent^atteiu 
ben 2(udbru(f / beffen SBert^ «s F<x) tft. SRun ^at man 

(33)/.(x)=,^=,^ 

d iz 

/t(x) « -j^ =; -j^ « ^x» 

/»W = -^7^ = TT» 



..U' 



298 



t 4- iorfx<fy£r^x<£>x — i5<iy<f^x» — iix^<£yrf«x j 

_ 

U, f. »./ 

welche Soi^ineln fax jeben SBert^ oon «r^b^fle^n; f olgli d^ er^dlt mau/ 



tt^enn ftan ntttfelfl berfelBett bte Sunctii^iiett /«(x)/ /a(z)/ /s(3^)/ 
/«(x)/ IC. oue betti {nle^t gefundenen 2(n0bru(fe wegfc^aft^ einen 2(ud« 
bru((/ beHVn SBert^ sbsF(x) tfl/ man ma^ jimfc^en 4»x »nl dx^ 
feine g ober WAd imniec für f ine biltebifl^ 9)e(4ttoii| i« ^^ ^if oben an« 

fiefdjrte ^ « f (X) / fejlfrf eti. 

%f trad^ten wtr nun W ^o^eren ^tfferenitalten einer Sifnctten « 
{meier Don ehianber unabhängiger i>erdnberlic^er ©rofen x unb j. 
SGBir ^aben 

wobei bte partieDeti ^Dtferenitalquoti^nten ^/ j^ <nt 2((lgeniemen 
Functionen Don x unb j flnb. ®e^en wir ber Si&t^t m^tn 

du w '^^ rr «» 

.-.&=; p unb -r» =? q/ alfo ^ 

(*4) du =5s p<£x 4- qdy. 

«^teraud folgt 4^a sb <f pdx ^ pd*x -f- «'qdy 4* 4^^7* 

Kun ijl . rfp = 4^ dx + 4^ dy 
'^ dx ' dy "^ 

«nb dq?=^dx + Ji; 

d — d — 

Af,^- ^P _ '^^ ^q ^ 'dy 
dy dy dx dx 

unb Wie wir bereite tn ber oierjigflen 99orIefung bemerft ^aben/ 

Ada 8s AAu/ 

wenn man bei berSSefUmmnng ber {Weiten )>artienen Z)if eren^ bte burc( 
bie erfie ^erbeigefii^rte @ripe Ax ober Ay aU unoerdnberlic^ if 
trachtet » alfo auc^ 
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Au Au 

^ A» ^ ^ Ay , 
Ay Ax * 

folglich ^ wenn man Don ben 2)tjfmnien ouf bie Z)t{feren{talteri über« 

in tu 

b Ä i£ BB I2 



(S9 fe9 bet Jturje wegen 



•7 ' 



Ux ' ^ <ix ' ^ 

fo ^afrin loir 

boBec 

(35) d'n BB rdx» + %%dxdj + tdy^ + pd*x + qd*y. 

000 biefer 2(uebrn(f bie not^e «elNmmt^eit befi^en/ fo muß 
fowc^I i»if(^en d*x «nb rfx», »te auc^ iWtfd^^n d^j unb rfy» eine 
©leidj^ung gegeben fepu, Da dx unb rfy gar nic^t oon einanber ab* 
Rängen/ fo fann man fowo^I d^nM auc^ d*y gleich KuU feiern Un« 
itt biefer 93oraudfe^ung ^at man ben einfacheren 2(u6bru(f : 

(36) rf»a =5 rrfx» + flidxrfy 4- tdy». 

SD?an jjfiegt öfter« aut^ ~ ilatt p, g-^ patt •/ unb 

j4 flatt t iu f(^reiben / mel^e Seteic^nungen nac^ ben tei ben :Dif« 

ferentfu gebrauchten gebilbet finb 1 unb {ic^ au« bem ®ange ber obigen 
SKec^nung leidlit rechtfertigen (äffen; baffer iß für d^xs=so unb 

d^y^o au^ 

(37) d., = ^<,.. + .;^.'x"'r + ^^r'. 

Unier benfelben 93oraudfe^ungen ftnbet man 
(38) ... = .^>. + 3^.i.M, + 3^*..^ + ^, 
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ttnb aH^emeitt 



d^VL 



(3,) d.u«^dx- + (")-y.^lVrf*^^^ 






• + ö jjS^ "■'•-'"■ + 



d*n 



wobei bte ibenttfc^ieit 2(u^brti(fe 



unb — ; — Ü, uber$au))t intd) 



dx'^ 



rf-+ru 



vorgefleDt werben. 

Huf ä^nüditfBitiie Htfi^ man. mit ^unctifimu breier unb me^ 
rerer t»erdnberli<^(r ®rdp?n. 



■•»■I » ^1 



SOi 



ober ben ©cbrau^^ iet Differjenjialrec^nttng bei 

ber SSejlimmung ber utiter bet gorm 5 erfd^eincn» 

ben/ t9ie auc^ ber gr^^ten unb Fleinjlen SBerfl^e 

ber Functionen* 



e., 



X 



fl tn fi3eiug ouf bad unenblt(^e 2(bne|men i^pn A 

/(x + Ax)-^/(x) _ 4/(x) . 

Ax rfx , , 

ober / wenn wir -4-^ 7= /i W fefren : 

(Sben fo tjl für eine aubere Sunctton berfelben oer jnberlic^en ®t$fe 
unter terfelben aSorauafe^ung 

^ ' Ax « 

»enn ber Siffewhiwlquotient -——-^ bur(^ f. (x) bejeicftnet wirb. 

Hai 0) ««'> («) fo^a' 
w *""• A>4-Ax)-f(x) jTw • 

SRe^men mit nun an, baj bte gunctionen/^) unb F(x) füt ite 
©ubjlitutien • x = x« »erfc^iuinben / fo gibt un6 bie ©UJcftung (3V 
wenn wir bafelbjl x, jlatt x fe^reiben, wegen /(x.) «so unbf (xo)a=o 

,. /(lo+Ax.) __ yUxo) 

" • Fix^ + tix,) >.(xj 

2(ber offenbat ifl bei bem nnenblic^ flein Sßerben «on Ax, 

i'Cx. + Ax.) i^(x.)' 

fDlflli«^ ^abetf »«/ in fo ferne bet »ru^ -^ für >en yarticBWreii 
SBert^ X = Xo bie gorm j *rl^4lt : 



3oa 

SiBenh linn h'tt ®ti$tn ft{%,), l^i(x,) triebt (ttglcii^ verf4wm< 

Un, f« wirb bur^ iit^t ©la^^bn^ Iti äßert$ hti fbtuift* ^ fw 

k SS Xo auf eine unjweibeutige 2(tt autfgebrucff. 2><i# SSerfH^nriobrn 
einer Ut Sunctionen/i (x), F, (x) für x = Zo U^t ber JCenntnif (rr 

»elc^ltffen^eit be« »ru(^e« {^ fein ^internip in ben SEBes« 3il 

/i (xo) = o unb -fi (aco) »Oll o t)erf(^teben/ fo ijl aucft ^^7-^ = 0. 

3(1 ^inQe^en F^ (x«) s±3 o ünb /(xo) oojt o i^erfc^teben / fo mti Ut 

SBert^ M »ruc^ea ^>~- filr xs=±Xo utienbltdSi/ b. ^. bti^feriBruc^ 

fdtin burc^ fortwd^renbe ^nnd^erung be0 9Bert^6 ber oerjnberltd^rn 
@röf c z an bte ftjre ®ri$e x^ großer gemacht metben / aM jebe Mte« 
btge nodj^ fo gro^e ®röf e. 

SSBerben bte ^uncijonen /« (x) , JP, (x) bnrd^ bte euh^tution 
3t CS Xo .ebenfalls auf SluQ rebuctrt/ fo gibt bte (91et4iung (4) über ik 

iÖebeütung be« »ruc^e» ^^~ feinen 2(uffd;)Iüp< 2(ber bann i^ titn 

biefer ©(etc^ung gemdf / wenn wit 

-sr-r'-AW mib _— = f,(x) 

feftert s 

fdat ba^er wentgflen« eine ber ©rSpen A (xo)/ ^2 (t«) D^n o oerfc^teMti 
aua f fo n)irb und aud^ ber SBert^ bed tn grage fle^enben Km^etf 
gegeben/ b. $4 ed tß 

3m }((Igemetnen fey für alle SBert^e ber ganjeti p^jittoen 3a^l 1 

ferner nehmen wir an / baf für jc s±: x« fdtnmilt^e ®rdf en 

F(x,)/ F,(xo)/ -F«(*;)/ i^»(*o)/ * . i i *^*^i(io) 
glei(l(f filuü mtUn / fo befielt bie ©lei^un^ 
/6^ /(i[o) /«■ («0) 



SOS 

ben / Un unter ber gorm - erfc^eincnbcn ftBert^ bed 9}roc(|e« prj^ 

mit ^tnreic^enber 93e|!tmmt^eit aüi 

d2immt alfo eine gebrochene guncü'on einer t^erdnberlic^en ©roße/ 

für dnen befonberen Sert^ biefer (enteren , bie Sorot ^ an^ fo bif eren< 

jtre mün ben S^^fer wie ouc^ ben 97enner berfelben / inbem man ba9 
S)ifferen^ial ber 93erdnberlid^en ald conftaiit betrachtet/ g(ei<;^ oft unb 
fo lange hinter eihanber/ bid man auf Z)iffereniiaIcoefftcienten fömmt/ 
welche für ben erlt^ä^nten Sert^ .ber oerdnbertic^en ®tdp nicf)t beibe 
mfc^winben. .2)er Cuotient berSSertfie/ welche bicfe Soefficienten 
taUx erhalten/ jeigt ben SBert^ bec^ vorgelegten i&rud)ed in i&eiug auf 
bie oorgmontmeae Specialtfirnng ber oerdnbertic^en ®röpe an. 

S^ gibt SdUe/ inmefc^enbie fucceflioen!&{fereniiaIcoefficientenbed 
8ä^(erA UnbStennerd einer^ebroc^enen Function für einen partifuldreit 
SEßert^ ber verdnberlic^en ® röße anfdnglid) gleid) SIuII/ unb fpdter unenb« 
Itci) irerben/ unb be^^alb bie 2(nmenbung obiger 9tegel ju feinem SXefuItate 
flirrt. Sann fud;e man au^bem vorgelegten ^il5ruc^e einen anberen abjn« 
leiten/ au^betfenSSert^e jener bed erfleren erfc^Ioffen werben fanu/ unb 
ber oon biefem ^inbernijfe frei if!. ^o wirb man j. %./ wenn ber Sßert^ U$ 

SÖruc^ea ^\ für x=ii m^ ber obigen Siegel (U beflimmen 

6 ^ 

»dre/ betttfelben bie gorm r rV^-^ geben/ unb ben ©ert^ be« 

83ru^ed |\]2'!a f"^ *^=*^ ^'^^^ **^^' ^'^fl*' gemdj ouömitteln. 3«t 

biefem ^ruc^e ^eigt (tc^ (x— i)« ala gemeinfcbaftttclier gactor be^Sd^^ 
Ier$ unb {Tiennerö/ weswegen beibe für xasi oerfc^winben. 9ia42(b« 
fonberung btefea gaetor6 bleibt im Sd^Ier noc^ ber gactor x — i jn« 
tucf/ unb beß^alb Ijl berSSert^ beö 93rttcbe^t=ö/ wenn xs=si gefegt 
ttrirb/ wadmon auc^ burc^ ben ©ebrauc^ ber Siferenjialrec^nung {in« 
bet/ bnrc^ beren ipülfe man oft fc^neOer jum Siele gefangt/ aU burc^ 
bad 2(uffuc^en ber gemeinfc^aftlic^en ^actoren / wegen weCc^en 3d^(er 
unb Snenn'er einer gebrochenen gunction {ugtercf) oerfc|)winben. 

Sa gibt mehrere unbejümmte Stec^nungaformen / we^e ftd^ auf 

bte ©eßalt ^ bringen la^n, j* S6. / * : - u. b. gl. SBir mt* 
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I 

itn tutdf tad io thtn ©rfaate gleii^fiilM in Un ^tan\i gefegt / übet 
t^ren etgentltc^en ®tnn ju urt^eilem 

iSte ©renj^/ tvelc^er fxif eine Function bei ber unenMic^en Tlit 
nannte einer bortn erfcf)einenben oerdnberlt^en ®v6$e o^ne Snbe na* 
^ert/ laßt f((^ offenbar aU ber SBert^ betra^lten/ tvelcf)eii biefe %mf 
tion annimmt / iDenn man bte genannte 8}erdnber(i(^e &= o fe];t. 

@o i#/ menn Ax in ben 3u{lanb bed naenblt^en üint^mtni 
wrfejt ttJ^irb, Ztm y^''"^'^^^^-'''^^''^ Qltid) bem fSert^e be« »rucM 
/(^+ ^^)- fi"") für Ax = o. Da aber unter biefer 2(nnaM^ bw 



SSruc^ in - ilberge^t^ fo ftnbet man ber obigen SKegel gemdp früiea 

SSiert^/ wenn man ba6 in Se^ug auf Az genommene Z)iffereniiaU0n 
/(x-|-Ax) — f{x) burc^ d^x t^eilt/ unbtn bem iduotieutcit Ax=o 
fe^t. S)a/(x) fein Ax enthalt/ fo ifl ber emd^nte iCluotient bem por» 
tieUen X^ifferenjialiiuotienten 

flUlc^. Saßt man ^^ == /, (x) ober 

A X 

fepn / fp t'il f wenn' man ^tet x -{- A x ff att x fc^reibt : 

d/(x + Ax) e=/,(x + Ax) . d(x + Äx) 

. = /.(x + Ax) . dx +/i('^+Ax).<'Ax; 

alfo in fo fern man blof A x a(d oerdnberUc^ betrachtet : 

@e^ man nun A x es o / fo $at man 

wie e5 auc^ bie SRatut ber @ac^e mit flc^ bringt« 

Unterfucl^en mir nun / in welchem %aU€ ber Cluotient 

/(x + Ax)--/(x) . 
Ax" ' 

loobei n eine ganje ))pfitioe 3a^I bebeuret/ bei bem unenbltc^ Hein Srr* 
ben oon Ax eine 9on 97uU oerfc^iebene angebbare (Seen je iiiUft ^ 
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für Ax = o t|i/ fo Mafien wtt aad) geporiger ^(nioenbung (er obigen 
gjtgtt '- . - 

/(x + A X) - /(x1 __ /. (X + A I) . 

tjorau^gefe^f / bap man im iweittn Zueilt \>et ®teid(|ung'o {iatt Ax 
fdlireibt. 3fi/t(x) Don 97dK^mfcl(){eben/ imi{^n>i/ fo lotrb berSBruc^ 

■ ' - ^ ^^ ^ für Axii^o unenblidS^ st^ii ^ing^en nimmt bit^]; SBru^ 

biegorm-OH/ wenn X einen SBert^ et^ftffllr»eK^^*'jr,<x) wri 

fc^ioinbet. S6 fe^ x« ein folc^et SBerf^ »on x/atfo/j^Xpjjsa'o/ fo fJn* 
ben y^tt/ iveil it^t xoitUt bie obige 9tegel ^ngelDenbet mei^nfann^ 



ll^obei im i)oeiren S^eiU ber.®[ei4)un^ Ax«, sc: o gefe^tivetben muff 
unb bie iSorm bet Function /^ burc^^ bie ^ßebingung 



A^J 



btm nnenblic^en 3(bne|^men t^on Ax unenblic^* ivad^fenbe ®f if e / .W9' 
ferttttii^t/a(xo)te30 tji* 

0e^en wie nun '^ 

dMx) =Ä/,(k) . rfx; d/i(x) i^ÄCx) • dx/ m 

unb laffen mir ou^ 

Dcrf^minben / fo erhalten mir burc^ fortgefe^te Vnmenbnng ber obigen 
!Keget 

i-^ yrx,+Ax,wrx^ ^,./3(xot^V ^ ^M^t^^p^ -^^^ 

ä X* n(iiM)(n-a)Ax*"* n(n»i)(ii*a)(n*3)AxJ"'* 



/« (»o + ^^«) 
n (n- i) . « b • 3 • 1 k 1 



«bobet no(9 überall Ax<, =t o ju fe|en ifl. Sßir ^aben fomit 

U^ /(^o + Axq) — /(Xq) . /«(^) 

Ax l«9«t>»«^*>n 

o 
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aUx /b'(xo) von o i>^rf^t>ben oud/ fo jetgt ftc^ ebenfalls 

* . Ax2 

aU eine ni^t oerfc^inrinbmbV «nsedbore ^rif e. 
^,(5^W||t<»If?&f.t.£^«ctient. . .„... ,-„v. 

Axn 

fut*rfn^"jVttt item^e'tfön'i'Jet bem un'enbffc^' ftem SBerben ber 5>ijfe. 
$U/ für welche bie gunctionrn 

jgUt^ OTuH iberbfiiir ./a (x) = "^^^ AJ&erDon o »erfc^teben Äud-- 
f4irt,ünb»«fe@refiÄeTil.t^ -.JIlJ^L-l; <» fo fern x äitc« Jtft 

SBBenn eine guncfioh/(x), wi^renb jl^ bie i^r jum ®ruabc Wo 
genbrvOläuil>Mr^ic^e @rdße x fletd in etitem Atnb biiriTelb^it einne ix» 
bert, b. f). entweber untinterbrodden fort n)dd)|l, ober ununtetbro(^en 
f6n .Ätnirtimf , aue bem 3ttfh>nbe beö'Steacf)fena tn jenen be« Hbne^ 
men« übergebt j fo gibt ed not^ioenbtg einen S&erföberaJerdtjberfi*fti, 
j. ». x=Xo, für weld)en/(x) großer loirb, ala bie^aOB^rt^e^tpeUc 
biefe gunction i^nnimmt, *penn man % ^noc^ um et»aö wrgroßert ober 
»erfletnert/ b. 5. für tt>elc^en, wenn nur Ax« gehörig Hein aitgeitoia> 
wen unb fobann nac^ OefaUeu tJerringert voiti, foiyo^I 

/(^o) > /(xo 4. Ax,) ala aucl^ /(xj) > /(x« — Ax,) 

©tatt finbet. 3[)?an fagt in biefem gaUe, bie 5unctton/(x) weibefur 
X s= Xo ein ® r 6 g t e a ober ein SD?, a jr i m u m. ©e^t ober bie gunction 
/(x) ou^temSuHan^p bed »bne^mtna in jenen be* SBoc^fen« über, 
fo gibt ea %ien SBerf^' bon x, j. 83, x=Xo, für welchen, bei %t\fi' 
tiger Älein^eit b<fr Sifferenj-Axo unb. bei Mm noc^ f feineren SBert^a 
berfelben/ fowo^I 

/('f«) </(x„ + Axo) flf« OUC^ /(Xo) </(Xo— ÄX.) 

iU/ «nb für btefen SiBert^ «en x wirb bic gunetien ein Äleinjl«« 
oberem 9)7 i q i m )i «t. 



• '1 
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3m 3ußanb^ U9 SDIajimifma toirb alfb bU Suntttim grlßec; tinb 
int 3ufi<tnbe bed aRtntmumö.lEfridfr/ a(d iebec ber unmtttitbov <in (It 
gtettienbeii ^ bur^ ^i»^ d^ringe Shrtne|^rung obetr 93enQiiiberung ber 
veränberUc^en ®rdf e ^erbetgefit^nea SRad^bativert^e. 

2)a tine Function bei beiti %ott\d)teiten b^t oeranbcrltc^ett ®ti$i 
mehrere S07are aud bemSSBac^fen in bad llbne^tnen unb uingefe^r| über-» 
ge^en tann, fp finb and) mehrere größte unb fletnfle SSBert^e berfelben 
tn6gltc^. 2{ber jebed xmUt^oUe S&ac^fett fe^t ein 9<^r^ergegangened 
Tlhnt^men unb umgefe^ft i^oroua^' ba^er micb/ tvenn man fdmmtlic^e 
SBert^e ber Suiicfton nad) ben in einerlei @inn fortgefe^ten 2iuberun« 
gen ber uerdnberltc^en Srope orbnet / fletd ein SO?a;:imum mit einem 
!D7tnimum abipec^feln. Um md)t ju befldnbigen Unterfc^eibungen ^wU 
fc^en poftilpeh unb negativen ©roßten unb ^(einfl^n geuot^igt ju fepn# 
iboOen ivir bie 93eiie^ungen »wad^fen« unb>abRe^nten« -^ «großer« 
unb «fleiner« in bem fc^on in ber bretje^nten 93orIefung gebrauchten 
ulgebtaifc^^n @ittrie rte^meti^ fo baß im ^ufamraen^änge mit äUeu 
übrigen 93erdnberungen bie fie^dtib^n Minima äla 9Rajrimd/ itnb bie 
tiegattoen SRajrimd ala SRinima auftr^teh* 

Sd biirfte faum ndt^i j fe^n ju benterf^n / boß ^'xtt bloß oon beit 
felati^en größten unb f(ein{!en SBert^en ber gunetionen bie ütiht 
iil* &inb alte relativen SRajrima unb S9?inima einer Function befannt^ 
fo fann aua benfelben leicht i^r abfo lutea Waximum unb a)7inimum/ 
fomo^t tn drit^metifc^er/ a(a aUc^ in algebraifd[)er Sebeutung auage* 
fc^ieben werben* 

^a ber früher gebrauchten 93eiei(^nutig gemdß für baa unenblic^e 
2(bne1^nien oon Ax 

hm — /. (X) _ -j— , 

iü^tt aud^/ menu man baa Setd^^n von At jnberi/ 

fc. 5. «;„. /ll±^±Z^ « + /. (X) 

tft/ foerl^oltenbie2)ifferenieii/(x+Äx)— /(x) unb/(x— Äx)— /(x) 
bei ben fteinjlen SSBertj^en oon Ax/ fobalb /i(z) einen befiimmteu/ ooA 
ber 97uDe oerf^iebenen SBert^ beft^t / gewiß entgegengefe^te deic^^en/ 
unb ea ftnbet Weber ein ®röftea noc^ ein .Kletnflea ber Sunction/(i) 
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&tatt0 fonberti biefr Sunctto« nimmt (»li Um Sßai^tn oos x {o obet 
ab/ )e na^bem /i(x) felb(l pofitto ober tiegatii) erf(f)ejne. (£ö geben 
bemnadS^ nttr j<ne SBert^e t)on x ein SOPajrtmum ober tin Q}?{ntmuin bec 
gunction /(x) , fiir »el<fte ber 2)itferejiitÄl<|uotient /, (x) eerf<^»iubet 
ober unetibltc^ wirb/ b. ^. für ivelc^e/ nactr93efeteiguns ber babet allen' 

faHd entfle^enben S^rm ^ / bte ITtttQf b(of tm^ä^^er ober bloß imSlen' 

»er biefed Ouottenten oorfommt. Um bo^er biefe SBert^e 9on x ju er« 

galten/ muß man bie ©(etc^ungetf /^ (x) « o ^ ~rl-^&=s o auflofen. 

SEBeIc{)e i^rer fSBurjeln aber auf etn SJPojrimum / we\d)e auf ein Ü}?inu 
mum ber Function /(x)/ unb wefcfie auf feinet oon beiben fuhren/ 
muß nacb ben Seichen entfd^ieben ioerbeii/ \ve\d)e iie £)tfferenien 
/(x-f-Ax) — /(x) unb /(x — Ax) — (x) bei bem uuenblid^en Äbne^» 
men oon Ax in »ejug auf biefe SBurjefn an \id) trafen. 

2)ie ©efc^öffen^eit ber gunction /(x) , wenn «ßate x. eine ffiurjcl 
ber ©leicbung /, (x) = o gefegt wirb, laßt fi4 fur^ auf foIgenbeTlrt 
unterfu^en. SRan fubjlituire biefe äSurjel flatt x in bie folgenten 

DiffereniiaIquotien{en/,(x) =^4^, /^ (x) « ^^4^^ tc. bt6man 

auf einen fommt/ welker babet nic^t oeffc^winbet. Sr fep /» (x)/ fo 
f!nb wegen 

Ax» i.2.3....n 

tm. /(x±^»>-/(x) _ (± ')"/■ (X) 

Axn l.2.ä....n 

folgt, bie 3ei*en ber X)ifferenien/(x+Ax)— /(x) unb/(x— Ax)— /(i) 
bei ben Heinpen SBert^en oon Ax, ungleicb ober gfetc^, je nacbbem n 
eine ungerabe ober eine gerabe Sa^t i|l. Sm erflen galle gibt bie er» 
tod^nte SBurjel fein SD^ajrimnm ober afftnimum ber ;norgelegten gunc 
tionj im jweiten gaUe bietet fie aber ein SWajriraum bar, wenn /. (i) 
negatio, unb ein mnimutttf wenn /» (x) jjofitio erfc^eint. 

©ie »ejlimmung ber bei einer gunction u mehrerer wn einanber 
nnab^dngiger oerdnberridSier ©roßen x, y, z, .... (S^tatt pnbenben 

SWajrima unbaRinima Mßt fid^ auf bie fo eben vorgetragenen Ce^ren jn» 
rucffü^ren. 

%&t jene SÜBert^e oon x, y, «, , welche ufi±:/(r, y, £,....) 

Jtt einem iRa;imnm ober ju einem mnimnm machen, muß W ben 
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« 

Hetnpen aB«rt^en ber p^Mi^ önb negatto d^nmmmn Zif(mmtn 
£kx, ^y, J^Zf • • • • tm erjieit gaUe 

/(x+Ax, 7+Ay/ 2 + Aä/ . . . .) </(x/ 7/ z/ . . . 0/ 
unb im ixociun ^aUt 

/(x+Ax, y + Ay, 2 + Az/ . . . .) >/(«/ y^ «/ . . ^ .) 
fepn. aWmt fann, in fo fern \, ^, v, a, . . . . »erdiiberltc^e ®r4- 
f en anzeigen / fleta 

Ax = ^|/ Ay = :iv, Äa = a2, ..-.. 
feiert/ TOobttrc^rtrf)biet)orne9enbe2(ttf9abebaraufrebuctrt> x/ y/ »f •• 
fo ju kvä^(en/ baß bie Sunction 

>(3l) «/(x + A^, y+^^/ z + ^5, . . . .) 
für Xa=»o ein 9Wojrimum ober ein SUhnimum wirb/ welche ®eft^ bie 
©roßen g, v/ 2/ . . . • ««* ««w« ^^^l^^« mögen. 3« biefem Cnb« 
muß erjllic^ -F,(:^) « ^^ f"t ^ = o entweber »erfd^winben , ober 

«nenblicft juite^men. SSetrad^ten wir bloß ben erflen biefer gttOe aW 
ben am ^iduftgflen oorfommenben. 
Offenbar ^at man 

wel^e ®r5ß< nur bonn fut jrte» g, w, 2/ . . . gW«^ 9?«n »«»N 

wenn bie ©leic^misen ^«Or ^ = *'' 37 ~°' *^'' ®*"" ^"'' 
ben. i&i«rflu« eraeben fJ<^ , ba bie jjattieHen Stffereniialquotienten 
4^- ±1, —,.. , imOTgeroeinen aW guncttonen »on r, y, a, . . . . 

di dy dt 

etf<!^einen, «Berthe für x, y, z, . . . ./ «nter welchen bie iUP?fuf. 
Wfung bet 2(uf3abe bienlicf)fn gewiß »oc^onben |tnb. Um bief» le^fereH 
^eraufl ju puben , ntuj man bie ^ö^eren Differensialquotienten ^,(0), 
J", (o) / «. öuf bie oben erH4tte «Seife berürfftc^tigen. 

e« f«9 j. ». ut=/(x/ y)/ fo ijl/ wenn r, «, t bie in bet »iec 
unb oletiigPen SJotlefung gebrauchten Äebeutungen ^aben , 

F.(o) « rf + » sgt. 4. ti,» « r (g + i 1;)* + (t - f ) «*• 

@inb ttlfo r unb t — - fttc bie®ett^e »on xmij, für »elclje 

bie pttttieflen 2>ifferenjialquotienten j^= p, u»b ^ q »etft^win- 
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^tif jtigTeic^ n^atm ©rSßeit/ fo mtrb F^^Co) ftlr jebed | unb v nega-- 
tiv / unb ed geben bie ertt^ä^nten 9B«rt^e ber 93ariab(en ein SKartmnm 

oon u; frnb^ unter benfelben Umfidnben r unb t — - iUQlcid) poftttV/ 

fo n^trb F, (o) für jebe6 | unb v )>ofitii>f unb e$ ft nbet ein SRinimum 

Dpn u ^tcitt] ^ahen r unb t — — »erfc^ieb^ne 3«ic^«iV fo fallt JFt(o) 

für gewiffe SBert^e pon | unb v ))ofitio/ für anbere aber negativ auf/ 
unb beß^alb fann 9on feinem Maximum ober S9?tnimum ber gunctton « 

bie 9tfbe f^^n^ ergibt ft^ t — ^= O/ fo befömmt ^«(0) ßf<^ bat 

Seicf^en von r^ audgenommen tt^enn | unb v fo gemd^U werben / baf 
r$ + »v« folglich aud) ^&(o) uerfc^winbet/ |inb ea beftnbet fic^ u im 
3iiftanb^ beö S9^aximum^ ober 9}?inimum$ / menn ber erfle bei biefer 
^nna^me von $ unb v t^idyt t>frfc^it>tnbenb^ unter b^n !DifferenjiaI<|uo« 
tienten ^3(0), ^4(0), :c. einen geroben Seiger fu^rt, unb mit r ju* 
gtetc^ negotii) ober pofttio erfdE)eint. Snbera Solle/ menn r/ s, t gleich 
9?uU mecben/; olfo i\(o) für jebed g unb v uerfd[)imnbet /. muf roan 
ebenfalia auf F3 (0) , ^4(0)/ jc. übergeben. 



Ta^ 
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übet t>ic*3:o9lö?fd;e unt> gnaclaürln'fd;c ^ovmet. 

4 ... 

^ie in bet »ot$«rge^be» SJotUfung jue »efHmmuns b«» 
«Berthe« eintt in - überge^enben gunction »orgefrage ne SWet^obe Idßt 
|i^ att<^ auf bie S«tn>trfetttngb<62fu«btu(fee/(x+Ax) «nein« n«<ftben 
fleigenben ^otenjen b«t Stffmn j A x georbnete ptti^ «mMnbw.- 2»entt 
ba in 83eiug anf bo« unenbltd) flein Serben oon Ax 

Um. /('+^^x)-/(.) ^^^(,) ^ if^ - - • 

ih fo t'eHt «If'nbar /<«+^^'>-/<^> «,« jwei Steilen, >w»'on ei. 

mf, (i) »Ott Ax gttt nxä)t o^Ängt, «nb ber jwette, welchem wir bie 
görm w.Ax gelren woBett/ bei bem unenbK^en Tlbne^wen w» Ax 
unenblit^ ««in »irb. e« i|l bemhacl> 

/(X+AX)-/(X) ^^^ ^^^ ^. M.AX 

/(x + Ax')-/(x)-/.(x).Ax ^ ^^ 

SBirb AX »iebet in ben Sujlanb be« unenMit^en abnehmend »er« 
fejt, fo »alert |J(^ w, o|«e gnbe einet ©ren^e, weCc^e man bufi* ben 
«Berti fennen lernt, ben biefe ©töße für Axä* o. aninimmt. TttfP 

bet JBrn((> ^^ ^ y. . ^ a , 

/(x + A x) — /(x) — /, (X) . Ax .... ^^ 

ge|t unter biefet 2(nna|me in.j über; ein ®Iei(f|ea gefcl)ie|t mit bem 
Quotienten jwifc^en ben in «Bejug auf Ax genommenen Sifferei^ialien 
feine« 3ä|Ier« unb SRennet«, nämricl> mit , . .. _ .. - .. , 

/.(x + Ax)~/.(x) . 

aAx *- . 

man m$ ba|er ben Söller «nb Kenner biefe« ^'^^«^ »'"*;* "^* 
ein mi in ^injic^t auf Ax bifferenjite« , unb tn ^em SRefuItate 

/«<'4-»^> ,jjj Differenj Ax gleich ffinV. fe&en, »obur(^ ft(^ •'^*^"'?; 

aie ber Sert| »on w. für Ax« o ergibt, ©iegotm ber mit/» be-:. 
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flimtnt/ tpte toiv ed in ben fruf^eren 93orIefungen/ beten 95eietd|)iiuiigen 
wit ^ie^ burc^ge^enbd betbe^aUen / get^an ^aben. Sa i|l alfo bei bem 
unenblic^en 2(bne^tnen t)on Ax 

^wn. j-j SS 7/j (X) , 

weßmegen man auf d^nlic^e SSBeife n^ie oor^tn 

ober /(^ + ^^) -/(^) -/» W > ^^ - 7/.W > ^^^ =^ «, 

fe^rn fann. 

gut A z ^ o nimmt co^ bie Socm - ah ^ baffelbe finbet bei ben 

S^efuUaten &tattf mld)e fid) ergeben/ menn man ben Sanier unb ben 
Slenner biefea ?Xudbrucfe6 jwei 9)?al nac^ einanber in Sejug auf Ax 
bifferenjirt. Srfl eine britte 2)ifferenjiation oerbitft und {u bem 0er« 
t^e oon a>2 unter ber gemachten ^Soraudfe^ung* 

(gr ijl ==9-~ fs (x), unb beß^alb ^aben »ir 

/(x + A.)-y(x)-./.(x).A,-f/,(x).A»^ J_ , 

2)ad ®efe|^ ^ nac^ welchem biefe Mec^nung fortf^reitf t / f4Dt U* 
reitd in bie 2(ugen. . gm Mgemeinen ftnbet man * 

/(x+Ax) -ytx)~/,(x). Ax- v/a(x), Ax^^....- 3 3^^^(^_,/ »-« W • A«— 

/o (x) + «o • A X. 



• a . 3. . . . (n — i)n 

S^uc^t man aud biefer (3(ei4iung /(x-{-Ax)/ fp ^at man bie un« 
ler bem Flamen bed {aplor'fd^en&e^rfa^ed befannte Soi^mel: 

/(x+Ax)«/(x)+/,(x),Ax+^A(x).Ax* + i/3W-Ax» + lC. 

9}immt bie Stganjung c>>»Ax»'^' ber Steige rex^ter ^anb M 
®Ieid|)^eitdieid^end unenblic^ ab, ivenn n unenb(i(^ grof loirb/ f» Uft 
ftd^ /(x -f ^ ^) l>ur(^ bie unenbli(^e Steige 
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batfleffen. g« ijl betnnac^ ^5c^il xa\^t\%, ben »«trog biefec grgdn» 
jnng in i«bm ettiielnen gotte 6eurt^«t(en ju Wnnw, »oja folgenbe 5&<» 
trttt<>tuitgen ^e^dfflic^ fejn werben. 

2>ie $tnfl(^tlt(^ b(d unenbltc^en ^ne^mend «on 4x ©ttt« fta» 
benbe (Breit^nna 

«m. Jjr CS/, (x) 

«eigt, baß ba« 3(t'(^en »on /(^ + a«> - /(x _ ) j^. ^^^^ ^^.^^^^ ^^^^ 

t^en bec ©iffrrenj A» mit ienem eon/. (x) iifi(r(inf{inimt^ alfo im »tt. 
gemeinen /(x) innerhalb gemiffer, ivenn anc^ einanber fe^r no^e lie« 
genber ©renjen bei bem SBac^fen von x »4«^ ober abnimmt/ jenoi* 
bem berI)iffetenjiar<|uotient/.(x) ))ofitio ober negatio ifl, wie »ir be» 
rette in ber oor^rrge^enben 93orIefung beraerft ^aben. 

hieran« folgt, bog. bie gunctioii /(x) , wenn x jlufenweife oon 
X, in X, 4- 4 X. übergebt ,, ft((> fortwd^renb in bemfelben ober im entge* 
«engefeften ©inne mt x dnbert, \t nac^bem /, (x) , innerhalb beffel. 
benSnteroane« ber SEBert^e be6 x, flef# |)o(iti» ober flet» negatio bleibt. 

JBetrac^ten wirnnn bie Function J?(z)«=j/(x+2)— Az-, worin 
A eine befldnbtge ©rd^e unb n eine ganje »>ef«ti»e 3a$l bebeutet, unb 
nehmen »ir tjre n eri^en auf einanber folgenbeii S>iffereniiar()uotientcn 
tn »ejug ouf bie t>erdnberli(^e ®raf e z j fo ^ben wir 

^'^'^^^-dT^Mr + z) - (n-i)nAz-v 
^'^'^'^d? =/»(* + «) - (n-a)(a-i)nA«— 3, 

F_.(z) = ^■^i!>.--y;_,(,^jj) _ a , 3. ..(n-_i)nA», 

»JE» ^ * 

6« fq» /(x) fo bef^affen / ia9 bie Differenjialquotienten /, (x), 
/j(x), tc bi«/o_,(x) fiJe,x=sx, »erfd^winben / fo werben fammtlit^ 
Sunctionen P,(z), F^(z), «. bi« JF._.(z) für xesx, nnb ««o 
«uf SRnÜ rebncirt. 



I 

I 
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meinten mir tiuti an, A fe^ im otgel^ratfcffen @mne hex flein{le 

SBmi^/ feeffen bet Cuolient ^"^^'^ fd^ig t(l, »d^renb bie 93er« 

4abei:Iic^e ik putd) alle. beuf baren S^Difd^enflufen ^on Xo in Xo + ^^o 
übergebt ^ wohei wit, um einen beflimmten ^aQ oor jlugen ju ^aben/ 
4xp eine j^ofltioe (9r$^e fe^n laffen/ fo ifl/ n)enn.^iec unb ^ berSoIge 
fletö X = Xo gefegt wirb / F^ (z) für aUe SBert^e ber oeranberK^cn 
(3rope z oon o angefangen biö Axo ))ofitiu;.ed md^fl alfo ^.-i(z) nn-' 
fer benfelben Umfidnben ununterbro^en. 2fber Fn-, (z) oerfc^winbet 
für z=o, ba^er i(l isi^i(z) für ade innerhalb ben ©renjen o unb 
Axo liegenben SBert^e oon z eine )>oftttoe ®röße. 2(u$ beinfelben ©runbe 
jinb auc^ bie ^6^eren IDifferenjtalifnotienten Fn~<(z)/ i^n^aC^)^ • •• 
. . . Fii^)r JP,(z) Don z=aEo ti6 «caAxo pojtttoe Orißeit/ wov 
avA f\^ enblt^ f4|(teßen lä$t io$ bie {Function 

P(z) »/(x + z) — Az«, 

ti^enn x=Xo tf!/ unbz i)on q angefangen bid ^x« fort fc^rettet / un« 
unterbroÄen wdcftjl. 

9!|}irb nun be^ er||e SB^rtl^ ber Function P(z)/ ndmlid^ 

Ho) ^nOf 

9on bem legten $E3er(j^e berfelbeu Function / n4mlii^ von 

-F(Axo) «/(xo + ÄXo) -- AAx; 
obgejogeu/ fo mu^ ein pofitioer 9te|l bleiben; b. ^. ed tft 

/(x + AXo) -/(xo)— AAxJ; 

folglich auc^ /(' + ^^)~/(^o)._ A 

eine pofitiue (Srope. 

2luf biefelbe Htt fann man jeigea/ bd^ menn A ben griften 

SBertl^ oorfiellt , welcher bem Quotienten — ^^^^^ — fiir atte ffie«^ 

1.9 ,9» • « D 

beö X oon Xo bid Xo 4- A^o i» 2:^^il wirb/ 

Ax"^ . 

o 

eine tiegattoe ®rdpe ifl. 0iBb alfo bie (|ud ber 5unctioq/(x) entfprin« 
genben 2>ifferenjtaIquotienten 

/i(xo)/ /i(xo)/ /aCXo)/ . . . •/•--iW 

fdmmtlic^ glei(^ SIuD/ fo fällt/ wa6 au^ Axo immer für eine fefitive 



®r6fe (ebeu(eit mag/ Ut^ext^ be$ dnotienten - 
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imifd^cit ben grd^ten unb flemften Sßert^/ we(dl)en •^° f ^^ — »oo 

^ i.2*3...n 

x=Xo angefangen btö x=Xo+A<o er^dlt. 

®i^tfn (x)/ t^et btVfer SJerdnberung bea x, au^ jeb^m Sufhuib« 
in ben ndc^fflfolgeitben bnrc^ aUe bmfbaren 3mifc^enf}üf en über / fo 
f ann mm ben OuodetUen /C^o+Aio)-/(xp> ^^jp^^jj^^^ ^j^ ^^^^^ ^^ 

SSBertj^e betra^lten , wtl^tn bie Function 

/n(To + eil»o) 
I • 9 • 3 • ^ • D 

annimmt/ inbem i^on berlRuUe {ut Stnj^eit bnrd^ oDTe mSglt^en BtDt? 
fc^enflufen fertf(4retM« 9Rtt F^icf^ter 99?u^e gelangt man ju bemfetben 
Stefultate/ wenn 4 x» einen negativen SBert^ beft|t ; ed befielt bem« 
nac^/ wenn eine ^foptm^ bie (Sin^eit nicf)t uberfleigenbe 3a^I an« 
jeigt / unter ber oben audgefpro4)enen ^orauöfe^ung 

/t(Xo) «/»(Xo) =/»(r.) = W. t*/._r(x.) =3 o 

, V /(To+Al.)-^/(«,) __ /. (Xo + #Ax,) 

^ 'A x" I • a . 3 • . . . n 

o 

< 

!^u^ biefer ®Ief(||ung folgen fogleic^ bie in ber vor^erge^tnben 
93orIefung auf einem anberen SBege gewonnenen (Srgebniffe. Caffen 
tvir ndmltc^ in berfelben Ax^ in ben 3u0<^nb bed unenblic^en 2(bne^« 
mena übergeben / fo wirb 

Kt^ i.a.3...ii i.a.3...n 

Sien fo ifi fut F, (x.)==i?»(x.)=^f, (x,)=tt.=jF.-, (x,)sao 

/^ K + At.) — /-(xq) Ä (i,> 

U/n« I I — ^ j / 

^ x" i . a . o . • . ri 

^^'9'^* ^'^•/^(xo+Ax.)-i^xx.)-/r(i;j^ 

iinb Wfnn auc^/(xo) unb l^(xo) gleich 97un ftnb: 

allee/ wie wir et in ber opr^erge^enbcn 93orIefung gefunben l^abeiu 
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0e^en tmr in ber ©Idc^ung (i) Xocso; nehmen toit fernet an, 
ci fep /(o)so/ unb [einreiben wir F flatt // unb Ax flatt Azo/ fo 

Doraudge{«^t| bog fputp^Ibte Suncttpn jP(Ax)/ oia ou^ i^^^ ^-—^ 
onfangltd^en 2)tff^renitarquodenteii F^ (At) / F^ (Ax) , tc. bt« F«^i (Ax) 
für A X c= o oerfcbtt^tnben. 

X)ie @(ei4ung (z) fü^rt nnd fogleic^ gut $8ef!tmtnung te<»9te{l(5 
ietZai)lo f^d)tn Steige. 2>enn f(|en wir. 

F(Ax)« 
»=/(x+4x) -y(x) -/•.(x).Ax~-l-/,(x).4»* - 7^/.(»)-Ax» -.- 

/»_,(x).Ax— / 



• • • • 



{o ^aUn mit burcb fortgefe^ted 2)iffereniiren in SBejug auf A x : 
J'i(Ax)=/.(x+Ax)-/,(x)— /,(x).Ax— J;/3(x).Ax*-.. 

/._.(x).4X 



• • 



I • • • 



1 . 3.3« • . (n — a) 
•F» (Ax) =;/, (x+Ax) — /, (x) -r/, (x) . Ax — . , . . 

1 



• • • • 



J'»(A')'^/»(x-hAx)-/a(x)-....- ^^3/^^_^^ /^.(,).Ax^ 

u. f. w. 

F.-.(AX) =:5/„-.(x+Ax) — /a-,(x) 
^.(Ax) =/b(x4-Ax). 

Sa-nun ^ler bie guncttonen F(Ax)/ F^ (Ax), F^(j^t), F^(A\) it. 
bid Jsi^, (Ax) lotrfttcb fü^ Ax e= o oerfc^imnbeii/ fo fann bte @rei' 
c^ung (q) angewenbet werben. 0te gibt/ ba Fn (0Ax) in unferem 
gane =/a(x + eAx) i(l; 

/(x + Ax)-/(x) ~/.(^)-Ax - -i-/,(x).Ax« -IC 

5 r/n-. (x) . Ax»-» =- ^ u J ^-^ 

/(x+Ax) =/(«) 4./,(x) . Ax + -L/.(x) . Ax» + -4t/,(x) . Ax» + :e. 



• • • 
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wcltit eine güit{e pofHiUp tte Cm^etY m^ft ütettreffenbe So^T anjetgt 
S^ifl ütfo bte Srgdnjttng ber £ a 9 U r'fd[^n S^et^e otif tinc'U\d)t ju 
benrt^ilenbe gorm sururfgefB^rl worterii"' -• ' • 

©ie SapIor*fcf)e ^otmel fann gur -Siititncfefung bet ijtincf iotiett 
m Stilen gebraucht I9etb€nv tventt bte X>ifftuniiaiioMu^tth biefet 
Suncttonf R unob^dngtg von gettanntetr Sntmitfetutig bem^fen werben 
ftnb. 

9toc^.btenIi^^r.t)I ^fe)u oft bteSD^i^j^tauriii'fi^ gotivA me\4)t 
man letl^t aud ber £ 9 1 r'fc^en er^dU/ wenn man in berfelben x=o 
felfty unb fobann ber Smfad^^eit lo^gert' ben l&it(^f}aben x ftiatt Ax 
f^rtfbt. 0ie ifl 

/(x) =/(o) +:A(o) . X +^^ +^4^ 

, /n— i (O) . X»-« . /» (Ö X) . X" 

' "T* • ' ^ ' * ■ ■ ■" "1 ■ " » * ** ' ^ 



I« 



« • • 



SBir ^aben j. 93. tn ber bret « unb oier. unb tM'erjtgflen ^orlefun^ 
itnab^dngtg oon ber SnttoicFelung tn 'Steigen beriefen ^ baß für 
f(x) s=s tin.x bie SfeidHingen /, (x) = cos.x/ /, (x) = — w/i.x, 
/s (x) = — COS. X , /^ (x) = sin. X / u. f. n>. ® tatt pnben. €6 t jl alfo 

y'(o)=o, /,(o)ö3i, y;(o)=o, /3(o)=— 1; /^(o)=o;, tc, 

bo^er 

1.2.0 * 1.3.3.4.5 * i.a.3... (m+i) 

., ( — 1)0+» Wn. (6x).x»»+» 

* 1 . 3 . 3 . . • . (an 4* 3), ' 

iDobet bie (Tonoergenj ber Steige für ieben SBert^ oon x aud ber ^otm 
ber Srgdnjung fogleid^ in bte TiuQtn fdOt* 

^ Me in bem 93or^erge^enben uorgetragenen @^Itijfe fe^en oor^ 
au^/ baß bie oerdnberlid^e ®röf e x feinen particuldren SQ3ert^ erhalte/ 
für welci^ei^ entweber bie Sunction/(x) felbfl^ ober bie ^Differengialituo' 
ttenten /i(x)/ AC^)/ /sCx)/ ic. t)on irgenb einer ®teDe angefangen 
utienblic^ werben. %titt biefer %üü ein/ fo wirb /(x -)- A x) / obfc^on 
btefer (Sroge ein beflimmter/ angebborer 9Bert^ {ufornnit/ burcbunbe« 
fltmmte ©rögen bargeflellt/ worauf {u erfr^en ifl/ baß bie Sntwicfe« 
lung ber Function /(x 4* ^ x) in eine nac^ ben jletgenben ^^otenjen 
^on A X mit ganjen po^itmn Sjrponenten fortfcbreitenbe SRei^e unmög- 
lich tjl/ fonbern bafiir eine anbere gorm gewd^It werben muf / wooon 
man ftc^ burc^^ einfache iBeifpiele Uii^t überzeugt« 
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DerdnDerltc^er ©cj^ßeii libertvag^n. SetradS^eit iptr bipf eine Sunctton 
i^Deter oerdnberltd^er ®ropen .u e=:/(x/ j)< unb entwicfeln »ir 
/(x -|- Ax/ y 4* ^X) ^<^4 ^^" fleigenben ^otenfen «on x unb j. 
@€^0n imr jr por ter^anb ald befldnbig an/ fo £tbt und bt> iai^Ut** 
f4)e Sornul/ wenn »tctd allen :Differenit>ttonen dx al6 con^ont be« 
^anbeln : 

^ • 'ax 'rix* 1.1 *ax' i.a.o 

^ I * • » - • 

Saffen wir nun ^ter j tn j^f ^7 uberge^n/ unb wenben nrirbie 
^aplor'fc^e formet auf jebe6 einjelne ©lieb biefed 2(uöbru(fed.on, in« 
bem wir bie in ber oier unb oterjigflen 93orlefung gebrauchten $Beiei((>^ 
tiungen leibe^alten / ibobur^ j. £• 

« 

an btV Stelle oon ^-^ fSronit/ fo ^aben wir: 



^a.3L<'x» ^ dx-^dy ^^ dxdy-^ ^' ^ d^i ' ji 

S)ie numerifc^en ^oefftcienten ber ©lieber ber ?ludbru<fe inner* 
^alb ber klammern jlimmen mit ben {ßinomialcoefftcienten uberein« 



!■' Tti %%t*miKmM 



1 



/'■ 
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Sieben unb Diersigjlr^orlcfönö. 

« Übei; Sa^iran^.e'd Uiiife(;ruhgdformeL 



X 



@d ftp . u 



I «• ' I « 



Witt F, S, 9 )9te ttntner geformte SmicjttiMifii/ :un^ x/ s pon eJAM^ 
ter unab^iitg^ge perdn>erltdt)e' ©ropen oiiietgen. 9)!aii foK u burd[) eine 
häd^ 15fn .jUigenteu ^tiU\\{%xi tK)n x fortfc^reitenbe 9tet^e autbhicf'eit/ 
in ivelc^er alfo bie Soejjficienten biefer ^otenjeii gunctio^ien Den «.«alf 
lein finb. ' , , .. , ., ' 

«ejetcf^nen wir btrför x'?=t> ©tat*t -ff n^enben fSSert^e ber Siffe» 
renjialqupfienten . . ^ . , 

unb ben SBertb ter ^unctiott n unter berfelben 93prauafe(ung burc^ U/ 
fo ijl nadS) SWacIaurin'a Sonri«! ' .:;. : 

TT I TT ! ^4** I ^»^* I 

(Sa fommt a(fo barauf an/ U/ U^/'U»/ U,/ « ^ . «bnrc^ % 
borjufienen. 

Da 7 für xttso in/.(i«j( »b^rgt^t/ fo.^at.ntan tx^Xxi) 

'^aa bifferenAtre nun bie S^nction u = jF(7)/ nnb erhalte 

buburcb , 

fo ergibt fic^/ n^etl y eine Sunctton 9(^n x utt^ z/ alfo 

du= 1^1 (y) 3^ du + r,(y) llrf«, 

n^oraua bie partieHen 2)i{fereniiaI<|uotienten 

taste man Ietc^l|ie^,ifnbet unter tenfelben folgenbe ©leic^ung 

. . ' ' d\i dy du dy 

^^^ ' 7t 'dl '^ 71 ' 31* 
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©a bei bem Differenjiren t^on j =/[» + «9 (y)] ber ^btlbrtuf 
<s + ^ 9 (7) f ^ ^^<^ ^^^^ f tnjelne Derdnbevlid^e @rope Pet^It / fo 
fann man 

ober/ w^nn man ^9 (y) «=: 91 (y) rfy fepn Wßt / 

dy « /i [a+ x?(y)] . [rfz .-{^ y<y) dx + k?4 (y) «ij] 
f)i0em 2fu$ biefer ©letd^itng folgt 

dr = /iC» + ^?(y)J'?(y) ^,> I, A^+x^Cy)] ^^ 

• "^ i-^?.(y)./i[« + x^(y)] "^ »-»Viü>-/i[»+»?(y>J ' 
btf^et ^at man 

£y j^ ACg + »?(y)] - ?(y) 
«nb ^^ .,. ^'}\^^V'^2 .n ^ «^f^ 

2Die ©letf^ungen (1) unb (2) get^n 

(3) ..... ^msfij).^.. ■,- i 

gut X sa o »«rt 4^ = /. (2)/ 



unb bcmnac^ ü» e» 9 [/(«)^ . F, [/(z)] . /, («)• 

S$ Idpt flc^' immerhin eitle Function oon y benfen / beren SMffex 
renjial = 9(7) . F,(y) /dj «=3 9(7) du tjl. SSe^eic^nen tt>ir biefe 
Function burd^ u^ / fo ^aben wit 

-57 = ?(y).5ri' 

folgli^ toegen (3) 

unb (ierauj 

d -^^ d ^"^ 

2(ber ber ®Ieid^un0 (3) liegt blof bie ^orauefe^ung / bd| a rior 
Sunction oon 7 tfl^ jnm ©runbe^ o^ne bie S^rm btefer goitctiait 
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ni^et anjugeben. X>it txto&^ntz ffilek^utig Uft ftc^ ta^er au^ auf bit 
Suncttoh Ui onwenben > unb ed tfi fomtt 



dl?- dz 

d^ 



df.W^l 

<*) d^ = 51 • 

2)iefe (9Ut(f)un9 ber^tlft m» ju bem Iffiert^e voti U^ ; Sir ffnbeit 

^» dl 

93etra(^ten »ir ferner f (7)* . -r^ al6 ben «uf x ftc^ ictie^enben 

)>arttenen 2)iffereiiiiarquotienten einer Suhclion 9on ji bte wir o^ nen^ 
neii wollen > fö ^aben xoiv meiert (4) 

d ^^ 

d^vL ^_^ ' dn d^u^ 

d X-" 11 äz^ ' 

d^Um d u^ 

p # f-t ^'" ^ä^* d\ 



ober 



dx» dx dt? 

mmx ifi ha« (3) ^ - ^ (y) , £^, 
ba^er beilegt bte ©(etc^ung 

<ix» '^ d%^ 

^ud berfelben (Ergibt ftc^ 

?(ud bem nnoer4nber(tc^en (Sänge btefer Stec^nung er|^eDet/ bäp 
uberbaupt 
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fepn muf. 

3P alfp 7 =/[« + *?(y)]' fo l«t man im "Uüitmtintn 

(7) ^(7) « -FC/C^)) + ? (/(z)) F, (/(z)) . /, (z) . X 

~ d*» * 1.1.3 

, ^. <^z* 'i.a.3 

SBenti Meß y = z + x y (y) ifl , fo ^at raa» /(y) =: y , alf« 
Au^ /(z) = z unb /, (z) = 1 , fplglic^ 

(8) FO^) ^ F(z) If y(z) . f.(z) . X 

d f 9 '(7,)» . F, (z)] x5 



+ 
+ 

+ 



dz * I . 3 

<*[? («)' • i^, (a)] X» 



rf 2* ' l . 9 . 3 

tPf? («)« . F, (Z)j • X4 



JCfef« Sotmefrt »eröonfen n>« Den Sötmu^ungen Ca g wage'« 
u»b fioplace'ö. 3)?an fann bet re|teren (8), meld)« untet ^et gönn, 
»«nii x=i ijl, juerfl »on Sagraiifle aufgeflent »url>e, fügli«^ bco 
Siamtn bt'efed großen 2(nal9flen betUgen. 

2Bir wpQen nun ^on Un gefunbenen JÄefulMten jur 3(uflcfunj 
be« unter bera Kamen ber Urafe^orung ber SJet^en bcfannten 
f)roMem« na4,3o^ann gr(ebri(^ 9>faff« 2fnleitung (Disquisiüonei 
analyticae. HelmsladU i797rpag. a52) ©ebrauc^ machen. 

<£« fe^ X bur^ y minelfl ber 9tei^e 

(9) x =s a.y + a^y* + 837' + a«y4 ^ ^ 

in »e^er bie Soefficienf en a., a„ a,, a,, »on y unal>$4ngij 

(inb, gegeben; man foB y burc^ x in einer nac^ potenten ber feftteren 
®röf« fortfdlireitenben SRei^e barjleUen. 

SRan fe^e 

wobei 1^ aW gnnctiouajeitfeen gebraucht wirb, fo i(l oermoge (9) 
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welket Oletc^nog man aud^ bie %otm 
ttt^iltn fantt. i&$t man nun in (8) 



fepn/ fp ergibt ftc^/ ^a mesni 



BSO/ f(y)'«^ unb jr(jr) fca 9<jr) 



t{i/ wenn man bec Awcit wegen ben^iffereniialquottenten — ^^-^ — ^ 

burc^ ^r(z) bejetc^net: 

• •• • ■ 

Olun ftnbet than / wenn man in 

ferner ^t man 

alfo/ wenn man fidS^ bte 9potetn 

(«1 + «.y + a^y* + B,j^ + )-('tO, 

aOenfaDd burc^ fortgefe^te 2(nwenbung bed btnomtf^en Se^rfa^e6^ enh 
wicfelt benft / unb bad Stefuftot biefet Sntwuftlung burc^ 

— (rti) -(rti) -(Tti) ^ -(rfi) 

Ai + Aj7 + A37» + A4y» + . 

»orfleüt: 

-(rfi) -(rfi) -(rii) -(tf«) 

y(y)'t. =s A. + A,7 + A,y* + A^y« + , 

nnb ^terauft 

— (rfi) -*(»♦«) 

■s 1 . 3 . 3 . .. (r — i)rArti +a . 3«. 4 . . . r(r4->)Artty+tC.f 

-(» + •) 
folglich *r(o) = 1 • a • 3 • • • • (r — i)rArf •• 

<Sd tjl bemnac^ 
;^=rA, + ik,x + rix» + rA4x' + ; • • •' 

21 * 



324 

ober »egen ^ (y) e= x 

(lo) y sTa^x + rl^xt + Ta,»» + Ia^x* + 

bie oerlongte burc^ Umfe^rung oan (9) ^ntfte^enbe 9Iet^c* 

SBiO man fogletd^ trgenb etne ^^otenj von y # {.83. y" burd^ x 
audbrücf en f fo finbet man auf bem ^ier betretenen SBege / menn man 
in ber obigen SRec^nung JP(y) = 9 (y)"* annimmt/ 

S6 f ommt alfo 2(aed auf Vit SMIbung ber Soefictenten ber (Snt^ 
micfelung jeber beliebigen ^ofenj einer Steige/ n^ie 

(1^) »i + ^ti + ajy» + 8,y> + =/(7) 

ifl/ an. 3» biefer 9)tlbnng fann bie SR a cl au rin'fc^e formet bei^u^t 
werben; . @e^t.ma)t ^ 

' BOB« 

(i3) (a,+a2y+«3yH"4y '+•*••)** =? A|+Aay-fA3y*+A4y»4- 

= g{y), 

fo gibt biefe formet mit ^Beibehaltung ber bia^er gebrauchten ^titx^ 
nnng ber £)iffereniiatquotienten i . 

Ai =i 8(Q)/ 
At = 5i(o)/ 

. . As == 7— 5t^o)/ 

1 • a 

&lun t(l 5(y) =/(y)« , folglich 
8.(7) ~n/(7)-'/.(y), 

S»(y) = »(n-^iVö-)— /.(y)» + n/W-'/aCy)/ 

5»(j) = n(n->)('»-2)/(y)-'/i(y)'+3n(n— iVOr)— i/,(y)/;(y) 

+ "/(y)— '/3 (y) 

ti. f. w. , 

»Ol»« /i(y) — H-Y 2»37 + äa^y» + 4«iy» + . . . * 
/t(y) == 2«j + a«3»4y + 3.4iijy» + . . 
/j(y) s= 2. Sa« 4- 3.3.4ajy + . . . . 

u- f. XO. 

t|}. 4>K^<tr^ jtntet ntAti . 



• . 



r 



325 



(14) A, = a-, 

a 

Ai = n a»-» B^ , 



A ii(n-^i)(a — 2) ..^ 8 I • \ ■— « I «--1 

u. f. ». 

.♦# 1- 

B a a n 

3»iWen .brn.SccfpcienUn-Ai/ Ai/ A^r A^^ • . . . »elc^e 
man bte ^olpnomtalcoefficttnten au neiiq^u f fleot/ ftnben eiti' 
faift SKelanonen Statt/ vermöge wtlc^en jeber [)p4f«re t^rfelbm au# 
brn berettd befannten früheren berechnet werben fann. X)iefe laffen fic^ 
mit ^u(fe ber (u fold^en Swetfen ^6(^fl antoenbbaren Stfferenjtalred^' 
nung auf fpigenbe 2(rt fnben. 

2)tferenjtrt man bte ©leic^ung (i3)/ fo er^dlt man 

n(ai + a27 + a3y* + a4y' + --^)^""H«»+*«s7+3a4y» + •..*) = 

= A, + aA,7 + 3A47» + .,. . , •; 

ba^it, wenn man beiberfeitd mit a^ + a^y + «sj* + »4 7* + • • • • 
multiplicirt / unb auf (i3) Stucfftc^t nimmt/ 

a a a a 

n(A,+A,7+Aj7»4-A4y»-| )('',H-aa,y + 3a4y«+....) = 

a a a 

t=:(A»4.2A3y + 3A4y»+.,..)(at+aay + a3y» + a4y» + ....). 

Orbnet man beibe Steile biefer ®(eic()ung nac^ ben fleigenben 
^otenjen oon j, fo ftnbet man, ta bie (Soefficienten ber gleichnamigen 
^otenjen biefer ®r60e biejfeitd unb ienfeitd bed ©(eid^^eitateic^end 
überetnfltmmen muffen/ , 

a a 

a| A^ =: n a^ A| 

a B a a 

aa^Ay -|* *2^t ^^ na^Aj -|* ^inaaAi 

a a a a a a 

3a|A4 -f- aajA, + ajÄ^ =■ na,Aj -f- anasAj + 3na4A, 

u« f. W. / 
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«Ifo 



A. 



n ii^ A^ 



A, =B 



A4 



<ii— i)atA.^4-2iia3A4 



sa< 



(n -^ 9) a^ A5 •}-0>^ •— 1) a, A2 -f 3 n a «A^ 



•3aj : 

^Oe tu biefer SSorTefüng angefieDteit Ste^nutigen geTUn )ebo4 
nur unter ber !Qoraudr<^|ung ^ baß foxoo^l bie gegebenen ald w^ bic 
gefttnbenen Steigen eonbergiren. 



* t ' 



■»"■^ 
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Über bad S^^^^d^^ gebrod[)ener rationaUt^unci« 
tioncn einer )>eranberli(i^en ®ro$e in ^attiaU 



©, 



i< 



er Umfianb/ bap mel^rere gebrod^ne Functionen burd^ ba9 
befannte 93erfa^ren/ ndmIidS) burd^ dtebuction auf einen gemeinfc^^aft'' 
liefen 97enner unb ?10bition ber tiefem entfprec^enben Sanier in einen 
einjigen 93ruc^ (ufammengeiogen n>erben fonnen/ oeranlaft und bie 
für bad S^Igenbe febr wid^tiQ^ Unferfuc^ung t>oriune^men/ ob ed nic^t 

«mgere^t «6911« «fl. (ine d<Oro<«en. S«»ct.o» Zg , beren m^ 

unb 97enner ganje rationale/ feinen gemetnfc^aftlic^en Steiler gettat- 
tenbe Sunctionen ber üerdnberlid^en ®r60e x flnb / unb beren 97ennet 
fi4 in bie ganjen rationalen g^actoren 4^(x)> ^(x), /2(x)/ :c« auflö« 
fmld^t/ in rationale Steile 

y(^) *00 «00 «X 

*(x)' *(x)' ß(x)' • ^ 

ober fogenannte ^artialbrucf^ez X09ld)e ^benfaUi^ ganje gunctionen 
Don X ju Saliern (^abeii/ iu jerfdUen/ bergeßfilt/ baf unter ber.93or- 
ou^fe^ung 

F(x) « *(x) . y(x) . ^(x) . 2c. 
bie (Bleic^ung 

/♦'(x) *(x) » W(x) ~ ß(x) ~ 

befielt 

Sd i(i ^ier ^inreicf)enb nad^iuiveifen / wie flc^ irgeub eine ber un« 
befannten ganjen rationalen 5«»ctionen ?(x)/ ^(x)/ w(x)/ ,k. j.». 
9 (x) beflimmen (dpt. 

2)er Äürje wegen fep baö ^robuct 

w(ii) . n(x) = r(x), 

alfo Fix) = *(x) . r(x) 

/•(«) * (X) ~ r (X) ' 

•) Dog ^ier We «u*fla6en * , «?. W/t/ ß/ «. ««^dl- 5unction«j«^en 
. finb, fditt in bie 2(ugen. ' ^ 
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/(x) = ?(x) . Fix) + r(x) . #(x), 
unb $tcrau9 

Unfere 'Xufgabe tfl offenbar gelSflf wenn mir im @tonbe finb/ bie 
unbefannte gunction y(x) fo ju wallen / baß/(x) — y(x) . *(x) 
burc^ r(x) o^ne SKefl getfietlt werben fann. ^Da aber biefed ja leiflcn 
nt^t Yveniger fc^mierig ifl / ald 9> (x) felbfl ju fnben / fo iDoQen m 
oierme^r bie Function y(x) gdnjlic^ befeifigen. ^ieju ftnb un§ bie 
SBerr^e vion x be^ulflic^/ für welche bie Function ^(x)/ mit welcher 
Y (x) muitiplicirt erfdi^eint / oerfc^winbet. 

(Sd fe^en a«/ a^^ a,/ • • • • ap bie wie immer befc^affenen 93iir« 
{ein ber (Bletd^ung « (x) sa o / ber mir a(fo ben p^'" ®rab beilegen; 
unb ed merbe eine berfelben/ j. 93. a^ flatt x in bem obigen 2(udbru(fe 
für f (x) aefebt/ fo baben mir 

.^iet fann/(a4)^ nic^t «so merben; ba /(x) unb f (x)/ fi^fj» 
lid^ aucl^/(x) unb o(x) feinen gemeinfc^aftlic^en gactor ^aben. 

^amit mir und aber nic^t ber Qefa^r audfe^eit; megen bed aU 
Tenfan60tatt ftnbenben^erfc^minbend oou r(ai)/ für 9(a,) einen nnß 
enblic^en SBert^ ju erhalten ^ motlen mir noc^ annehmen; ttif <iu(^ 
^(x) unb r(x) feinen oon x ab^dngenben gemeinfc^aftlic^en hattet 
beji|en. 

SRun ifl 

/N / N /U) — ?(ai)r(x) — y(x)*(x) 

9 W — 9 («i) = "^-^^ r(i) ' 

©er erjle S^eil 9(x) — 9(»i) biefer ©leic^nng mirb för x=a, 
auf 97uII rebucirt/ unb ifl bepmegen burc^ ^sa^ o^ne 9?ef} t^eilbar; 
ed muf qffo bad S^dmlic^e aud^ mit bem gmeiten £^ette berfefben jt^ 
fc^e^en f6nnen: folglich muß/ ba ^(x) o^ne^in ben S<^ctor x— a, 
enthält,. au4l/(x) — y (a,)r(x) bur^ x-ra, t^eilbar fepn. 

©efren mir ? WjZLllüil « ^ (x) , 

X "■■" 8« 



/<->7yy^<'>=/(x). 



X — a^ 



X — a. ^ ' 
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f« ift 

e (X) sss I I , 

^^ ' r(i) 

SdlJcn »ir ^ier xssa» f«pn/ fo ttQiU fit^ wegen «(a,)sso 
wobei bec gemachten tOorauöfe^ung ju ^olgi r(x) pon o perft^ieben 

\ ^ /(«) - 9(a») r(x) - y(x) ♦ (X) , 
9(x) — ?(•») «* r^^j 

tjl burt^ X — a, o^ne 9tefl (fynlbatf itnb bietet/ wenn wiv 

____>. « ,(x)} __ «:/(x); ^^-_ « *(,) 

fe^en/ ben Ouottenten 



9 



/(x)-7(x)*(x) 
?«« jr^jj 

iat, auf meldten fid^ nad) Ut ®ubjlttutton xsa, ttefelben ®c^(üjfe 
anwentfn laiTen. Su^i^^n mtr bte 9?e(^nung mit be^ begonnenen SBe« 
ietc^nung fort/ fo fommen wir tnilid) auf bte ©leic^ung 

^« = TU) • . ' 

®te gibt un9 fär x ^ a, 

P-« 
*(X) 

£)er Cluotient ifi eine beflinbige ®rdße / n4mli(^ ter 

X — — 8p 

Coefjfieient ber ^9(^flen ^otenj von x im ^olpnome * (x), webten wir 
K nennen wollen ; fe|en wir no^ 



9 (X) -'V W ) ' , V . "7 W -'? (»p ) r r (X) » 
— - — = ?.(x) unb —— =/(x), 

-X — ftp X — «p 

fo ^aben wir 

P /(x)-H.y(x) 

^W= Fw 
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2(u6 tiefer le^teren ©leid^un^ fdl^t 

y W e=3 g , 

p 

ed ifi olfo y(x) eine gatije rationale Suncttoti/ foftalb ^(x) eine foI(^e 

p 
iff. Tihev 9(x) tfl offenbar eine n^idfurltc^e ®rdpe^ ba^er fann man 

bafür jebe beliebige gan je rationale Sfunction oon x annehmen. Sugleiil^ 
geben bie obigen ?ludbrucfe für j>(x)f ^(x)/ :c. f(x) 

II. • 

tc. 

t—> r— r 

y(x) aa 9(8,) + (x — a,) y(x), 

alfo 

9 (x) «SS 9 (a,) + 9 (a,) . (x— a.) + 9 (a,) . (x—a.) (x— a.) 

3 
+ 9'(a4) • («—•.) (»•—«») (« — «3) + 

P 

+ ?(«)•(» — •i)(« — «»)(3f~a3).--(x — *p)- 

@ub|litutrt man biefe 2(uabriicfe fiir 9 (x) unb y(x) in btV@Iet- 
^ung 

r(x) *(x) "^ r(x)' 
unb bebenft man / ba^ 

(x—a,) (x— aj (x— 83) . . . C^f — ap) b=s t^ 

p 
i|l/ fo fdirt bie^unctton f (x) aud berfelben gdnilic(^ meg/ unb man 

^at im (Srunbe ba{fclbe S^efultat oor fic^ / loelc^ea fid} ergeben ^&te/ 

p 
ipenn oben fogleicQ 9(x)=:o angenommen loorben wdre. SRan ^at 

ba^er (ur 2(uflöfung bed vorgelegten ^roblcmd 

P— » 
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ffiie Mi btefen Formeln erneuet / tfl / wenn « (x) jnr p<^« Ocb« 
nun^ gehört/ ^(x) ^oc^flend eine guttctioii pon ber (p — i^^" Orb« 
tinng; bejet^inef man ferner ben Orbnung^ejrponenten von r(x) burd^ 

q/ uub jenen be6 34!^Ierd/(x) bur^i m/ fo tfl bte gunttton /(x) i^# 
rem Urfprunge gemäß / folglich auc^ y (x), ^pc^flen6 von ber Orbnung 
m— ?/ »?nn m — p>q— i/ b. ^. m>p + q — i Äuafdflt/ unb 
^pc^flen^ oon ber Orbnung q—-i/ loenn iai ®egent|^eil ber fo eben 
nu^gefprodl^enen 83ebtngung (Statt ftnbet« Übrigen^ fann man / wenn 
>" ^ P + ? — ^ / b. $. menn ber Sanier ber vorgelegten gebrochenen 

Function ^^r^ ntc^t »ort ntebrtgerer Orbnung tfl/ aia ber Snenner^^ biet 

felie, tnbem man ben 3ä^Ier burc^ ben 97enner fo lange t^etlt / bi9 
man einen Stejl erhalt / beffen Orbnung )^on jener bed £)ioiford über« 
troffen mirb/ in eine gaiije Function ober aud^ nur in eine befldnbige 
©rofe unb in eine gebrochene Function oht^eiUn, bei X0ild)tt ber 3^^ 
ler einen niebrigeren Orbnung6ejrponenten fu^rt/ cM ber Slenner^ fo/ 
ia$ nur me^r biefe le^tere in ^artialbruc^e ju {erlegen ifl. 

00 me man au« ^ Un g)ardalbr«4> jg «igeWtet ^aU 
fann man aua ^^(-p^/ ober n)enn man wiü, aud) unmittelbar auö 

~-/ ben jweiten ^artialbruc^ ~-^ finben, unb fo fortfahren/ bi« 

bte ^artialbriidSie fiir fdmmtlic^e S<>ctoren von F(x) bargeflellt ftnb. 

(£6 fep nun ^(x) einer ber umvieberj^olten einfachen ^Actoren 
ber Function F(x)/ ttnb iroat «(x)=a4-bx. 2)ie einjige fEBurtet 
ber ®(ei(^ung ^(x)s=o/ n^eld^e ^ier in SSetrac^tung fommt/ tfl 

~ — E ^ nennen wir fie ber Räti/t wegen a , fo ^aben wir fiir f (x) 
ben conflanten SBert^ 

r(«) 

Z>ie ©ri^ße r(a) Mft fi^ auc^ nnmtttelbac aue F(x) Utt^ntn, 
ZXnn ed Iß 

ioeI4i< Function für xesa bie Socm - annimmt ; foldlit^ nad^ bcir 
^IJorfd^riften ber fünf unb vicrjigfienSJorfefung/ wenn - ^^ s= ^i(x) 
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gefegt witi: 

r(«) = ^. 

b 

^teburc^ ergibt fid) für ben 3d^(er bed in ber ^ra^t {le^enben 
9artta{bruci)ed ber 2(uabrucf ' 

beffeti ©ebrauc^ bie SRe^nung erleichtert/ n^nn r(x) unbefannt, ober 
iufammengefe^ter ifl aW F(x). 

^otnmt ber gactor a + bx ber Suncfion F(x) öfter oW einOTot 
t» iB. r 9Sa(e jU/ fp fann mon ^(x) feinei; nkbrigerett ^cKti) von 
a4-bx/ (ild b« r**" gleich fe^^n^ meil fonfl *(x) unb r(x) einea 9«= 
weinf^aftfic^en 5^ei(^r befdgen. Sd fep olfo *(x) = (a + bx)'/ fo 
entfprec^en ber ©leic^iung (x) b offenbar r SBurjeln / beren jebe 

&;= — r tfi. Stennen wir biefe B^^\ toieUt a, fo mirb 
a,u\ — /^«> I. /C«> - ^^-°) I /(«) - (^-«)^ I 

^ ^ -^ r (a) "^ r (a) "»■ r (a) "" 



"•" r(a) 



r(a) ^ 



/(«),(a+bx) /(«) . (a + b 1)^ 
br(a) •* b«r(«) • 

r — I 

. /(g) . (a + b x)'— » 



foIgUc^ / toenn wir bie befidnbigen ©rcßen 



• r— I 



/(«) /(«). /(«> /(«) 

r(a)' br<a)' b-T(a)^ • • • • j,r-ir(a) 

burc^ A/ Ai, Aj , Ar-i oorflellen/ 

?(») _ A . Ag I Aj ^ 

ia + bx)t (a + bx)» » (a + bx)»-« ' (a + bx)'-« »" 

T" a+"bx' 

iDoburc^ a(fo biefer ^artialbrud^ wieber in einfa^ere ^artiafbrut^e jer« 
fdat / beren 3d^Ier burc^ge^enba confiant finb. 

2(uc(^ ^ier Idft ftc^/ wenn man bie Siffereniialrec^nung ju ^u(fe 
nimmt/ bie Sunction r(x) befeitigeu. 

SRan jtnbet wegen r(x) =3 \ mit 83eibe^a(tung ber ia 

^0 *i ** ^/ 
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ten früheren SBorTefungen gebranc^teit $l3eiei^nung feer ;&ifer«niial' 
quottrnten 

rf (a) 

Serner gebi^n bte obigen Sormeln/ tote man Uidjt fie^t^ 

^ ^ I .2.d...(r + i)br 

Unb A ,-^ ' ' ^ • ^ • " ^^ + « ^rft («) — A Fri i (g) 

li. f. ». 

3ebe gan^e rahonale ^unctio« F{x) Uft fi^ bur^ 2(itf!ofuug ber 
®(ei<^ung F(j)ssio aH ein ^robuct bon gactoren be6 erften ®rabe6 

barfieOen ; bd^er fönil ouc^ jebe gebro4)ene rationale Function y^ 

in ^arttalbtuctie mit conflanten 3<!^tern unb mit Sneitnern oon ber Sorm 
(a ^ bx)' jerlegt werben/ looju fic^, wenn ber 3ö^ler/(x) oon ber» 
felben Orbnung tf}/ wie ber Slenner F(x), noc^ eine befldnbige ®rif e/ 
nnb wenn bie Orbliung bed erfleren jene bed festeren uberfletgt/ eine 
gauje Sunctioti ber 93er&nbetlic^en z gefeOt. 

kommen in P(x) feine imaginären Soefficienten ber potenten 
oon X oor^ fö laffen fid^, faUa bie ©leicbung F(x) == o imogindre 
SBurjeln beft|t> bie iraogindren g?enner ber ^artialbruc^e oermeibeti/ 
inbem man je jwei iufommengel^orige imaginäre Sactoren oon F(x) 
in einen reeOen Factor be6 ^weiten ©rabeö oereiniget. €d fep 
a-|-bx-|-cx* = *(x) ein folc^er, ber gunction jP(x) nur ein.snal ju* 
fommenber Factor/ ferner fe^en St unb a^ bie beiben SSert^e oon x/ 
toelc^e i^n auf 92uII rebuciren / fo geben un6 bie obigen gormeln 

/(a.) 



«1 — a, 



' , _ /(a.>r (a.) — /(a.) r (aQ 
*'>"»-'"" (aj-a.)r(a.)r(a,) ' 
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folglich 

' r^\ _ «a/(a«) T (a,) ■- a, /(a,) r (a,) + [/(a.) r (a.) -/fa,) F (a,)] x 
\^ (a2-ajr(ajr(a^ 

3Ran fe^e nun 

/(aO = H + Rv^irr, /(o,) = H — Kv/^Ti, 
r(aO = M + N\/I::T, r(aj) = M-^NyCII, 
fo )ptrb 

.X _. H.(H1VI + RW) — X(KM>^HN) + (KM>>-HN)x 

^^'•^ - b+TTiT' '^<''») - b+7^- 

ee^tmattnun J?,(a,)=P+Q\/^, J'(a,)=P— Qy^» 
wnb b«l>enft man, boß b = — c(a, + a^ ijl, fp finltt tdati bnr(^ 
93«rgretc^ung beibtc Äaebrucfe für r(a,) ober für r(aj) 

forgnc^ 

• (x) = 2c . I^^"Q-KP) - X(KQ + HP) + (KQ-HP)i 

/ • P2 + ^» • 

3(1 bee Söctor a+bx+cx» in F(x) rmu wiebn^oU, f»iei« 

lese mon «rfHic^ , , yj""^ in — 2i!2__ „„x J^!). «„ 

bur^ wirb 

/<^) — /(^> _ <f(t) . Y(x) 

/•(x) (a+bi+ci^/rCi) (a+bi+cx'-)r "r {a+bx+cx»)r-. r(i/ 

jtrlegt werben , u. f. f. . 

Sie Serlegung einer gebrochenen Sunction ^ in bie ^atti<A> 

"""v« $j-^t Y(I) ' a (T) ' *•=• •*&* "'»«'^ ^»f •*<«« erfldrten SWef^obe 
bie 3fuflöf«ng ber Oleid^ungen *(x) = o,_ «p(x)=:o, w. voran«. 
SSBoUte man biefe ^Ztufldfung »ermeiben / fo müßte man ji<^ mit ber fo* 
genannten «TOet^e ber unbeflimmten (Eoefficienten \>e^l\tn. 
2)a man m^ bera »or^erge^enben von ber SWöglicftfeit ber erwa^ntw 
Serregung, in bjim SaUe, wenn feine imi ber gactoren «(x), y(x), 
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n(x), "IC. einen von x ob^4ngenben geroemf4iaftttd[ren Steiler iulafen^ 
überzeugt tfl/ fp fe^e man 

9(x) = Ao + A,x + Ajx* + • . . . 
VW = Bo + B,x + B^x^ + 

u. f. w. , 

toobet bte (EoeffMenten A«/ A«/ A^/ . • . Bo/ B^z B^/ • . . nnbe« 
fannte ©roßen bebeuten / unb beren fo i^iele oor^anben ftnb / ald ber 
^öd^fl moglic^ße ®rab von 9 (x) / f (x) / k. / welchen man nac^ bem 
eben Sefagten jit beurteilen tm ®tanbe ifl / forbert S^uSflitutrt man 
nanbiefiir 9(x)/ ^(x), :c. angenommenen ^olpnoroe tn btV®Iet(^nng 

.^ = i<Ü 4.. *li> 4. f?il> 4. IC 
/^(x) «(x) • W(x) ~ ö(x) ~ ' 

fo er^dR man nadl> SEBegfd^affung ber Stenner unb gehöriger €ntn>t(f e« 
lung aDer ^robucte eine ©(etc^ung / welche / menn bte Soefftcienten 
Ao/ A,/ A,/ IC. B^/ B,/ 82/ • . • bereite befannt xodxzn, tbenttf^ 
auffallen I9urbe / folglich bte (Steicbfej^ung ber ben gletd^namtgen $0« 
tenjen oon x bteffettd unb t'enfettd bed ©(eic^^itiietc^ena juge^orenben 
Sactoren geflattet. ^tebutd^^ ergeben ftdi^ not^wenbig fo otele oerfc^ie^ 
bene ©let^ungen bed erfien ©rabed/ a(a unbefannte Soeffictenten ba 
finb; btefe fonnen bemnac^ bur^ bad getod^iitid[|e Sliminatton^oerfa^« 
rcn beflimmt werben. 
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9leun unb oterstgflc ^odefung. 

Ölcr bie Integration bet etnfat^flen Differen« 
5ia(fortnein mit einer veränberlicf^en ©rofe. 



S. 



toortn P/ Q/ B/ • . . • Functionen Don x/ y/ z/ • • • finb/ ^t 
eine :&tfferenitalformeL £)atie S)tfferenitatton jeber Suncttf n 
Derdnberlic^er ©röf en auf <ine Sifferenitalformel fu^rt / fo bietet ft(4 
umgefe^rt/ wenn eine 2)ifferenjta(fornie( in ber SKec^nun^ erfc^eint^ 
bie ^ta^e hat, ob eö eine Function gibt/ burd^ beren Sifferenjiation 
fie entße^t/ unb faUd eine folc^e gunction toittlid^ ejrijltrt/ wie biei 
felbe gefunben n^erben fönne. X)ie ^ieju bienenbe SRec^nungtoperatton 
l^eißt todSntegtiten/ unb bie gefunbene Function ba6 3nte'grat 
ber gegebenen 2>jfferengio(forme(. 3"^ 8)ejeidS|nung ber Sntegratiea 
bebient man ficb bed 95u(b|iaben6 // welchen man ben^ju tutegttrenben 
.2)iffereniialfome(n oorfe^t. 

Setrac^ten wir oor bee ^aiib b(of fotd^e X)ifferenitaIfocine[nf 
loeld^e ftc^ auf eine eindge oerdnberlic^e ®r60e besiegen, ^fyvt gorm 
1)1 Pdx/ wobei P/ wofür wir 9(x) fcbreibeh werben/ eine Su^^^i^o 
oon X anzeigt. Sd^t {leb eine Function F{x) audmitteln / für »elc^e 
äF{x) s= 9(x) • dx ijl/ fo ^ac man umgefe^rt 

f<i>(x).dx=±F(x). 

HlUin F(x) ifl ntcbt ber aUgemeinfle 2(udbrucf beö 3utfgra!d 
/9(x) . dx. Wlan barf f)ieju jebe ©roße äbbireu/ beren Z>i{fereniid( 
SSO if}/ benn ^ieburd) wirb ber 93ebingung/ ta$ ta^ ^Differenjial M 
3ntegra(d s=9(x) . dx fep/ ni(bt wiberfprocben. !Sie am.3infange ber 
bret unb oierjigflen 93orIefung angejleüten 95eträ(btungen geigen / ba| 
ed feine Function oon x gibt / beren 2)ijfereniia( allgemein / b. ^. abge- 
fe^en oon partifuldren SEBert^en biefer 93ariabten/ oerfcbwinbet; ba^er 
jtnb bie befldnbigen ®r6ßen ^ie einzigen / beren ^ifferensiälien ber 
SluIIe gleich fonimen / unb fomit ifl im aue^gebe^nteflen &inne 

(i) /9(x) dx=z F{x) + Consta, 

wobei bte Sonflante ben jebedmaligen Umfidnben ber ju (ifenben 2(nf' 
gäbe gemdß gewd^It werben muf^ 3ffr fEBert^ ifl gegeben / fobalb man 
ben 85etrag bed 3ntegralö fiir einen befouberen SBert^ ber i^eranberli^ 
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c^en ®ti$e hnnL SReißenS mecf man für iveld^en V&nt^ ber SSariiu 
iUn itii ju fitclKnbe integral fic^ auf SlnQ retucirt ©rfd^tc ^t bte^ tn 
bcm obigen SaQ( ftir xr=a/ fo $at man 

o ==: F(a) -|- ConsUf 

folflltc^ 

(a) /9(x)dx=:F(x)-lF(a). 

Sad 3rtte9ra(i<t4ien / fie^t (u brm ®ummeniet(^en JS* in d^nli« 
((er $&e)te^ung^ wie baa ^DiffereniiaCseti^en d jn bem 2>ifferengiet(|)en ^ 
IDenn e$ tfi bem @inne biefer deichen jufolge 

dSf{^)dTrssi<f{Ti)dx unb ^^9>(x)Axss 9(x)Ax/ 

^rr^ d/f^(i)dx AZy (x)Ax 

' dx Ax 

Sa btefe ®Ieid(|ung bei jebem SBert^e von Ax/ folglich and^ bann 
no(( beße^t/ wenn Ax tn ben Snflanb bed unenblt(^en 2(bne^mena 
übergebt / fo muf 

dfif{x)dxtSA dUm.S<f{x)^x 

fe^n/ moraut ftc^ 

ergibt. Z>enft man {id(^ nun /9(x)<<x nnb Jr9(x) Ax fo beflimmt/ 
baf btefe Größen für ben ndmli^K» SBert^ i>ob sc gleich SRnO »erben/ 
fo ifl Coitf^ &? o/ nnb e6 befielt bie ©Uic^nng 

(3) /^(x)dx s=s {mi.^9(x)Ax/ 

»obet ba0 3et(^en Um. anf ba« unenblic^ Hein SBB^rben t^n A'x fid^ 
beiie^e. 

:Dtefe(bett @4f(utfe / meiere ber formet (44) ber ein nnb oieraig-' 
ffen 93ortefung inm®runbe liegen^ geben/ in fo fern Ax conflaut tfi/ 

:? 9 (x) Ax BS [ 9 (x — Ar) + 9 (x — ftAx) + y (x — 3 Ax) -f" . . . . . 

..... + y(X"-^nAx)]Ax-i'-^?(x — nAx)Ax* 

^erfc^wtnbet bad3ntegral/f>(x)<fz fdr xax«/ nnb nimmt 

manx— nAxsaxo/ a(fo Axasill^, fo $at man in Sejug auf 

bie nnenblid^e 21bna$me oon Ax^ ober in 93eiug auf ba9 unenblid^o 
93a(4fen oon h/ 

(4) /y W rfx = Km, [9(«o)+9(Xo+ \ (x-Xo))+9(xo+ j (X— xJH-...* 
Cttinal^ufirii'^ iiMt(« VevMHngcn» i. SI2 
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t>it &ad^ lofl 'fld^ aber t^ üut einetn aUgemetnerett Stanb« 
pnnüt betrachten. '& ge^e z Von x« angefangen nad^ unbnac^ ftetd 
wa^fenb ober fletd abne^menb in x,^ x^/ x,/ . . • über^ nnb enbtge 
mit bem IBBert^e xn/ für n>e(cben xoiv ba6 angemetne Beteten x gelten 
laffen wollen ; fo tfl / in fo ferne nebfi x aud) A x einem SBecbfel unter« 
liegt/ ber oon bem in. ber Steige Xo/ z«/ x^/ xj/ • ., • • ^errfc^enben 
®efe(e abj^dngt/ 

;S'9»(x) Ax ober Sfixp) Ax„ s=s 9 (x«-.,) Ax»_, •+- -^9 (xw-i) Ax,-, , 
ferner -sr^xn«, ) Ax«_, =a 9 (x»-,,) Ax«^ + iSij» (xo-.) /ix... 

u. f. W./ 

^y(x)Äx =a 9»(Ta_,)ÄXa_, + ^(Xn-,) AXn-, + 

.•.... + 9(Xo)AXo -f ^9'(»o)AXor 

utib unter ben obigen 'Sorauafe^unge)! unb in SSejug auf bie unettb{i<^e 
^bna^me ber i^ifferenien Axo/ Ax^/ tc. 

(5) /y(z)dx=.Zim,[y(Zo)Axo + y(x0Ax, + 9C^0AxO+.... 
^iebei ijl^ 

Az^ as Zi — . Xo/ Axj e=s Zj — x,, :c. AXo , = Xo — X,-»/ 

alfo ,AZa,-fT.AXi Hrf AXi + * .4 . + Axn-, asx — Xo, 

b. ^. Axo/ Axj/ Af,>.. ... . Ax»«:. fi«b Steife/ ^n n^Ic^e bo* 

Snteroall x — Xo jenlegt n^orben iffc . . .^^ 

'i>it 5<>f wein (4).;Uttb (5) , wpoon iie erjlere bIo| ein befonber« 
gaU ber le^teren ifl, fonnen t^eili jur genauen/ t^eila jur opprojrima» 
tiocn »ered^ifting ber Sntegralien mit 97ujjen oerwenbet werben. 

l(uf bie gorm^r(5) gjriinben Jic^ auc^ me|>rere in ber ^nflf# 
übliche SRebendarten. 93erfc^winbet ndmlid). ein 3ntegraf /9(x)<ix 
ffirx£=Xo/ fjo fagt* man , boPbe fange hei xs=:Xo an; fejtjnan 
nad^ t)errid^tetlr Snltegrätion x=X, woburc^ man unter ber «öormia- 
fe&urtg /9(x)rfx^ F(x) +. Co;wt., ben 2fu6brU(f F(X) — f (fo) 
erhall./ fo fagt m^/iJ^^a^Siiftgrar f«i>-bi«xssX audgebe^nt »or^ 
ben. t)ie Sert^e x es z^ unb z = X Reißen auc^ bie ® r e n j e n M 
SntegraW/ ünh man 'uiiterfd[)cibet in biefer »ejie^ung bejiiwmle/ 
b. 1^. innerhalb fejlgefe^fer ©renjen genommene/ oon allgemeinen 
^ber unbefliihmten'Siifegrafien. , 

S>^t leichteren Überficl|t wegeq beuten neuere @<^rtftfleffer Üt 
©rettjen/ ihnerjart welcher ein beftiriimte^ 5ntegral ju nehmen i(l/ «" 
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bem 2nt€Qtcilicid)en f an , tri^m fie biefem Seti^en auf ber rechten 
Siite rniten ben SBBert^ ber i^etinUtlid^tn (Stife bei bem TTnfonge bea 
^nregraM / unb oben ben SSBect^ berfelben ®rif e am Snbe bed 3n« 
tegralö anfangen* @0 tfl/ mennaOgemetn/9(x)£fxs3f*(x)-|-Co/u^, 
gefegt wirb / 

bcr9Bert( bed 3ntegrald/9(x)dx t)on z=Xo bia xsX« 
3(ua biefer S3eietd^nung folgt fog[et(^ 

unb toenn $ eine i)otf4)en x<i unb X liegenbe So^I bebentet : 

(7) ^^?w^^=7I,^^(»)^»+.7^^^w^^- 

2>te unmittelbare Betrachtung ber 2)iffereniialien ber efnfac^flen 
Sunctionen einer oerdnberlid^en ®r6ße fii^rt \oQlcid) jur ^enntnif eben 
fo oieler 3ntjgralien/ tt>el(^e ala bie Sunbamentalformeln ber 3nte« 
gralrec^nung anjufe^en ftnb / unb burcf) [c^icf(i4)e Sranaformattonen 
iufammengefeßtere Sntegralien barbieten« ^ieiix fonnen unter anbern 
bie leicht ^u ermeifenben @d(e 

(8) /[9W + f W + ---.]^^ ==ff{x)dx+/iix)dx+...., 

(9) /•9(«)rfx == ^f9i^)dx, 

in beren le^terem a eine beflänbige @r6ße oorf!ellt/ mit 9]u(^en ge« 
braucht werben« 

Sie formet (8) ber bret unb «tersigflen !QorIefung gibt und/ wenn 
wir in berfelben m-f i flatt m fc^reiben^ 

> V ^ . X»tl , ^ 

(10) fii^^dx Bss — U ConsU 

S>iefe e^ormel oerfd^aft yxnt fogleic^ bad 3ntegral }eber Stfferen# 

jialforrael ^^w ber ® eflalt ( A x« + B x^» + C x« + ••••) ^ ^^ / \^^xvx 
A/ B/ C • • . a/ b/ c • . . fein x enthalten. €d ifl ndralic^ 

(n) /(Ax*4-BxJ» + Cx«+ , . ,)dx BS 

Ax*+» , Bxi»t» \ Cxc+t , •! . 

Unter biefer Sorm ftnb inabefonbere alle ganjen rationalen X>ift 
feren^talformeln begrif en / beren Integration br mnad^ feiner &(^wie« 
rigfeit unterliegt. 

as • 



» 



t 
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Z>tt SaD/ tD<iin einet ber dxpontnUn bet ^tenten dor z te 
negativen (Sin^eit gleich ift/ etforbert jebod^ eine befonbere tBe|anb(iui^ 
%üt i^n ^t unö bte Sormel (14) ber oben angeführten SJorlefung 

(12) / — s= Zx -f- ConsU 

9)?an f ann ^ter ConsU sslC fe^en / mobet C eine beftanbige 

®to$e i|l/ unb baburc^ tmrb / ^ = ZCx/ welche S^rmel eben fo 

allgemein iß/ ala (is). 

@e^t man in (10) unb (12) a^-bx flott x, alfo häxfiMdi, 
fp ^r|^4It man 

(>3) /(a>fbx)«dx » _jL_(a+bx)-4« + Cbn#e. 

@c^reibt man in (i3) — m ßatt m / fo nimmt biefe S^nnel Ik 
®eflalt 

(*^) / /o 1 k w ^== — ; , > / . . , h CoiMt. am 

J (a + bx)« (m— 1) b (a+bx)«--« ' 

2)a lebe gebrocbene rationale Z)iffereniia(formeI mit einer min- 
• berufen ©roge x / lofe ml^ ber oorl^erge^enben 93orIefung erhellet/ ta 
eine ganje Function unb in ^artfalbrud^e oon ben formen 

unb 



a-f^bx (a + bx)« 

jerlegt werben fann^ mobei A eine befldnbige ®r6ge bebeutet/ fo ie= 
barf bie Sntegration jeber folc^en SDifferenjialformel bloß ber gormeln 
(to), (i4)«nb(i5). 

2(ud ben übrigen gormeln ber brei unb oieriig|len »drlefnns er» 
l^dlt man 

(>7) / ... ~ -^'•^- «m. X 4- Co/i*«. =s — Are. cot. x + CmJiL 

— ■ M ^rc. *«c. X + Cömu t=i: — -^rc. cosec* x + G)nit 

(19) /a» dx dfc p + Con«t. 

(20) fain.x . dx B3 —. co^.x + Co;i*t, 
(ai) fcos.x. dx SS sin.x + CV)n«i. 
(22) /sec.x^ . d± = tg.x ^ ComL 

^> b. gl. 
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@^rei6eit Wir in <i6) tinb in (17) — x* fiatt x*/ alfo xV^— .» 
fiatt x/ nnb V—^ * ^^ ^^^t dx, fp püien mir/ toenn mir auf (eiben 
Letten bed ®Ieic^^eit6iet4)ena bnrc^ y/— 1 teilen / unb bebenfen / baß 
bie iinhtxunQf toeldj^e bte bem 3ntegral jugefe^te Sonftante ^iebure^ 
erleibet/ ber Unbeßtmmt^eit biefer ®röße meg^n nic^t beachtet {u mer< 
ben braucht/ 

= --— : Are. ig. X ^ — J -f- Con^t« 









•=• Are. sin. xy^i -^- ConsU 



!Die Sormel (92) ber nettttie^nten fflorle fung gi bt una/ menn mir 
bafelbfl sin.assx^/^, folglich <^o*.as3\/i+x*/ «üb OL ober all« 
gemeiner a 4* a r ^r = Are* $uu x \/^ fe^en : 

Are. sin., x V'^ =3 --Lri (\/i +x» — x)c5s — -r4=- / (x 4« y^ i + x») / 

ba^er ^aben mir 

(23) r ^^ = « (x+y^7+^) + Con»^ 

Da ferner bte fo eben angeführte gormel/ menn mfr in berfelben 
a f}att a -}- 2 r )r f4freiben / ftc^ bnrc^ ben ©ebrauc^ betber Seichen oor 
a in bie {met Oleid^nngen 

a>/— I B=s l{cos.a -}- V — * ««.«) 
unb — a\/ — 1 = i (cos.a — ^ — 1 sin.a) 

aufldfen (4ßf ^ beren 2>tfferen j 

flav — 1 = M ^'— • — I =* ^ i ;=^": — J 

i|l/ fo ^aben mir/ menn mir ^ier i^.a = — xv/^^ nehmen/ 

X » ■ * + * fr 

Arc.ig.xY—^ = 7=" ^ — ^— > «Ifo 

(«4) y^=i^^+^-'***- 

e« burfte nic^t unintereffant feyn , ju fe^en / mie bte gormeln 
(23) unb (94) o^ne bie ^ulfe ber imagtndren ©roßen unmittelbar aue 
ber Sormel (12) abgeleitet merben fönnen* 

Serlegen mir ben »ruc^ — ^ in feine g>artialbrüc^e , fö ffnben 

mir 

__i — _-i_4._i— / 

1— X* 2(1+31) »0— X) 
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2((er bte S<>nnet (12) ge^t/ wenn wir bafelbft ei'u ^al i-|-<' 
mib bo6 anbere 9}?at 1 — x flatt x fe^cn/ wobnr^ im erflen ^alle <fx 
ungedifbevt b(et6t / unb int ^xotiUxi %cMt biefe$ iSif erenjial mit entge« 
^engefe^tem S^tdi^^n auftritt/ tn 

y-qr5 = '('+*> unb iay^ = -I(.~x) 

über; ba^er wirb 

Wie oben. ■ ■ 

(S6 fep ferner \/» + x* = 2 — «/ f<> folgt, na^bem man Jet» 

berfei« quabrirt ^att r=3. -, unb ^ieburc^ 

yi + x» */ * 

«nun ijl «BÄx + v/i-j-x»/ ba^er 

= Z(x + \/»+x*) 4- Const.f 



welche ®Ieid^un9 mit (aS) ubereinßimmt. ?Iuf bte ^ergfei^ung berf^ 
entwicfelten ©(eic^ungen (24) unb(a3) mit (16) unb (17) liefe ft4 
felbfl ein a^emeia ber 97? i r e'f^ien gormoC unb ber mit r^r in Sitriin* 
bung fle^enben 0d^e grunben« 3n ber 2:^at lourbe ber 3ufammen« 
^ang / wet^ier {wif^en ben Sogarit^men unb ^reiöfunctionen befle^ 
auf biefem Sege ontbecft. 

mM fe|e in (16), (17), (aS), (24) Jt! jfatt x*/ olfo 
z ^- Patt X, nnb y^- . rfx jlatt dx, fo ergibt fi4 

, -. V p dx t ,Va + x\/b , ^, ^ 

U a — bx» 2|^«b •a — xv^b " 

(28) / , ^ ■ = -^ i<rc. 51/1. X 1/ - 4- Coni^ 
Va-bx* V^b V a ^ 
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mit ber Conjlante vereiniget wtrben. . ,. , 

8dßt man nun in (25) x in,x+c übergeben, n>obur4> dx feine 
inberttn^ erfahrt/ iinb fcl>relbt man nad) volliogerier gntwicfet^ng « 

jlatt a+bc*, ß flau ahc, y fia« b, OD« »tt* bttffilw «U'.-TIJ- 
(lattc, iltl^fiatf a, joj!nb?tin«n ' ; . •. 

©uri ein .tt$nll(^«e 93«Vfa^Kn erholt man auö (36), (27)/ (28) 
b« gormein' :__ 

(3.) /Ip,^4^ =a J^l(ß+ay«+Vy V«-t-px+r'0+C«««*' 

2)ie Sotmrf (3o) gibt, n»V man mt pe^t, für beibe 3e«*en 
M Stabicat« Vß»-4«y baftelbe Mefultat. ßd ifl fetner erlaubt tn 
biefer gormel ba« Seiten be« auf l folgenben »ruc^e* ju (Snbern, benn 
man barf ja bem degenwartig no<^ »ÖUig unbejHmroUn ^ntt^xal bi« 

confiante ®röße - ' •■ ^ (— «^'>'""- 

Vß*-4«Y ■ . - 

©a man In bet^««ßb««8 ««« reeHeSrefe auc^ unter etner reel^ 
Jen gotm ju erhalten wunf(^t, fo »trb.man ftc^ ber gormel (39) ober 

(3o) bebtenen, je nacftbem 4«y-ß* K'ti" "»>« «S«*« ""^^f *' 

SBtrb 4ay— ß»=3o, fo nehmen beibe gormetn eine unbraut^j- 
bare ©eilalt an; ei« Setzen, ba$ ba« 3ntearal in »«f*m gaOe »eber 
bnrc^ Ärei«b09en nod, bur« Logarithmen angebbar tjl. 3« ber S^at 
^aben wir unter gebauter «Ooraudfeftung 

a(fona4(i5): 

,,,^ /* dx l 4. Const. 

©(treibt man in (3.) unb (3») - ; (i«tt x, alfo -^ N* 



> 
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— 1/ unb «enoM^firlt matt bie fiSm^jidbeit «/ ß, y mit y/ — ß/ a,» 
fb ergeben fld^ bte Formeln : ] 

(34) r , Ji!-^ = -^ ^ ^^^ '"^^^+^ 

(35) / a=s 4- -^'•ß* '*'*• p X — a g^ , ^^^^^ 

i/xV— a + ßx + yx* V« xV4«7 + ß* 

^ier barf jeboc^ a ni^t s=o fe9ti« :DdbteSormeIit(3i)itab(3s) 
t^rer Ulatut n^d^ fbrbertt/ ba0 y Don ber SRuffe oerfc^ieben «ngenons 

inen merbe / fb tann man ba$ 3ntearal / — ,. aud^ ntc^t au^ 

benfdben ableiten/ fonbern man muß'ftcft ^teiu ber Sorroel 
(35) r/^ . =5 ^ V7^:b2 + Coiui. 

bebienen/ meiere aud (i3) folgt/ menn man ios=:.-^i. fepn Mjt. @e(t 

man nun jn (36) -^ ^/ — ß/ y an bte SteOe oon x^ h, b, \o $nß 
bet man 

(37) r ~^ :^ -. 'V^y+r' + Cbn,«. 



i«»i 
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über einige allgemeinere $utf6mittel jur 3n(.e< 
gration ber X)tfferen)ia(fQrmelR mit finer 

fBartab{em 



©, 



ie rationalen IDifferenitalformeln ftnb Me einjigen/ toA^ 
fi(^ burc|^ ein ad^emetnea / i. $• für jeben SaO (ureic^enbea ^erfa^ren 
tntegriren laffem SBaa bte irrationalen unb tran^cenbenten !&tferen« 
iialformeln betrtft/ fo oerntag man, etnjefne S4IIe aufgenommen/ 
über biefelben ittc^ta / wenn ed nic^t gelingt/ fte auf eine rationale/ 
ober boc^ auf eine ihtegrable irrationale ober tranacenbente Sorm )u 
bringen. @)>nren biefed. 9)erfa^rena ftnben fl^ fc^on in ber oorj^erge« 
^enben 93oriefung ; wir woQen ^ier nur nod|^ batf wenige ^fDgemei« 
nrre/ wa6 ft^ übtt biefen ®egenflanb fagen Uft, in jtiirie iufammen« 
fieUen. 

L 3ebe :DifereniiaIfonneI f(j)dxr beren 3rrationatit4t blof 



$hrin befielt/ ba^ 9>(x) irrationale ^otenjen be« fBrud^e^ 



a + bx 
6 +bx 

enthalt/ Idgt fic^ in eine rationale Siffereniialformel umflalteu/ wenn 
man, hac^bem bie in f(x) erfc^einenben irrationalen ©rößen auf einen 
gemeinf(^aftli(^en ä8urieIe;r)>onenten m gebraut worben ftnb/ 

a 4* bx 
R+bx 

fef t. ©enn Jieburd^ wirb x ea ^^^^ unb 

(b— H«-) . mgüA-« + (g«» — a).mb«— • _ «(bg— ab) g»r» ifa 
^* = (b-b.-)» ' "**— (b-ha«)a ' 

folglich f)e^t mit ^iilfe biefer 2(u6brti(fe f(x)<ix in if (s)if ai über/ wo« 
bei ^(/.) eine rationale Sunetion oon « ift. 9)a(^ oerrid^teter Sntegra^ 

tion wirb wieber V ^-^77 P^*^ « gefdj^rieben. 

Sommt in ber I)iffereniiaIformet y(x)dx feine anbere Srratio« 
nalgrife al# \/a+ßx+yx» o^r/ fo erlongt bieffibe auf fotgenben 
98egen eine rationale ®^{la(t. 

r 
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STOöt! feie \/a+ßx + yx» ea >/a 4- X2 •), fo l^jrb 

y — z* 
Unb <2x =s 2 • 2 -J1_I1— JL.. 

(y— «^)» 
. ^ieburd^ wwan>ett (!(fe bte i^cMrgeleatf Äijferenitalformel in eine 
rationale ^(z)^z. 9?aA »errichteter Sntegrati^ fpmnit 



X 



an bte @teDe t^pn :^. 

a) STOan fe^e V«+ßx+yx» =?; 3 -f » Wr '$irturcf> ivirb 

a— z* 
' • l2\/y— p 

4x sip — a ^^V^P' + '^^y 

3) ÜWön bringe bad Srinom a+ßx^-yx» burc^ Serlejangin 
feine einfachen gactoren auf Die gorni 0*+Vx)(p-f jx), unb fefe 

V'^+ß^+r^'^ =5 0*+^*)«/ fo»irb 
alfp x = ÜÜIl£ 

ff — v,z* 
V/a+^x+yx*B^^^^''P^', 

dx8sa«^ii uL. 

(er — V z*j» 



«Hb f«(^e V«+ßx-(,yx» t=5 y/x^ (ji^vx)z, ^0 wirb 

^^^^^ 

•) Dag ^ler \/a ni^t immer rationar Ifl, tßuf nic^f» 5«^ ®a*e, ©enawr 
Die i»erSnbern4e ^rbge mit fernem Söurseljeit^eii pber gcfew^eaera fr 
ponettten ^e^aftet erf^eint. 



54T 



P ^ 9XJSSS ai\/x + (/l-f^^)^* 



er — VZ* 



r — r—r , ■ ■ «ry'X + dx.ff — Vö)ä.4.V2*^X 

(«r — vz»)« 

ober enblic^ 

6) SWan bringe a+ßx+yx* aufbtegorm (f»-fyx)(p+dx)+rxV 

«nb fe^e V«+ß*+y** = 0*4-vx)z+x\/r/ fo ^at man 

|J.Z»— p 

Y es: * r T l. 1 



C IS /t V «* 

▼ i» I« a — az|/T — u«* 

liX SS5 3 . * ■ I ■ * 

(er — a B v^T — y E*J* 

Va + px + 'yx» — xi/T 

z ea , • 

[* + ** 

9Rtt i?ülfe biefet ^andformattonen unb bed 3erlegena in ^au 

Italbruc^e ^dtten jtc^ bte Sotmeln 3i — 35 ebenfalls ableiten lafTen. 

p 

2)ad Sifferenjial x» rfx(a+bx«)' MJt jlc^ in einigen gdHIen 
auf eine rationale Sorm rebuciren/ ju bereu J(enntniß man burc^ foU 
genbe Betrachtungen gelangt. 

SKan fe Je erjWic^ a + b x» =5 e^ , fo erl^4It man 

■ 
p mf I 

«^ieraua er^eDet/ iaf biefe 2)iffereniiaIformeI/ fo oft ■■ "'" ■ 
eine ganje 3a^I iß/ eine rationale ©eftalt anjune^men oermag. 
Serner ijl 

X» rfx (a + bx")^ ^x « dx (b 4r ax-»)'. 

SBirb bad fo eben gewonnene Stefultat auf ben {weiten S^eil bie^ 
fer (Sleic^ung angemanbt/ fo {etgt eft f\d), baf bie vorgelegte SMfferen 

iialformel; aud^ wenn '^!iJ^ -|- ^ eine ganje 3al^I barfleDt/ einer ta^ 
tionalen Sorm faltig i% 



t 
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Z)a aUe dTgetraifd^etr tatmcXin S)tffewtiitaTf0niieIit / nn'e am 
ber oor^erge^enben fSprUfung ju etfcj^en ijl / fic^ mit ^ulfe ber 80- 
gorit^nien ttnb ber Jtret6bogen tntegrtren laffen, fo gt(t ein ©leicht 
von allen anbeten )Dif er^njialformetn ^ welche rational gemacht VHiUn 
Knnen. ^ierauA folgt/ baß ed unmöglich ifl/ eine Z)tffereniiaIfonDe(^ 
beren Sntegration andere tran6ceibente Otößetr aM Sogartt^cn nab 
ftreidbogen tn 3(nfpru(^ nimmt/ auf einen rationalen 2(udbrttcf {n tri»« 
gen. 3n ber l^at gibt e^ uni4^ltge irrationale 2)iffereniiaFformftDf 
bei welken biefer %aU, eintritt; jebo^ würbe man ftc^ tdufdj^en/ vciin 
man meinte^/ baß bie 3ntegratton einer irrationalen S>tffereniiaIfor.- 
me(/ xocld}^ fid^ auf feine SBeife rational mad^en l&it (j. 83« einefol^e^ 
hit oerfc^iebene 9tabica(ien enthält / toooon bie einen bei aüen ®ubfii: 
tutionen irrational bleiben/ burc^ welcfie bie anberen rational Wixitn), 
niemals burd) Sogarit^men unb ^rei6bogen ju bewerffleOigen fe;. 

Um no4^ ein SBeifpiel Don ben jtunflgriffen ju geben/ burc^ i^cld^e 
. bie Stationalitdt einer irrationalen Siffereniialforroel herbeigeführt ml, 

betrachten wir iai oon S u l e r unterfu^te Dtfferenjial "+P^^y^ . ^ 
Um e6 rational ju mad^en/ feje man \/a-|-/3x»-|-yx*c=xzi fo »irt 

folglidi^ (aßx + 4yx*) dx = axz^dx -f- sx^zciz 
nnD ox =2= ■ ^ . ^ ^ - «=5 — ' I K i . » 

ßx2 + ayx4— x«»« a — yx'»'^ 

-. <£x\/g + pxa+7x4 x^z^^g 

aito s^ — ; . ' « 

a — yx* (a — yx'»)« 

gerner i|l « + yx* = («» — ß)x»/ atfo 

(a— yx»)» = (a+ yx^)» — 4ayx4 = [(e» ~ß)« — 4«y]»*/ 

bajer enbli* lL^«+ß-* + vx^ _ .^ä. 



2)ie Integration biefer 2)ifferenitalformel unterliegt nunmehr fei' 
ner ^d^wierigfeit. 3ft fie ooDenbet / fo mirb in bem 3utegral jlatt s 

ber 2tu«brucf V^^fP^^'+y^^ fubjlituirt. 

IL Um über bie SranAformatlon einer tran^eenbenten Siffrrrif 
jialformel in eine irrationale einen fpecieOen galt oor 2(ugen ju ^^t 

^x 

fep bie ©ifferenjialformel -—tu h^ integriren. 

A *T" D COS» X 
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' efe^t «an a -f b €Oi.x a Zi f0 ergtN {id^ 

— b «II.X . dx 5= ds/ folgft^ rfx c= — EUäT* 
Aber ei> tjl b co5.x = z — •/ 

alfo b «71. X = \/b» — b» co#.x* Ä \^b*— a»-faaz— Ä*/ 

ooBct ■ = — .- ' ^ 

3Dte red^ter ^anb bed (Slet^^ettöjeic^end fle^enbe irrationale Sif» 
fereniialformef Mpt |ic^> mitteljl 34—87 integriren. JKac^ »errichteter 
9ted^nung fommt a-|-bco«.x an bie ©teOe Don z« 

ÜÄan fann bie üorlteflenbeDiffereniialformelfoflleic^ auf eine ra* 

tionaU Sorot bringen / loenn man 

eo8» X ea ^i — «m^x* es 1 — « sin. x 

feftt. ^ierau« folgt 1 — Wn. x» s= 1 — a »twi^x + «» «m. x» , alfo 

«n.x = ^-j^, coe.x=^-pp,, dsm.Tr=z ^^^^^^^ , 

baber dx =» «=» — -— unb 

^ cos» X I + Ä* 

dx fl da ^ 

a -|- b cos» X "^ a4-*> + («^ — b)a»' 

eine Differeniialformel, beren gntegral/ wenn a oon b oerfc^ieben iff/ 
ana (3i) unb (3a) erhalten wir)). 97a(^ »errichteter 3ntegration wirb 

IZlfflii = <^. ^x flatt 2 gefegt. 

sin* X . 

Su^rt man bie j^ier angebeutete 9te4)nung oollflänbig wir fo fin# 
bet man für a>b: 

/* d X 1 . b 4- a C05. X , ^ 
(38) / ^ = ' Are. cos. — f-r^ + Const. 



für a<b: 



(V^ 



rj±L—. = ' / b+a ca..x+.m.x Vb^^a^ ^^^^^ 

^a + btwjx ^b* — a* a+bcoj. x 

unb für aeb: 

nen , w«nii p ein« ^n\t ^o\\Xm 3«^^ wrp<(lt. 
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IlL 93ltand)ma I tfi man tra Qitmht , ben eetrog eifi^ {ttif^en 
befbmmten ©renken genptnttienen Sntegtaied AniVi^Atn , obgleich nan 
ben aUgentetnen 2(uöbru(f biefed 3))tegrala ni4)t fennt IDa man tei 
ben ?(nwenbungen ber 3ntegra(red)nuiig bie Sntegralten blop bep^alb 
fitdE)t/ um i^re SSert^e innerhalb befltmntter ©renjen audiumittcln, 
wie biefe(ben ^burd^ ^\t befonberen Umfldnbe be6 oufjulofenbcn ^rc 
blemd gefotbrrt werben ; fot)erbtentbte2(ufftnbung befümmter^ntegrü: 
lien ber 2>tfferenitaIformeIn Ih gröpte 2(ufmerffamfett» 9Btr i9oDn 
un^ ^ter beifpiel6weife mit ber SBeflimmung bed 3ntegraM 

/x"» dx(i — x")P 

von x=o hi^ xs=si befcf)df eigen.. 

Sntmicfeln wir bie ^otenj (i — x'>)p nac^ bem binomif^en Se^r- 
fafte / fo ^aben wir 

x"dx(i — x")P = x"»dK — px»*»rfx 4- ^ x«*"dx 

_ p(p-.)(p^.) ^„,3.^^ 

fotfllic^ 

•' ' ^ -^ m + i i.(m+ji+i) ~ 1 . a . (m+m+i) 

I _p(p-l)(p-^).xn.f3at. ^ j^co^ 

1.2.3. (fn+3n+i) ~ **- "T 

@inb m 4- 1 unb n pofiCioe Sa^C^rn/ fo conoergirt biefe Steige/ wenn 
X bie Sin^eit nid^^t liberf^reitet / unb ed t^erfd^winben fdmmtlid)e ©lu-' 
ber berfelben für xs=o; ba^er wirb/ wenn baö Sntegrol für eiw 
* biefen 3SBert^ Don x oerfc^winben foD/ bie Sonflanee =o gefegt wet' 
ben muffen. Soffen wir biefe 93oraudfe^ung gelten/ uttbbc$nen»i( 
bad Sntegralbid x = i an^/ fo ergibt ftc^ 

rx">dx(l-X>)Pc=:^A-^P<'" + ^> +PiPi:l>-<^ 

_ P(p--i)*(p--!>)(m + i) . \ 

1 . t ] 3~r7m+T+3n) "*" * * * /* 

2)ie Steige innerhalb ber klammern ge^t a\x^ ber in ber (e^nttn 
ffiorlefung fummirten 

"*" i.y "T" I . a . 7(y+i) "•" i . a . 3 . y(y+i)(y+») 

berwr/ wenn man a =3 — p/ ß =s -— c y -5; _!_. j. i an* 

' n • n ' 



+») 
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nimmt; ed tfi UntMi) 

(41) / X»<ix(l— X»)» = — . \ , ^ r-. 

> < 

2(u$ btefer ^orineL läßt ftc^ uoc^ eine anbete tud[|t mmber merY« 

worWge <AIetten. g»an fe je nämlid^ in berfHben - flatt x, unb na=:i, 

- .. ^ . ♦ • .< . *^ 

|o wirb 






66 bmute ^er p ein^ganje ))oftttoe ia^U fo ifl n^egen 

II(in-f.i4-p) = (m + a)(m + 3). .. • (m-j- i +P)^(ro + ») 
unb i7(p) = i.«.2ir 3 f •». . p ; 

Je *" V* ~ v) ~(in+i)(m+a)(m + 3)....(ni + i + p)* 

SOBirb nun p unenblic^ grol/ unb ge^^ man auf bie ©renjen bet- 
bec Steile biefer ©leic^ung'uber^ fo ^at man etftlid) 

(m+i)(m+2)...(m+i+p)~iii+i """ (in+«)(ra+3)...(m+i+p> 

n(m4-i) „, V 
=: -L^l-i = il(in); 

fe^t man ferner = w , fo tjl 

)x 
' = (1 + co)~" u 

folglich bei bem unenblt*en SBad)fen t)on p, womit iugTet* bad unenb* 
Ii4)e 2(bne^men oon w oerbunben ijl/ nad^ bcn grflebniffen ber achten 
^[^orlefung 

""• (* - ^)' 

e« befielt alfo, wenn ber iMidjett »ejeic^nung gemäß 00 baa Seiten 
einer uncnblic^ junel^raenben ©roße ijl/ bie QiUidjund 

(4a) / X" e-«rfx t=: 7r(m)/ 

auf weld)e fic^ ebenfaW eine grfldrung ber gunction Ji(in) grunben 
ließe, Züd) biefe ©leic^ung bejie^t ftd) auf bie oben auögefproc^ene 
»ebingung, baß m 4^1 einen pofitioen fSert^ befijt. 



f 



lim ' ' -1- — — «• 
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@e^t man tn ber t^Uttn QW^ung x* fl<in x, fo wirb 

(43) r^ X»«* > e-" rf X = ^ il (m) i 
unb für m S3S — f : 

(44) ^* e-"dx « ^il(-|) = ff(f) = i\/«^. 

97an f airo bem erileit Steile ber Sleü^uttg (4«) nod^ eine anberc 
©eflolt ert^etlen/ wenn man e^-'ssss fe^(, worauf e— 'dxcs— -ds 

unb xssl-/ alfo 

f«(0(. So^cr $at man w^ 

(4«) J^' dz (^l ly c:b n(m). 
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(Sin unb fünfsigjlc SBorlcfung. 

über bie S^ebuction ber 3n^^d'^^'^^'^ t^ertvicfelterer 

X)ifferenitaIfortneln mit einer Deranberlid;en 

&v6^e auf einfad;ete ^alle. 



m. 



Yitn flc(^ bad Sntegral einer vorgelegten ^ifferenitalforniel 
mö)t unmittelbar angeben (dpt^ gelangt man md)t feiten auf einem be-* 
quemen SBege {um 3ie(e^ menn man baffelbe bur4^ bad integral einer 
anderen einfad^eren IDtfferen^ialformet audbrucft. 3fl man ndmlic^ im 
0tanbe baa festere auajumitteln/ fo ijl audl^ ba6 erflere befannt. %vitt 
jebod) biefer günftige SaO ni4)t un, fo fann man vieaeici)t baa er^ 
mahnte einfachere Sntegral auf ein noc^ einfadliered jurucffti^ren / unb 
fo fortfahren/ bia man enblic^ auf ein 3ntegral fommt, welc^ea feine 
»eitere Stebuction me^r luli^t, unb ba^er für ft<^ aOein enttveber ge« 
nau ober bo4^ n^enigflena nä^erung6meife beredlinet werben muß. 

QSiele ber bei ^eu mannigfaltigen Ifnioenbuiigen ber 3ntegralredj|' 
nung fi^l barbietenben S^rmeln (tnb unter bem ^tu^Drucfe 

/x"dx(a + bx»)p 

ald befonbere S4De begriffen. Um bie SRebnction berfelben auf niebri« 
gere 2(udbrucfe berfelbeii Uti ju ooBbringen / fann folgenber SGBeg ein^ 
gefc^Iagen »werben. 

Sf fep ber Aiirie toegen a-^-l^^L^eas unb x^^'cfssu/ fo 
f nbet man 

du = (m + i) x» zP dx + px"*'ÄJ^'d«J 

nun ifl aber dz = nbx"*~> dx/ fiuglic^ 

I. da c=3 (m-f- x" «P dx + npbx»*" zP-« dx/ 

gerner ijl «p s= zp-« . s ss «p-« (a + bx«) j ba^er / nacd ge* 
poriger @ub{litution biefed 9tefultatea tu I. : 

II. dass:(ni-}-i)ax*"zP^'dx + (m+i -J-np)bx»**zP-«dx. 

Snb(i<^ ijl b X" c= z — a / ba^er nimmt bte ®Idc||ung h axidf 
bie ®eflalt 

III. da SB (oi-f-i4*Dp) X" zP dx — npax" zp— • dx 

an. Sntegrirt man bie einzelnen ®lteber ber ©(eic^ungen I. / IL unb 

4 
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in. / Uit man ferner »feber x«+ « zp flqtt u , unb bringt man bie bei. 
ben bartn erfd^etnenben Sntegrolien obwec^felnb ouf bie Hirfeeeite M 
©leic^^eitaieid^end/ fo l^at man: 
2(ua L: 

*. - - j *"**' «P npb 



A-t-zP- dx = """ _ üllL .X- *p ax. 

npb- npb"' 

3fu« II. I *^ 



•' ("n + .)a {m+i)a J^ " "**' 

2fu«III.! («' + "+«>P)l> (m+,+„p)b-'* "^"^ 

/X« ZP dx = ""^'" ,. + "P* ,„„ -p_. ._ 

•n + i+np T^ m^.^np/» «' ««/ 

jx vr- ax t=: ___ ^ ^ ^ <: /x» zp dx. 

npa ' npa 

S»an fe^e nun in Ut imiten u«b mtUn bttfet fe4>8 ®r(i(*uii. 
gen m — n fio« m, unb p+i patt p; in bw britten unb H«n 
bcrfeHwn «ber bipf p+ 1 ftatt p, fo finbrt man 

/x" ZP dx =3 

ftf,\ _^x"-"t««P + « m--n+i 

"(P-f»)'' n(P+i)b'' **'^' 

f48) >=: ilLL^ _ (m+n-fnp+Qb , „, ^ ^ , 

^'» -' lm + ,)a (m + .ja ' f^"*' ^ dx. * 

(4q) — xm-nf^pf (ro — n + Q a 

(•n + np+i)b ■("m4-np + ,,b/*'"~"^'''^^ 

/5o\ .^ xtntigp npa- . 

c= _ '"""''^' . ""fn+np+. ^ „ ^ ^ 
nlP + «)a T Mp+Tjl"" •'**'***• 

J4nat uon b« ».fci,offe„peit ber Opponenten m, n, p „6. »,> i. 
len b.efelben «uf einige ber ^mtmlen ©iffereniialformeln «»«««to 
0et>e« ,v.r ,n (5.) m = o, „«a, unt> 4nbern wir ba«3*i4« 
»on p/ fo Wirb 

(53> /T . /' — '^ , ,p_3 Z' dt 
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3fl nun p eine gange pojittoe B^^U fo gibt btefe Formel 
J^^^l^r werin manj—^^^^ fennt; biefed le&terc Sntegral 

Uitfid) aber wieber auf 1- — -lA; — ^ rebuciren/ u. f, f.; bia man 

enblic^ auf /—tt-j- fonirat/ welc^eö a\i^ ber neun unb merjigflen 

93orIefung befannt ifl« 

SBeteutet r eine ganje pofltht 3a^h fo fi'nben n^ir für ntrts/ 
p = — 7 unb msr burc^ bie gorrael (49) 

^53^ /lillL- T^-i \/a + b 1^ (r— i)a /i'-« <f x 

^Va + bx» ^^^b ^ rb c/v^a + bx»' 



Va + b 

£)urc^ fortgefe^te ^nn^enbung biefer S^^rmel auf bie recbter ^anb 
bed (9Ieic^^eit^jeicf)fnd erfd)ctnenben 3ntegra(ien fommt man jule^t 

eniweber auf / ■ ober auf / /^ , je nacf)bem r gerabe 

^Va + b? ^Va + bi» 

ober ungerabe i\t. £)en SBert^ bed erflen SntegraB fennen wir aud 
ber neun unb oierjtgflen 93orlefung ; für bad {weite ^aben wir 

(54) ß-2Jl^^ = l Va + bx* + Cons/. , 

^Va + bx^ b 

wie man mittetß bergormel (10) Ieid)t jinbet/ wenn man a-f-bx'=sz 
fejt/ woburd) biefea Sntegral in 1 .\ = -^ jz^^ dz ubergej^e* 

Se^t man in (48) mit 93eibe^altung ber oorigen SSert^e von n 
unbp^ in= — V, fowirb 

(55) r '^ = - yimL _ <i=!>i /: 



xr V a 4- bx» (r— a »'-* Vr— U a^ ^^r— ^a+bx* 

woburc^ man bad ju fuc^eube Sntegral jule^t entweber auf /-- 



/* rfx 

ober auf / — , rebucict. SBad baö lejtcre Sntegral betrifft/ 

t/x ya + bx» 

geben unö bie Sormeln (34) unb (35) ber neun unb oieriigßen 93or[e« 

fung für a = a/ ß = 0, ysirb: 

(56) r — = _L^Vm^^-^« ^ Ca«.fc 



(57) / — . s= — - Are cot. — ;;- + Const. 

23 • 



^ 
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2Hefe leitete Sormel fol^t fogletcd im« (i8>/ toenn man bafelbft 

2{ud ber gormel (60) er^dlt man für n5=2, pssj 

2)te Sntegratton fann/ m ttiag eine ))ofttt9e ober eine negative 
3a^ fepu/ tnittelfi ber Scrmeih (53) ober (55) loeiter fortgeführt wx^ 
betu 3n«befonbere tflftir meao: 

(61) /l<xV« + bx» s= — I— -L L^ / 

^ ^ _ ^ » ^ VVa+bx» 

3(ud ben S<»^>RtIn (46) — (5i) ergeben flc^ fogleic^ SRebuctione.- 
formeltt für baö Snteflral Jd x «n. x™ co*. x» , wenn man bofelbfl 

5»/U X / du COS. TL f. \ f — 1^ %f 

3 

ftatt X, dx, a, b, n, p fe^t. 

SRan ftnbet 

fd X «wi. X"» co%. X* Bss 

(W) =S — j . J ^ /rfX5Wl.X"^«C(?AX"**. 

n-f- 1 ■ n -j- I '' 

(H) =5 ' . /d X «Vi. X«»*« co*.x»i 

/JL c\ ''Vi. x"»— » C05. X" t « , m — • I ^ . 

(OÖ; = — .^^ --—^^ j — /rfx «n. X"-« CO*. X' . 

m-f-n • m-|-ß 

(wo) =» ■ . ■ (- -, - /d X «/i. X» cou X«-«. 

m+n ' m-|-n *" 

2)iefe gormelu fiepen ftdS> im ®runbe auf bret befd^rinfen, flu« 
»eldjen bie übrigen bret bur^) 93ertaufc^ung oon m mit n, unM«« 

mit - — X ^en^orge^en. ®ie fuhren , wenn m unb n ganje 3#» 

flnb/ jule^t auf bie einfachen gormen fdxsifuxf fdieos^ii 



S57 



tiiib i^t^ritgfien QSorTefung l^efannt ; bte ihtis^n laffen fl^ 4tt« b^n 

^prt gefunbenen StefuUaten leicht ableiten. (So tfl ndmltd^ 

/'dxsm.T. ' Pdcos.x 

■ ■ CS ^— f / 

COJ.X ^ COS.-L 

aifo Aac9 (12) 

(68) /dx . tg.T tst '^ l eo8.x 4- Conff. y=s Isec.x + Con^i«; 

ferner /^ = ri^4i^ « - /^i^^, «Ifo na« (a4) 
Siefe betben gorraeln geben/ wenn man x mit -' — x »ertaufc^t: 

(70) fdxcoUx s= l«/i.x 4- ComU =a — l cosec^x + (Swwt.- 



/ dx 
COS. 1* /V gg. X 



(7«) A 



cos,x 



Tluß biefe» Sormel MJt fic^ bie gormel (69) auf eine ^6c^|l thu 
fad^e SBeife ableiten, (£« tfl nämlic^^ wegen 

sin. X B=3 a sin, 7 x co« • 7 z 

y!£l. — /!_Ü1 ^lig.ix + Const. 
sin, X ^ sin. -l x cos. L x 

wie oben. 

Tluf^emfelben ffiege/ welker un# ju ben gormein (46) — (5i) 
führte, laffen fic^ aud^ SHebuctionöformeln für ba6 gntegral 

^ /x- dx (a 4- ß X» + yx")P 
conjiruiren. 

Sie einfac^fJen ber unter biefem Sntegral begriffenen Tfuabrurfe 
laffen p* jebocb auf bie früher entwicfelten gorraeln junirffu^ren. 0o 
gibt berfetbe Sunflgriff, mitteljl welkem (29) an« («5) abgeleitet 
würbe/ auf (5a) angewanbt: 

P dx 
(78) ' J(a + ßx+yxi)P •= 

ß + 'iyx . ayCap — 3) P ^^ 
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(S^en fo* folgt attd <6i) 



(74) fdx\/a+ßx + y^^ ^ 

u. f. m. 
9lot^ (emerFenämert^ (tnb bte Stebucttonen 

^^ ^ Jce + ßx + yx^ ^ 47(a + px4-yx^) 

«= ~ Z(a + /3x4-yx*) L / ■ ^ ^ unb 



> 



looburc^ tie bei &er Beringung gebrochener rationaler S>iferenjiaIfor' 
mein in ^artialbrud)e erfcl)eineiiben ?luabrucfe 

(A-fBx)rfi ' (\+Hx)dx 

unb 



integrirt werben fonnen. lD?an ftiibet ndmiid; mit S^ülfc ber Sotmdn 
(76) unb (76); 

(77) m+BxWl ^ 

^77^ J a + ßx + YX^ 

B , , . « . V . 2A7 — BS r dx 

= ry ' («+ß-+rx*) + — V^ J - a+px+7x- ' 

(.8) AA^BxMx^ _ 



B 



, 2A7~-B3 P dx 

>-i I ^"^i ^(a + ?x + 7X»>p-»' 



Söetracbten wir nur noc^^ einige mit bem Slabic^l v^a+z^x+yx* 
tjerfe^ene Dijferenjialformeln. 

Um eine JÄebuctjouöforrael für I ^""^ ^ ju erhalten/ Wf* 

c/Va+ßx + yxi 

fercnjire man baö ^^robu^t x™-> \/a + |:ix-+ryx^ STOan ftubet 

d . x«"-> \/a 4- |3 X + )' X* == 

= (m-i)x™-.rfxv/;. + /3x + yx^ + ^ — (ß + ^Y^)^' 

aVa + ßx + yx« 
(m — i) xm~« (a + j3 X + 7 x'i) ^x x»«— » (ß + 2 -y x) J x 

\/a'+px + 7x'^ " ' 2Va + Px-f-7X* 

_ (m — i)ax»n— »^fx (am — i)ßx"»— i^x in7x»nrfx 



\/« + px+7X* 2Va+px + 7xa Va + Px + yx= 
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3n(egrtrt »an (etbt Z^eiU biefer ©let^ung/ fo ergibt fl<^ o|nf 

c/Va + ftx + yx^ ^ 

~ "^ ^""y J\/a + px + 7X^ 

(m — Qg /^ xn*—<fi 

" y c/\/a+'p X + 7 X» ' 

2(u^ btefer Formel folgt/ menn ntdit m — nss — n fe(t/ tntüflfi 
einer einfachen Sran^pofttton ber 3ntegra(ten : 

(8o) r ^^ « - 

»/x» V« + ^i + y«' 
Va + ßi + yx« (111—3) ß 



in— 3) p r__^ 

(n— 1) a J^n-x V^rpß X + 7 X» 
(n--2)v /* rfx 

(n— I) « ^XB-. y« + ßx + -y xa* 



Stfferenitrt man bad ^robuct 
fo ftnbet man 

d . X"-" (a + j8 X + y **)* = 
OB (m — i) x«-« (as4- ß X + y X*) cJ X \/a-f- j3 X 4->'** 

+ I x«-»(ß4- 3yx) dxVa + l^3t +yx», 
unb ^terauö nac^ einer (etci)ten 9?ec^nung: 

(8i) /x"» dx\/a4-/ix + yx* =;= 

t 

xm— I (flt + fl X + vx'i)^ («m+i) 3 /'■ ,,. ; ^ 
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3wci unb fünfsigfle Sßoricfung. 

Über bie dlebuction ber 3ntegralien t^eriDicCelterer 

^Differenjial/ornieltt mit einer 'i^^xan\:^tV\^tn 

©rof e auf einfachere ^dlle« 

• ■ . • 

(Sortfejong.) 



®, 



aa ^rincip / n^elc^ed ten in ber t^er^er^e^enben fQorlefuiig 
auSgefü^reen SKebnctionen ber Sntegralten auf andere junt @runbe 
liegt ; (d^t (td|) in einer einfad^en formet barflellen. 

2>ur<^ Differeniiation bed ^robucted i^efer oeranberlic^er ®th' 
f en o > ? er^dU taan 

d . iiy tsi udY '\' yidxif 
folglich nrfv ea UV •— vrfo, 

@itib nun u unb v Suncrionen einer unb berfe(ben i^erdnberli^ea 
Qxl^ti fo ergibt f!c^ burc^ Integration beiber Steile ber le^teren 
©teid^ung 

(82) /ud'Y :=3 UV — fvdxiß 

»elc^e gormel ba6 Sntegral/arfv auf ein anbered/ n&mlid^fwduf 
rebucirt« Uni bicfelbe auf bie Integration einer SDtffereniialformel 
f(x)d\ an{uit)enben / rauf man ^(x) in jwci ^actoren f (\) unb 
4i>(z) bergeflalt ju jertegen fuct|en/ la^ fowo^I ^(x)dx/ M aud^i 
wenn rf w (x) =5 w, (x) // x unb /^ (x) . rf x c=3 f _, (x) d x gefegt wirb# 
^^,(x).co,(x)dx entiveber unmittelbar/ ober boc^ burc^ fernere %e- 
buctionen integrirt werben fann. X)ann ifl 

(83) /9 (x) li X = V-. (») • " « — /+-. W . <^i (^) rf «• 

Sie in ber oorbergebenben- 93orlefung abgeleiteten 9iebnctton^ 
formein für ba6 3ntegral /x°»<ix(a-f.bx«)p finb bloße Änwenbungrn 
ber gormel (83). <Se^t man ndmtid) in berfelben ^ (x) = x-; 
co(x) C3 (a -f bx")p / fo er^dlt man bie S'otmel (46) ; fe^t man aber 

^ (x) =5 nbx«-»(a-(-tx»)P ^ w(x) s=; — . x*— »♦», fo er^dtt man 

bie gormel (47). Oibc man ferner bem ju rebucirenben Sntegral bie 
©eflalt /x"^"p rfx (b + ax-»)p , unb be^anbelt man biefed festere 
nac^ ben Sormeln (46) unb (47)/ fo erfc^einen bie Formeln (So) uo^ 



«6i 

(5i). &alM man tnhlidf bte red^fer ^atib be« &ki^^tMieiii)ti\9 
in (46) nnb (47) be{lnblt(||en Sneegtalten na(^ (5i) unb (5o) unt/.fo 
ftnbet man bte Sarmein (48) unb (49). 

Vnimmt man in (83) ^(x) =s 1 , <o(x)s=3 9(x) an^ fo $at man 

/f(x)dx «3 X0(x) — /xyj(x)dx; 

(4ft man nun in ber fo eben gebrauchten gormel f(x)s=sx> 
«> (x) = fi (x) fepn / fo »trb 

/xy,(x)dx « ix«9.(x) - j/x*9.(x)dx; 

mitteljl f (r) = X» , CO (x) t=s 9^ (x) ereilt man ferner 

/x»9.(x)dx =5 ^x39,(x) - f/x»93(x)rfx 

u. f. w. 
Serbtnbet man biefe @Iet4|ungen mit etnanber^ fo ergibt fic^ bie 
oonSo^annfiSernouIIi juerfl aufgehellte 3ntegratron6rei^e 

(84) /?(x)iix«==x9(x)-Ix»9,(x) + J5x39,(x)-ji^x*9,(x) 
{u totl^a, wenn fie bid ju bem ©Hebe 

( Or— I 

7TT— ; *' ''- w 

fortgefe^t toirb/ noc^ bie (Ergdnjung 

ge^drt. Um biefe (Srgdniung/ oon weld^er bie (£on\^ergeni ber Steige 
(84) abfangt/ nd^r beurt^eilen ju fonneu/ wollen wir i^r eine an« 
bere gorm geben. 9Bir fönnen ba6 Sntegral /x' 9r (x) dx immer fo 
bifflimmt benfen/ baß e6 für xsao oerf(^wtnbet / wenn wir nur ju ber 
9?ei^e red)ter ^anb^beS ©leic^^eitdieidiiend in (84) ben SBert^ ^inju« 
fiigen/ ben /9(x)dx für x=o er^dlt« 0inbnun x«^ x^/ x,/ •••x.^i 
Sohlen/ burd!^ welche bie 93ariab(e x/ oon angefangen bid ju i^rem 
legten SBert^e x. / ben ber $8ucl)|labe x felbfl anjetgen ma^, übergebt; 
fo ifl oermdge ber Sormel (5) in ber neun unb oier^igflen 93orIefung: 

/x' 9r (x) dx = 

Ä K/n.[xf9,(x,)Ax, + xl9,(xOAx» + »3^(^3)^X3 + • . . . 

• . • . -^ Xn_, 9,(Xn— i)AXb— 1]/ 

wobei fidf bad Seiche» lim. auf bie unenblid^e 2(bna^me ber X)tfferenjen 
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Axi/ Axj/ AX3/ . • . ATq^,/ b. ([. auf hM bei b<m ttoenbUd^v 
SS^ac^fen oon n 0tatt flubenbe unbegfen^t^ Stnritiaiibei^rucfen ber fGBer« 
t^e Xj/ X2 / X3/ « . . Xn.i beilegt. Offenbar aber tfl bie ^utnme 

»• ?» (3^1) A»i + *« ?' (*0 ^^2 + *a9» («s) AX3 + • . • 

• • • "f" ^B— I ?» (Xo— l) 4 Xn-ri 

aro^r aU ba9 ^robuct 900 

mft bcm f (ein jien SBert^e/ welchen 9r(x) erhält/ ipdl^renb x von ber 
IRuIIe angefangen bt^ in feinem Ulkten Sßert^e fortfc^reitet / unb tiü' 
ner aia bad ^robuet von X. mit bem gropten $S3ert^e ber Function 
fr (x) innerhalb bed ermd^nten Snteroalled ; man fann baj^er 

»i9#(»i)AXj 4. x;fr(x»)AXa + + X^,y,(x»_t)Ax.-.t es 

=i9,(9x).Xa 

fe^en / n^obet B eine bie Sin^eit nic^t uberfc^reitenbe fo[\tm B^^^ ^^' 
{tedt. ^ieburc^ tvirb 

/x» 9, (x) rfx s= fr (öx) Zim,X„ . 

^er Sormel {5) {ufolge tfl aber 

lim. Xn =5 /x' rfx Ä — r— / 

bn^er ^aben wir 

/x' 9, (x) rfx = -.1-. x't. <p, (6x), 

weswegen bie öuf bad ®Iieb x' fr-i (x) folgenbe Srgdn» 



{ung ber Steige (84) auc^ burc^ 

(-1)' 



x't» 9r (Öx) 



1 . a . 3 . . . r (r + »> 

au^gebrttcft m.vben fantt. 

£)ie ^Be.rnouIIifi^e S<»^mel fann jur X)ebucHon bed Sai^ 
lor'fc^en Se^rfaj^ed bfenen. 9D?an fe^e ju biefem Snbe tn berfelben Ax 
flatt X ttnb/9(Ax)dAx =/(x — Ax), fo wirb 

,,(Ax)«±^ =-/,(x-Ax) 

n. f. w.^ 




3Ö3 

meitn n4mli^ aDgemetn huti) 

/i(2)/ fzb)f fsi^)f 

bie ^Difereniialquottenten 

^/(») df, (») d/^ (g) 
dz ' dz ^ €iz '**'** * 

angebeutet »erben; unb ea ifl bemnad^ 

/(x — Ax) B3 CoTiÄt. ~/,(x— Ax).Ax — 1/, (x— Ax) .Ax» 

Um hie Consu ju beflmtmen/ fep Ax es o/ fo folgt 

Const. =s /(x) •) ; alfo 

/(x) =/(x-^Ax) +/,(x-Ax).Ax + ^/,(x--Ax).Ax» 

tt»eld)e ©letc^ung/ tveiin mqn x in x+Ax übergeben laßt/ fogteic^^ bie 
SapUr'fc^e Sormcl/ fp tvte wir fie in ber fec^d unb vierjigflen SSorle« 
fung gefunben ^aben/ barbietet. 
2)ie auf bad ©lieb 

— ^^ -frix — Ax) . Ax' 

9 « o • • • • r 

folgenbe (Srganjung obiger Steige ifl 

JWac^ gefc^e^encr Umflaltung oon x in x + Ax fann wegen 
1 - ö<i unb wegen ber Unbffiimmt^eit oon 9 biefer 83uc{)|labe an 
bie ©teile oon i — ö fommen/ woburc^ bie erwähnte* Srgdnjung bie« 
felbe Oeflalt erhält / wie in ber fec^6 unb oiergigflen 93orlefung. 

SEBtr wollen nun bie gormel (83) auf einige ber am ^dujigflett 
oorFommenben 3ntegralien anwenben. 

8D?an ftnbet, wenn man f (x) = a» dx fepn laßt: 

(85) /co(x) . a« dx = !il^ - n/«« W • ^^ ^^- 



*) IDag ^iev t>ie (Sonflonte ald eine Sunctton ^on x auftritt, wirb ißiemanb 
befremben, Ut Mentt, Oaß in Se^ug auf Ax aU vmat>U @r5ße in* 
tegrirt wucDe. 
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S>te fortgefe^te 2(nwenbung btefer Sormel auf bad in t^tf m {Wci* 
ten Steile erfd^einenbe Snfegral fltbt, menn bte Siflfereniiafquotienten 

/fu. (x) ^w^fx) /2u^(x) 

— ; / — T / ' . / tC. 

d^ äx dx, 

tutd) io, (x) / CO, (x) f C04 (x) / 2c. beieic^net werben/ 

(86) ^„(.)..... = p,(„(.)_-^ + -^_^>+ 

• ••••+(-)' if)+^/"-w ••■•"• 

0ejt man hingegen in (83) <o (x) jlott 9 (x), unb a» (lott w (x), 
ferner /w(x)dx BS ca-, (x)/ /«^i (x)dx t= co_, (x) u. f. to.f fo 

erhalt man' 

(87) /w (x) . a« if X =: a« (w«., (x) — co«, (x) . Za + w-3 (x).(^a)* -f--— 
....4.(_,)r~.co^(x).(Za)«— ) + (-0'/«-r(x).a«dx. 

SBelc^er ber betben 2(udbrucre (86) unb (87) tn ber 2(n»enbnns 
Dort^eil^after tf}/ (»dngt Don ber befonberen 93efc^affen^ett ber (n be> 
^anbelnben :DtfferenitaIforme(n ab« 0o mtrb man/ wenn n eine gan'ie 
pofitm Sci^l »or jleUt, fiir /x» a« d x raitteljl (86) einen enblid^en Än«r 

AS 

brncf erhalten/ weil man jute^t auf /a« dx e=s ~ Fommt; bur<^ bie 

gormel (87) hingegen fann baaSntegral / ^^ auf / ^^^ jurM» 

geführt werben. HUein auf biefed festere leibet bie erwähnte Steboc 
tiondformel feine weitere 2(nwenbung me^r / fo ba^ baffelbe für fic^ 
abgefonbert be^anbelt werben mn$. 

6d ijl ni(l)t mogli^ baft Sntegral / ^^— ^ burc^ bie bi6 je^t be» 

trachteten algebraifcben unb tranöcenbenten ©rößen au^iubrucfen ; biet 
fed ^nttQtal fleOt oielroe^r eine tran^cenbente ®ro^e eigener Tltt bar/ 
fo baß ni(f)t6 anbered ju t^un übrig bleibt / aM SD^et^oben aufiufuclKn/ 
baffelbe mit jeber beliebigen ®c^drfe auf bie (ei(f)tefie Tltt nd^erung^ 
weife anzugeben. Xic SKefuItate ber SKedl^nung muffen fobann jum be- 
quemeren @ebrauc^e bei ben mannigfaltigen 2(nwenbungen ber2(na(9fid 
tn Sabeden {ufammengeflellt werben/ fo wie bieß mit ben Sogarit^roen 
unb Arei^functionen bereitd gefd^e^en ifl/ woburc^ bie SntegraUen 

/ — / / ^ ^ / / ^ ■ / tc. ald unmittelbar gegebene ober 
bod^ aU dußerß leicht ju finbenbe ®r5ßen erfd^einen / unb ein ^ro-- 
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hUm / welches Uop von ber S5ere(^nung btefer Snfe^raltm ab^dngig 
gentad^t Sorben t|}/ ald i^öHtg anfgelSfl angefe^en merben barf. :Da6 
ganje ©ef(^4ft bed Sntegrtrend ber Z)tfrvenitaIfornieIn mit einer 930' 
nablen befielt fomit in ber 9?ebuctton berfelben ouf bte einfiic^fien mit 
f^nen Derwanbten £)ifferen{ta(formeInf beren Sntegralien man <ilt* 
mentar'3ntcgra(ten ober gunbamentalformeln nennen 
fann / unb in ber nd^erungöweifen S3ered[)nung btefer Unteren. 

2)a6 3nt^9f«I / ^^--^ fleji^ mit / 7- i« ^"8^^^ 93erbtnbung. 

Z)enn fe^t man a'^ssz; fo »irb a^dx/asda unb xZaesIs, 
folglic^j 

fWeuere ®4iriftpeaer nennen ba« Snt^flMl / 7^/ »«<% ®olb- 

ner/ ben Sntegral'Sogartt^mua oon x/ unb bejeic^nen ba<« 
felbe burc^ li .x. £)iefem gemäß ifl 

(88) At^ =xi»^a«. 

2)a # für x^aesjr tn # - 

fommt ed tm ©runbe bloß auf bie 93erec^nung von / - 
fiaben 

folglich 



X5 

• • • • 



e= Con«t. O. Zx 4- X 4 1 5—5 + ■ - ■ ^ »> . / + 

• ' • 1.1.« ' 1.2.0.3 * i.2.5,4.4 

2)tefe Steige conoergtrt für jeben S3ert^ von x. 3jl x negativ/ 

fo wirb Zx iniaginÄrj allein baraud folgt ni^t, baß / ^-^ feinen 

reellen SBert^ julaßt. ®onbert -man ndmtid^ oon ber Sonflante ben 
imaginären Sogarit([mu9 2( — 1) ab/ unb vereiniget man i^n mit Zx/ 
fo erfc^eint U-^^)/ ^tld)^ ®roße reell ifi/ in ber Steige. Ober and^i 

e* ijl Ix burc^ Sntegration oon — entjlanben/ wofür man — — j- 

fc^rriben fann, unb fomit burc^ bie Integration l{—^) erhält. @e(t 
m«R in (89) Zx ftatt x/ fo wirb 



• • • • y 



« • • • 
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(90) 'I II , X sss 

tooUi man, m\m x < 1 fepn foDte/ um bie SKei^e reell ju machen/ 
{( — Zx) (latt Z/x (u nehmen ^at. 

SEBic finnen und ^ter nif^t tn eine 2(udefnanberfe^ung ber 5(un{l' 
griffe einlafleUf ivelcbe bie S3erecf)nung einer SabeDe für bie 3ntegraU 
Logarithmen erletd^tern ^ unb begnügen und ba^er bomit/ bie %efc^af^ 
fen^eit ber Sonflaute in ber Steige (90) (u erörtern^ wenn li.o 

(weld^e ©rope/ ald berSBert^ bed^ntegrald / ^für xs=o/ an unb 

für ft^ t)50ig unbeflimmt iß) ber SluOe gleich fepn foQ. 
Z)a in S&ejug ouf bat linenb(i4)e !S8ac^fen oon z 

unb oermSge (89) 

Z t . e-"* = Corut. 4- Ix — x -| — 1- . — 

' ' i.a.2 i.'i.i.d * 1.2.^.4.4 

tjl/ fo ]^aben mir/ menn wir ben 3Bert§ ber Sonflante für Zi . o =s 
burc^ H oorfiellen : 

H = lim. r_ Zx + X — + -^ i^ + "1 , 

L »•«•* 1.2.3.3 i.a.a.4.4 J 

wobei X im 3uf!anbe bed unenblicfien SBa(4fend gebac^t wirb. 
Sd if} aber / 

X V^ — : — T'T-T -f- . . • . CS — / rfX/ 

1.2.2 1,2.0.(> 1.3.0.4.4 -/ 3L 

wenn ba6 3nt«9»^öl fo genommen wirb, baß ed für x=o oerfc^win- 
t>et; folglich • _ 

H =! — Um. Zx — / — dx, 

SBir ^aben in ber fünf^igfien SSorlefung bemerft/ baß in fBejog 
auf bad unenblid^e SBac^fen oon p 

im. (, - !)' 

X 

ifl. Segen wir i = 2, fo wirb , wie man leidet fte^t/ 

/ a X = Zi/n. / dz SS — . hm* / 

alfo H = lim. j / l^i-rfz — Zp I ; 



7. # - iP 

5—« c= Zim, 



H 
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mil ed ttlavAt ifi; flatt ber @ro$e x bie ebenfalls unenbltc^ tt^ad^fenbe 
®r5f e p ju nehmen. 

SaJTcn mir p eine ganje pofttioe 3<)^I fepn/ fo ^aben mit/ wenn 
wir »or ber Sntegtation i — zp burd^ i — • z t^etlen : 

/ 'Inf!. ciz=i-L,!.-L*+^4.^,..J-i; 

^o 1—« *a»3*4* »p 

ba^er befielt bie ©letc^nn^ 

= Km. 1^1 + i + 1 + i + . . . . + 1 — ZpJ , 

wobei bad B^ic^en Um. auf bad unenblic^e SBa^fen von p ftc^ bejie^t ^ 
^ieraud erneuet/, bog/ numerifc^ betrachtet/ bje Soiijlaate H 
tntt bem äBert^e ubereinflimmt/ n)eld)en ber 2)i{fereniia(quotient bed 
Sogarit^muö ber in ber neunten ^liorlefung erfidrten Function 7Z(z) 
für zsso annimmt» :Denn ea ijl offenbar in Se^ug auf ta^ unenblic^ 
groß Serben bekr gan jen ))o{(tioen 3<^^I P ' 

ln{z) = lim.[li -f Z2 + Z3 + + Zp + 2^P 

_/(2-|-i) — i(z + a) — l(z4-3)— — 2(z+p)]^ 

alfo 

— -j SS hm, I Zp ; — ; — .... 7— I ; 

dz L*^ Z + 1 7. +2 Z+Ö «+PJ 

unb wenn wir ber Äarje wegen — —- = V(z) fefen : 

tf z 

ip(o) = Z/m. I^Zp — 1 _ i — i — . . . . — IJ , 

woraud H = — v(o) folgt. 

JWocI) tfl, wenn bie früheren »ejeic^nungen beibehalten werben: 

(91) /CO (x) . dx (Zx)- c=: CO«. (X) . (Zx)» - ny ^ / J 

ferner, wenn man in (83) if> (x) s= ^-jy-7 / co (x) = x 12 (x) unb 
d[\l2 (x)] SP ^j (x) fegt / we^en 

\ A( ^)'^^^ _ _ ^t^(x) , _i_ / ^>, (x).rfx 

J (^»)" ~ (n— i)i/x)n-» •" n— 1^ iU)"-' * 

S)ie5orraeIn(9i) unb (92) bieten nur bann einfachere ?(udbrucfe 
für bie ju fudS>ejiben Sntegralien bat/ wenn n einen ganjen j)o(itium 
SBertj^ befift. 
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}(u4 t|tr WH man Ui^t fit^t, 

(98) / w (x) . dx Are. sin. x 6=3 w_, (x) . Are. sin. x — / - 



-ß 






.dz 



aWanc^nial jinb mehrere Kebiictionen n^r^ig, um ein 3ntegrai 
auf ein anbered einfacvered opn berfelbcn gorm jnrucfiufü^ren. ^p 
Qibt bie gormel (8s) . 

/x» rfx »m,x sa — x" co*.x -|- n/t»—» dx cof.x 
unb /x«-« dx COS. X CB5 X"-« sin. x — (n— i)/x»-« dx sin.Xf 

folglich $at man 

(96) /x» dx sin.x =3— x> co^.x + nx«-» «m.x— n(n— 1 )/x— * dx «m^x. 
Tluf btefelbe 2(rt ergibt ffc^ 

(97) A* ^x <?oe. X sa X" sin. x + nx—» co*. x — n(n— i )/x-^ dx cos. x. 

(98)'' ß 



(99) /- 



/^ 



Sie Sntegralien f^Util, Cilf^, fi 

-^j; — , «ttf tt>(((^e t»te gormolti (98) unb (99) für m ganiel 
fojjtwe»^ jule&t fuhren, jinl>,f«iwr weiteren Stebuctton f4(tg. 
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j*. 



S)m unb fünfsigjlc SSorlefufig* 

über bie Sntegration bcr 2)ifferenjiaIformeln 
mit mef)rercn \?erdnberliil)en ©rofen» 




'enn eine IDiffereniialformel mit efner oeranberlic^en ©röße 
x; {• 93. 9(x)dx^ jur 3nt^dr<>tipn vorgelegt wirb/ fo unterliegt bie 
STtflen} bed unbef annten 3ntegra(e6 , toxt ntan bur4f bte ®(eic^ung 
(5) ber nenn unb otergigflen ^orlefuug lei ((^t fie^t / feinem Zx^z\\t\ \ 
t^ fann ndimlic^ immer eine Function oon x, {. %>• F(x) gebad|^t/ nnb 
für ie^en beliebigen SBertl^ ^^w x nd^erungöiveife bered^ihet t9erben# 
^eren X)ifferenjial =9(x)£/x ijl/ )t)enn gleich' eö m'c^t jeberteit an« 
ge^t/ biefetbe in einem gef(f)[o{fenen/ aud ben bi6 je^t in ^ie2(nar9{(6 
eingeführten algebraifcf^en unO tronacenbenten ©tpßen {ufammengefe^« 
ten 2(ud^ru(fe ^ariufteQen. 7(n^er$ oer^dlt ftc^ aber bie @a4;e bei £)if^ 
fereniialformeln mit mehreren i>on einanber unabhängigen oerdnberli' 
(^en ©roßen x/ y; z, . . . ./ mel^e/in fo fern fie i)am erflen®rabe 
finb / 'tx^ Sorm 

Pdx + Qdy + Rd« 4- • ... 

^aben/ mobei P/ Q^ B/ . • . . Functionen, ooh X; jt/ 3/ • • • . 
bebeuten. Sofern biefe Functionen mcbt geimjfen %ebtngungen ©entige 
(eiflen/ tjl ea burd^aud unmöglich/ baß bie vorgelegte S^ifferenjialfor« 
mel burc^ Sifferenjiation irgenb einer Function ber 93ariab(en x/ 
7 / z / . • • entfiele. 2)er leichteren Überft^^t wegen moUen wir mit 
ben £)iffereniiaIformeIn/ in welchen bloß jwei von einanDer inbepen« 
beute Derdnberlid^e ©r6ßen erfd;eTnen/ ben 2(nfang machen. 

©efe^t ed ejri|lire eine F^^n^ion a oon x unb j/ burc^ beren iT^if' 
ferengiation bie gegebene 2)iff^reniiatformeI Fdx-^Qci^X erjeugt 
wirb / fo ^i^i man 

-^ es P unb -r- =3 Q. 

ÄX dy ^ 

3ur IBilbung bed partieKen S)iffereniiatquottenten oon n in $&e* 
{ug auf eine ber oerdnberItd)en ©roßen tragen bloß i'ene. ©lieber biefer 
Function bei/ welche oon ber gebacbten Sserdnberlid^en abfangen; ixt' 
tegrirt man ba^er bad 2)tjtereniial Pdx/ in fo fern man bloß x ald 
oerdnberticb / j hingegen al6 conflant be^anbelt/ fo ftubet man mit 
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SwHMfUQUit Mop benjentgen S^eil ber Snnctton n, in we^em x 
Dorfommt / unb ed tjl bepj^alt / loenn mit ber ^urje wegen 

■ 

/Fdx = ü 

tooiel ^ (j) eine nod^ ju befiimmenbe S^nctton t^on j anjetgt Um bte* 
felbe fennen jn lernen / btf erenjiren mir bie festere ©(eic^n^ in Se* 
iH <^uf 7/ f^ ^^9<^t i^^^ ^^nn Qi ^^" partiellen 2)iffeeäMjiH(nillea' 

ten j- i^orjlent/ megen ^ = Q bie ®Ieid[|ung 

V ^ V!» + -77- / 
morau« ♦ (y) => /(Q — QO ^7 folgt. 
@oH nun V(y) mfiglidS^ fepn, fo barf Q — Q, bie oerdnberlic^ 
®r*fe X nid^t enthalten/ bennfon(ll^atbte3nte3rationDon(Q— Qj)rfy 
feinen 6tntt ; eö mirb olfo bie Sjiißen j ^er Function u burc^ beo Um 
flanb bebingt/ b<ip Q — Qi eine gunction t)on y aQein iil. :Dteff »e* 
biligung mirb iundd^ß bux(f} bie ©leic^ung 

ouagebrutft. Um biefelbe aber auf unmittelbar gegebene ©ri^ea |a< 
«Uifittfu^ren/ geben mir ber le^tern ©Ijic^ung bie ©eftalt 

dx d.:L* 

4- 

Xa unferen 93oran6fe^ungen gemd^ offenbar 

du =3 Pdx + Q,dy 
10/ fo befielt/ mie mir in ber uier unb oterjigfien aSorlefung gcfe^ 
' l^aben^ bie ©leii^ung *» 

dy dJL ' 

ba^er rebucirt fic^ bie oben auagefpro^ene »ebingung ber griflenj ei» 
«ei SntegraW für bie Sifferenitalformel Fiix -f Q<iy auf bte «Erfül- 
lung ber ©leic^ung 

£P _ ££Q 

dy "" dx * 

«irb berfelben burt^ bie gunctionen P nnb Q ©enüge geW|Ieff 
fo tfl; menn man fiatf ü unb Q, bie entfptec^enben 2f uWriicf e f^rettf: 

(.00) /(Pdx + <^dy) a /Pdx + /(Q - i^) dj. 
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Z)em U^Un Stefultate aOer ^jer angrietgten Opetationen mth 
nod^ eine wtDfurItd|^e Sonßante jugefe^t. 

SfRan (ann bei betn fo eben erHdrten SSerfa^ren / menn f!^ ba6 
3nfegrar/Q^7 letcf^ter eingeben laßt/ al^/Fdx, juerfl in Sejug 
auf y tntegriren ; barauö erwäd^fl bie Sorme( 

äSdre P Mop eine ^u^ction t>on x, unb Q bloß eine Function 
900 7 / fo ^&tte man gerabeju 

/(Fdx + Qdy) «/Fax +/Qdy. 
Xai einer Differentialformel mit jwet Derdnberltc^en ®r(pen 

Edx 4- (^dy, wenn ^ oon j^ oerf^^ieben auaföBt/ feinSntegtal 

entfprid^t/ er^eDet unmittelbar aud ber in ber oier unb Diersigflen 93or« 
lefung für jebe9 2)iffereniial einer Sunction u jweier oerdn berufner ®rd« 

$tn, ndmlic^ rfu c= p rfx + q^y^ bewiefenen ©leic^ung ;7^ == 2^> 
bap aber jeber 2)iffereniialf ormel Pdx -(^ 9^7/ in SBe^ug auf xoitdft 
j- = iju jji, ein Sntegral juge^Srt/ b. $. baß bie angeführte »e* 

bingitng ^ai^ ^arafteri)1tfd)e SRerfmal ber Sntegrabilttdt ifl/ ipfrb erfl 
bur^ bie obige 2>ebuction erflc^^tlic^ gemacht. 

2)er in ber5ormeI(iöa)oorfommenbe2ftt6brucf -^^^ — ?, in wel- 
chem bie Integration auf bie Sierdnbertic^e Xf unb bie Z>iffereniiatiott 
auf bie oon ber erfleren unabhängige verdnberlic^e Oroße j fidf bejie^t/ 

fann au<^ bnrc^ 93(rtV€c^8lung Uittt 0)>eration(n in I —^dx umgc 

flaltet werben. iDenn e« ifl in (er obigen Stec^nung wegen ^ ss -^- 

dV ^ /»dl« . . - ^ 

(.oa) -^^ =y 5^ dx. 

Stefe ©leid^ung brücft bie Suldßtgfeit M in ber 3nregralrecf|< 

nung fe^r brauchbaren 2)ifereniirend unter bem Sntegraljeic^en üu9. 

®efe^t/ mUn miß bie 3)iffereniiaIformeI mit einer 93ariablen/ f(x)dx 

integrireu/ unb man ifl im®tanbe bad 3ntegral/9>(x)da = «(x a)^ 

melc^ed in SSette^ung auf eine in 9(x) enthaltene Sonflante a, M 

wdre fie oecdnberlic^/ x hingegen befidnbig/ genomoien mirb/ mit leic^ 

24 ♦ 
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(er 9fl&^$ Miu^tUr^f fo fann tnaiw wtnn tnon bequemer ju rechnen 
meinte Suer|l bie ©ijfereniiolform^l *<x, a) rfx in »ejug auf x tm 
tegriren, uub baa er^oltene KefuUat fobanu in »ejug auf a bifferen» 
(irem !Denn ea i|i nad^ (102) 

Die ©let^^eit ber 2(uöbrücfe f<s>{y)dx unb -^^— ^^^ *^' 

jie^t f<(^ offenbar nur auf bie »on x ab^fingigen Sffeile berfelben. ßott 
ubrtgena ba6 3ntegra( /f (x) d x für einen oon a inbepenbenten SSBert^ 

bea X, j. », für x = k t)erf(^)winbeu , fo beji&t "^^^^^^^^^ ^it\Aht 

ßigenf4)aft/ wenn man bad 3»tcgral/*(x, a)dx fo nimmt/ baj ed 
gletc^faUe für x=3k ouf SluO r^bucirt wirb. Der (Sroße <» (x^ a) a 
6=3/^ (x) da fannjebe beliebige oon a fnfe S^inctton ber Sierdnberli* 
d^en X / j. 95. ^ (x) gugefe^t werben ; ber bur4) fte herbeigeführte S^eil 
in /^(x, a)dx, ndmlic^ /•^(x)dx/ fdUt bei bem Diferenjiren in 
SBejug auf a wieber ^inweg. 

Die oben erfidrte Snlegrationömet^obe ber Differenjialformela 
mit i,wti oerdnberlic^en ®rö|en Idpt fic^ nun (eict)t auf Differenjialfor' 
mein mit mehreren Variablen audbe^nen. 3fl 

Fax 4- Qdy + Rdz 
ju ihtrgriren> fo ne^me man juerfl bad Sntegral uon Fdx -f. Qdj/ 
inbent man auf bie 93erdnber(ic^feit oon z ni4ft ad)tet. Damit bie Sn-- 

tegratfon möglich fep / muß bie Oleic^ung _. s= — i ©tatt pnben. 

Daa gefunbene Sntegrat/ werä)cd U Reißen mag/ bietet ben oon x ud^ 
y abl^dngtgen £^ei( bea ju fuci)enben Snregrald 

/(Pdx + Qdy + Rdz) = a 

bar/ fo bap 

u =a U + ^ (z) 

ifl/ wobei z eine no^ anajumittelnbe Function oon z atfieigt. ©e^enwtr 
-— s=a Bj, fo ^aben wir Wegen -i s=3 R 

' ■ . n = E. + ^, 

az 

©oU if (z) anäetr^t fepn , fo barf R — B, webet x no(^ « «f» 
galten, wa« nur bann bet gad tfl/ wenn bt^@Iet(^unden 
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ii(R — R.). ^ . ri(R — R.) 

wir uniJ 7 «ngednbert benfeii/ bloß eine 2)?fferenjtaIformcI mit ben 
93ariableri x unb z iror und/ unb beßfialb tß -r- = ---i. Äue bem* 

"... . «Ä « «t s 

feigen ©rrni^e *<* 77 = x^/^ folglich forbert bte €jrifltni t)on u We 
Sebingun^ögleic^Ungen 

^P _ dq dV _ rfR dq dB. 

dy '"' dl. ^ d% '^ dx^ dz dj * 

• • • • • 

®e[^ie^t 6<nf<Iben (Senfige / fo ijl 

in ivelc^f ^ocmel. i)iaiv.i)iic^ P ober Q mit J\ i^erwed[)feln fanu/ toenn 
man nur ju^Iei^ x ober 7 an bte ®te(Ie oon z treten (aßt. Tluf bte« 
felbe SÖcife wirb man iCifferenitalformeln mit mex, fünf »erinberltcften 
©rogcn u. f. m.'be^anbetn. 2)te 2fnja{?I ber »ebingungögletc^ungeii 
ber Sntegrabifitdt tfl not^mcnbtg fo grop ald bte Htnaf^l ber ?{mben/ 
weltl^e iwifcfien ben uor^anbenen 9SariabIen möglich jinb, alfo für n 

Saariable => 1^^^:Z22 . 

2 

X>ie fogenannten ^vmo ge n e n i^tfferen jialformeln mit mehreren 

i?er4nber(i(^en ®roßen vcrflatten^ faHa fte tntegrabel ftnb/ imTlVi^» 

meinen eine ^6d)fl einfache 3nfegrarion. 39?an nennt uberl^aupt eine 

Function mehrerer oeränberIicf)er ®roßen x, y, z, . . . eine ^omo^ 

gene/ menn fte burd^ bie ® ubflitutionen xsst^,ysaiv, z=t^/ «..« 

in jmei ^actoren {erfdOt/ n>ooon ber eine oon t nic^t abfangt/ unb ber 

anbere eine ^otenj oon t i% Ser Sjponent biefer ^oten j / welcher 

it>ad immer fiir eine 3<^^I Uv^ tantif l^eißt ber Crbnungderpo« 

»ent ber ^oiiiogenen gfunctton. 3fl cl^o /(x/ j/ z/ . . .) eine 

homogene Function oon ber Crbnung n , fo befielt bte ©leic^ung 

/(t|, ti;; t2, . . . = *"/(!/ V, a, . . . .). 
&oIcf)e Functionen ftnb alle ?(u$bntcfe oon ben Sc^^nten 

V Ax« y»» z« . . , . -|- ßx5 y»» z^ . . . . + • • •.• 
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VAi^* y>» £•.... + Bx§ y^ z'' .... + ..• . 
\J%^<^ y^ »c , . . ; ^ »xö^y^ z» ..•. + ..• , 

tvobei bte Soefftctenten A#B/.«..2(/S3/..«. fein z ent^al-' 
ten / ivenn foioo^I • 

tfl. SerOrtonungderponent bed er|ieren2(uabrtt(fea wirb bnrcf^ btr3A^( 
!±I±±li:, unb b« be« r«tt«r«n b«r<^ '+"+;+-' -id±h±:: 

(Sine Differcniiolformel Prfx + Q^y + Rdz ^- , . . . »irb 
eine ^omo^ene genannt/ wenn P/ Q/ B, . • • (omogene/ {u eti 
nerlet Orbnung ge^irenbe Functionen fdmmtli^Kr 93ariab(en x/ y/ 
</•«.* f!nb. Z)e( gemeinfc^oftltc^e Orbnungöef ponent btefer SnnC' 
tipnen tfl ing(ei4) ber Orbnungdejrponent ber X)tfferenitaIformel. 

3ft as/(x/y/ s; • • .) ^omogen unb oon ber Orbnung d/ 

ferner du b=3 Pdx 4- Q<fy -f B<fz -f • • • •/ 

fo ftnb P/ Q/ B/ • • . • homogene Functionen i>on ber Orbonng 
n-— I / unb ed befielt bie ©letc^ung 

Senn fe^en wir /(^/ v/ a, . . .) ea U^ fo geben bie ^nb^i^ 
turionen a^c= tg, jrc53 tv/ ze= t^, . ♦ . ♦ 

a S3 t> U, 
^ //u ^ 4ü rfu rfü rfu l/ü 



pu«Px + Qy4-Rz + «_x+_y4.^z + .... 



onb TT « « *"""* D «a -^ folat* 
» t t 

Kber wir ^aben anbererfettd 



unb 

baj^er ftnben Ik ©(eic^ungen 

^ü ^ d\j ^ du 
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onb iitt«Pt5+Qtti+Bte+..-.s=Px+Qy+Ba-f , 
eiatt/ welche We oWgen Behauptungen redj^tferttgen. ' • 

edfe^nun Pdr + Qdy +R<ia + ic. eine intefiraWe ©iffe« 
f enitalformel / eine folc^e ndtnlid^ , in «ijug auf »el^e 

'dy^^dx' dz dx' dz dj^ 

ifl; femer Peine homogene guncttonber93er4nberli(^en x, y, ä^.-.ic* 

»on ber Drbnuitg p ^ fo ijl 

dv , dv , ^P . I 

. dP ii(P«) 

2lber offenbar 1(1 P + 57«='-ir' 

dj ^ '^ dx ^ dx 

d? d^ d (R g) 

u. f. ».^ 

<£ (Px + Q y + R« + ' • • •) 

2ruf Weftlfce QJrt ffnbet m««/ »«nn Q, B, »c ^»«ips«» g«««» 
ti0n(n b«t oten genannten 53ariaMen »on ben Drbnungen q, r, ». fiiÄ: 

(q+OQ« 37 

(«•+»)» = - 1; 

u. f. w. 
4)ieroua «tgtltt ftc^ bte ©letc^ung 

SS d (Px + Q7 + »'S + • • • •)• 

€6 ijl alfo ou(^ *ie ©ifferenitalformel 

(p+i)Pdx + (q+OQ'^y + (r+')R**« + ' 

integrabel / unb ^at ben Itnöbrurf 

Px -f. Qy + Ba + . . . . + ConH. 
Vxm Sntefltal. OTun flelten aber, ben »ebtnflunflen ber SnteflrabilitÄt 
^emäf / bie ®Iei*unfl«n 

folgltd^ ^aben wir not^wenbtg 
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' p i q =1 r =3 tCf 
unb fomit tfl 

(p4-t)Pd^ + ^dj + Rds -f .... «SB 

(104) /(Prfx4-<;>rfy>^Brfz + ..0 = ^^"^^^1]^'"*"'\' + g<>"^- 

IDiefe ^etrad^tung geigf / baf eine S^tffrreititalformel 

Prfr "f^.Q^y + Bda -f* / 

in welcher P, O, Jl, . , . . homogene .gunctionen ber u«rdnbcrKc^eo 
*• ®r6p#ii x/ y, z, * . ... pnb/ nitr batttt brt^fgenfc^ofe berStitegr«- 
büitdt ju befi^en oerm^ig/ wenn allen biefen Functionen ber nämliche 
Orbnung6erponent.j;ufommt/ ünb ba| ber uariabfe S^etl bVd SntrgraU 
biefer X)ifferenjiaIform^t/ ber/ falia fie ein foI(t)ed juldpt/ im 2C0ge« 
meinen eine homogene Function von einer um bie Sin^eit ^o^ere Orb* 
nung ijl/ erhalten wirb/ wenn man bie 0umme 

Px ^ Qy + Rz + 

burc^ ben um bie Si^^eit vermehrten Orbnung6exponenten ber Xfiffo 
renjialformcl tioibirf. 

9: 'SRiir in »bem einjfgen Saue/ wenn ber OrbnQngderponent einer 
homogenen £)iferettjia(forme( = — i ifl/ fann i^r 3ntegta( nad^ bet 
' fo eben aufgef}ellten Siegel nicbt gefnnben werben > biefe 9tege( gibt 
ndmlic^ für baffelbe ben 2(u^brucf 

o • 

befTen S^rm auf bie 37icbtan wenbbarf eit ber Siegel felbfl ^inbeutet 93er« 
folgt man bie obige !S)ebuctton unter ber 93orau$fe(nng p=s — i, fo 
fommt man für a\k SBert^e oon x/ y/ z/ • . • • auf bie ©leic^ung 

d (Px + (^y + Rz + .•..) = o, 

woraud iu erfe^en i(l/ baf bie @umme Px-|'Qy4*R>+**-' 
fic^ ^ier bur^ gegenfeitigea 2iuf^eben tl^rer ©Heber auf eine beßdnbtge 
®ti$e rebucirt. 

^ud^t man ba9 integral ber vorgelegten 2)ifterenjiaIforrae( na^ 
ber in bem 93or^erge^enben erftdrteu/ auf alle Siffereniia{forme(n paf- 
fenben OTct^obe/ fo erfc^eint baffelbe in biefem galle gewö^ulic^ unter 
einer tran6cenbenten ©eflalt; 
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. ' 35icr mtb fßnfsidjle 55prlefmi3. 

Ubec bte 3ntegratton ber Differenjialgleicf^ungett 

ber er^en Orbaiing, 




^et|n jiDtfd^en mehreren oerdnberlicl^en ®r6f en u^ x/ j, z, tc. 
eing ®Ietdl|ung F(n, x, y , Zf * . ^ .)^= o QeqeUn tfl/ »oburd^ eint 
berfelben^ j. 93. u/ fiir eine gutictton ber übrigen x/ y, z, . . . ^ 
erfidrt mtrb/ welche (enteren/ in fpfern fte burc^ feine neue @(ei^ung 
mit einanber i^erfnüpft erfc^etnen/ aU oöOig millfürli^e ©roßen ju be^* 
trad^ten ftnb: fo mu^/ n^enn z/ 7/ 2/ • • • • ftdl^ um beliebige !&if« 
ferenjen dnbern, ^. ^..in x^ Ht, y +,47/2 + Az, . • . . über« 
ge^en/ u gleichfalls ftc^ um eine befümmte/ oon Ax/ Ay/ Az/ « • . • 
ab^dngenbe £)iffereni dnbern/ beren ä3etri)9 mittel jl ber (Steic^ung 

F{u -{-Aa/z4-AX|j-|~A7/z4'Az/«.«.)'=^^ 

etfanflt n^irb« Zi^^t man Die erjle ©leic^ung oon ber {weiten ab/ fo 
er^dlt^mon linfer ^anb bed ®(eici)^eitd{ei(^en6 bie ISifferen) ber Snnc^ 
thn F(iif X, j, z/ . > . .) fo, ald ob a oon X; 7/ z/ • • • • in« 
bepenbent todre ; mithin folgt au^ 

(i) ,F(ii,x, y, Ä, ..,.) = o fogletc^ 

(2) A . F (vLf X, y f Zf , * . ,) =:^ o. 

es Fann aber noc^ bie ©leic^ung (2) mit (1) auf mannigfaltige 
TltUn combinirt wevUn, {• 33. tnbem man mittelfl berfelben irgenb 
eine beiben gemeinfc^aftlic^e ©roße eliminirt; ^ieburc^^ entfielt eine 
neue ©leic^ung / ivelc^e un'r burc^ 

(3) /(u, x/ 7, Z/ . . • . Ao/ Ax, A7/ Az, , . . .) e= o 

oorfleOten wollen. Sine folc^e ©letc^ung / welche bie {Wifd^en ber^3>tf< 
ferenj einer gunction n unb ben ^Differenjen ber t^r jum ©ritnbe ße» 
genben oetdnberltc^en (Stilen x; 7/ z/ . . . « befle^enbe SBejtel^uRg 
auabrucft/ ^eißt eine Differenzen gletctiung furu; trimmt man 
ober bie Differen jialien flatt ber £)ijferenjen / fo ^at man eine 2>if f e* 
reniialgleic^ung für u. Seibe ©teic^nngen finb oon ber erflen 
Orbnung/ weil fte blo0 bie erßen Differenzen ober Differenjialien 
ber aSariabten enthalten. Stimmt man aber neuerbingd bie Differenz 
Don (a) f unb oerbinbet man bie ftc^ baburc^ ergebenbe ^(ei^ung mit 
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(i) unb (2)/ fo tommt man auf eine 2)t{ferensen f ober IDifftrcnitol' 
gleic^ung von ber {metten Orbnnng/ oon »eld^ec man i« ®ki* 
(jungen {toifc^en ben Sifferenjen ober X)ifferenitalten no<^ ^i^erer Dcb» 
nungen aufileigen fann. 66 gibt auc^ ®(efd)un9en/ wtld^t Xifftten» 
* Jen unb £)ijferenitalien jugleic^ enthalten ; man nennt fte ©(eid^ungen 
mit gemif^ten ICifferenien. 

Sine oorgcIegteStfferenien* ober Sifferenjfalgleic^ung integri' 
teu/ l^eift au6 berfelben eine ®Ieic^ung jwifc^en ben oerinberlid^en 
@rdpen felbft (bie fogenannte 3ntegralgleid[)ung) ftnben / »el^ie 
bifferenji'rt unb auf bie oben befc^rtebene SBeife be^anbelt / jut gegebe« 
nen ©leic^ung fü^rt. X>a, toie bie So(ge jetgen mirb^ bie integral' 
gleid^ung in i^rer allgemetnjlen S^rm nnbeflimmte gunctionea ober 
boc^ unbefümmte €onf!anten ent^Att/ toelc^e in berlDifferenjen« ober 
2)ifferen jialgleicbung nid[it erfd|)einen^ fo ergibt Ji^ Ut ber 9te(^nung6« 
ftoU bie jur Sntegration vorgelegte ®Uid)\xhQ erfl/ wenn man iwi^dfin 
ber Integralgleichung unb i^rer Sifferenj ober i^rem !&iffereniial bte 
ern^d^nte Function ober Conflante eliminirt 

Z)ie (Srenjen/ tn welche loir ntiferen 93ortrag einiufc^ränfen ge* 
n&t^tget ftnb/ geflatten unA nur bie !&iferenitalg(eic^ungeii (n ht^ 
ten. 9Bir wollen und oor Tlfltm mit jeneit befc^dftigen / in n>eI(^ettV(e| 
jwei oerdnberlid^e ©röpen z unb j oorfommen. 

X>ut^ bie Integration etnl^r ^iffereniialformel mit einer Sarfab(ea# 
{. $B. <p{x)dx, wirb im @runbe bie Integration einer !&i{ferenjial' 
gleici)ung jweier oerdnberlid^er ®r6pen oon ber einfac^flen gorm be* 
werFjIcUtget. Äenn fe^t man 9(x)rfx = dy, fo !?at man bie Diffe* 
renjtalgleic^ung rfy — 9 (x) dx = o. 3^re Integralgleichung ift, 
wenn man /f(x)dx = F(x) ^ Const. fepn Idpt:' 

y — F(x) =^ Const. 

SSenn fd^on bie Integration ber X)iferen{iaIformeIn mit eioir 
SSariablea oft bebeutenben @c^wierigfeiten unterworfen ifl / fo wirb 
man natürlicher SSBeife bei ber Sntegration ber 2)iffereniialgIeic^nsgeB 
ühex^anft noc^ größere .^inberntffe erwarten. Übrigen^ flc^t man bte 
Integration einer iDiffer^ngialgleic^ung oon ber erjlen Orbnung fc^on 
ald ootlenbet an/ wenn ed nur gelungen ifl/ x^vt Sntegralgleic^ung fo 
barjufleQen / baß barin bloß noc^ audiumittelnbe Snlegralten oon iv 
tegrablen £)ifferen jialformeln erfc^einen / welche ftcl^ / wie and ber oor- 
l^erge^enben 93or(efung befannt ifl/ ieberjett auf bie Integration oon 
^iferenjialformeln mit einer Variablen rebu^ren lajfen. 
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Sebe SifferenjiaTgleh^ung 9bn Ut crflen Orbnung mit {wet Der« 
dnberltc^n &ri$tn x unb 7 / in welcher Mof bte erfien ^^ienjen bcv 
Z)tfferenita(ten dxuni dj Dorfomnren/ ^at bte gocm 

(4) Fax 4- Qrfy = o, 

iDcbet P unb Q Functionen von x unb 7 anzeigen« S^e mon fic^ auf 
wettere (Schritte einläßt^ wirb man vor 3{aem unterfudl^en/ ob ber erfte 
Z^eil berfelbeu/ ndmlic^ Pifx-f-Q<f7/ nic^t ttxoa eine tntegrable 
2)ifferenitaIforme( tfl/ wad befanntlit^ oon bem @tattftnben ber 93e« 

binftiuig — s=s ^ abfangt. 

(Sntfpredben bte gunctJonen P/ Q berfelben/ fo beflimme man 
ba6 3ntegral t>on Fdx-^i^dy nad) ben SD?e|^Qben bei; vorhergehen'' 
ben SSorlefung; \x>ixb e$ ber Jturje wegen burd^ F(x/ 7) oorgefleDt/ 
fo i|l bie vorgelegte 2)ijferenjtaIformeI mit d . JP(x, 7) = o einer* 
Ui, unb ^ieraud folgt unmittelbar bte Integralgleichung 

F{x, 7) c= Const. 

*3ur asefiimmung ber Sonflonte mup man ben SÖertl^ von 7 für 
einen fpecieOen Sert^ von x fennetu 

2)tefelbe 93emerfung ifl auc^ auf eine Stffereniialgleicbung 

(5) Pdx + Qrf7 + Rrfz =a o. 

mit breten/ ober mit no^i mehreren verdnberUd^en ®rdpen anwenbbar« 
3(Qein in ben ivenigflen gaden wirb ftc^ in einer gegebenen Z)if« 
feren^tafgleic^ung von ber Sorm (4) tinfer ^anb bed ©(eicb^eit^iei^ 
4)en$ eine inttgrable S)tffereniiaIformeI beftnbeu/ ba ba$ 92efu(tat bee 
2)ifereniiation einer ©leid^ung jP(x/ y)Gs:o/ burc^ SBegfcbaffun^ 
eined aQen @(iebern gemeinfc^aftlicben veranberlic^en Sactord/ ober 
burc^ 93erbinbung biefed Slefultatea mit ber urfpriingTicben ©leic^ung/ 
aufhört ber oben erwähnten 93ebingung ber unmittelbaren Sntegrabili« 
t&i ©eniige (u Iei|!en. Sßan muß fobann auf einem ber im %ol%enUn 
angebeuteten SQ^ege jum Siele ju fommen fud^en. 

1) ^an traute enhveber bur^ btope Umflaltut1gen> ober burd^ 
Sinfu^rung neuer verdnberlicber ©rSßen $ unb v flatt x unb 7/ inbeni 
man fowo^I x qU and) 7 beliebigen Functionen von $/ v gteic^ fe^f, 
ber Differeniiolgleic^ung Pdx4-Q^7 = o bie ©ejlalt 

JU ert^eifeu/ \o, baß t>ae £)tfereniial jeber ber beiben SSariabfen Mof 
mit einer Function eben biefer ®röße/ mit ^uöfc^Iuf ber TltkUtn muU 
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tiplicixt etfäfcint. 3fl bkß gef^e^en / fo ergibt ftd^ fag^et^ bie 3nte« 
gralgfetd^ung / wenn man tn 

«ad[) Derric^iteter Sntegration ber ,2>tfferenjiaIformeIrt 9(5)^5 nnb 
f(n))dv iie (Stößen I unb v »ieber.bttrcfe x unb y au^brürft. Siefe* 
S)«rfa^ren ^eipt .2Hi$ ^ntegriren ber X)tfferetiitalgleic^ungen btirc^ 2Ck 
fo n b e r u n g beir . oerdttberlic^en @rdpeit« 

/ . a) i9?an fuc^e eine fol<^e gunctipn pon x unb y, fle ^iße L/ üu6« 
pnbig ju machen/ bag bie SifferenjialgUtc^ung Pt/x-f- QJy =o, 
burc^ üKuItipIfcatton mit berfelben,linf erlaub be6 ©letc^^eitöjctc^end 
If ne inti^grable Dtffeireniialformel L-P d x 4- L Q d 7 barbietet. (Selingt 
bfe^ / fo pav man ^ weil bre ©leic^ung 

LPrfx + LQrfy ca o 

offen&ar biefelbe Stelation jwifcfien x unb y audbrucft/ welche burc^ bie 
gegebene Sifferenjiargleicf^ung bargeflellt wirb/ wenn man 

LPrfx + LQiiy s=i dJ^(x, y) 

fe^t/' b(e 3ntegrargle44ittng 

F(x, y) £=5 ConsL 

Stefed aSerfal^ren ^eißt bad Sn^egriren ber Sifferenjialglet^ttn» 
gen iurd) 9[)?uIti|)ttcatoren; bie babet ju ^ülfe genommene 
Function L wirb Jber t nregrirenbe S^etor genannt. 

a^ ifl nid)t uberflujTtg ju bemerfen / baß man , fobalb eine Dif- 
ferentialgleichung burc^ 'äbfonberung ber 93ariablen integrirt werben 
lann/ auc^ im ^tant>e <fi/ für biefelbe einen integrirenben ^octor an' 
jugeben* Denn aud Fdn -\' (^dy = o folgt nur tn fo ferne 
f(^)d^ + f(y)dvs=so, atd ber ?Ju6brucf P<£x + Qdy bur<<> bie 
(Stnfufirung ber neuen 53ariablen |, v in ^[?(S)<i§ + ^(v)d^] 
ilberge^t/ wobei X eine Function oon ^ unb v anjeigt. S)a nun 
9 (^ c£| -{- ^ (t)) cf V unmittelbar buxdf Differentiation einer Function 

Wtt € ftnb « erhalten mvi, ^omü^^^l±^, nad,bem man % 

burc^ X unb y auögebrüdPt l^at, ebenfaQd bad Differeuiiat einer %mp 

tion oon X unb y fepn. Sa ifl alfo j ber integrirenbe gactor für ^\t 

Differeniialgleid)ung Pdx4-Qdy = o. 

»^ierauö folgt, \>^^ bie jweite ber fo eben erf Idrten 3ntegrationd.- 
metl^oben ber Differentialgleichungen ftc^ auf aOeSatle ct^xtii, wetc^ 
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nad) ber erflen S9?et^obe (e^anbelt werben Finnen; ba nun baa Umge« 
h^vte ntd^t ®tatt ftubet^ fo fte^t man^ ba^ bie {weite 97?et^obe nte^r 
bead;tet ju werben verbient al6 bte erfiere.. SBir ^aben ber 2U)fonbe« 
rung ber 93ariablea aud) nur beß^alb erwähnt/ weil jte aU Mittel bie- 
tun tann, bU integrirenben gactoren ber SDijferenitalglei^lungen ju 
entbecf en / für bereu ^iuffnbung mau no^^ fein allgemeinea 93erfai^reti 
beft^t 

Sine Sijferenitalgleic^ung geflattet unenblic^ mele tntegrtrenbe 
Sactoren; benn oerwanbelt ftcfi P^/x-f-Q^^j burc^ ^ültiflication 
mit L in d.F(x, j), fo ge^t ber genannte 2(uabrucf burd^ ^nltu 
plication mit lu.f[F(xf y)], wobei/ eine beflebige gunction bec 
Function F anjeigt/ in f[F(x, y)] d . F(x/ y) über/ b. ^. er wirb 
ebenfalls in baö :Ciffer(*niiaI einer Function oon x unb y umgeßaltet. 

X)a jebe Function L oon x unb y / welche ber ©leid^ung 

^^ dy ~ dx 

@enuge leiflet / ju einem integrirenben Sacter ber X)ifferenjtalglei(^ung 
(4) oerwenbet werben f ann / unb {ugleic^ burc^ (5) ^a^ auaf4)Iießenb^ 
SD?erfmaI eined fo(cf)en S<^ctor6 audgefproc^en wirb; fo ^dngt bie 2Iud' 
mittelung bejfelben oon ber ?(ufIofung ber ©(eic^ung (5) ober ber i^x 
gletc^geltenben 

ah. TiMn bte»e^anblung biefer ©leic^ung ijl md)t geringeren ®c^wie» 
rigfeiten unterworfen/ aU iie Sntegratiou ber vorgelegten Z)iffereniiaU 
gleic()ung felbfl. 

Sebod) laßt jic^ ber integrirenbe gactor L, in ben wenigen gdfc 
Un, in welchen er bloß oon x ober bloß oon y abfangt/ burd) bad^n« 
tegral, einer Z)ifj[ereniiaIformel ber betreffenben oer4nberIi<c^cn ©riße 

barfleHen. Sd fep j. 18. L bloß eine gunction oon x / alfo -r- 

unb 2 d ^ ^f \^ flitzt ""^ ^^* ®Uid)und (6) 

^ i ^ — ^^ 

h* dx ~ <^' 



CS O 



■■■ ^ unb L = ^ 






Xamit btefe gormel anwenbbat tjl/ muß, wie man fte^t, ^ 
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eine Function von s aOetn fe^n* 2(uf btefeKe Hxt fnbet man/ toenn 

w 

-p- Hof von 7 ab^4ngt: 

m 

SSergietc^t man bte adgemeine %otm ber fogenannten linear» 
Z)ifferenita(gleid[)un3en / nämltc^ 

(7) dY + Vydx = Jidx ober (üy — X) dx + dy = 0, 

worin U unb X Functionen oon s aDein bebeuten/ mit (4)/ fo ^t 
man P = ü.y — X, Q = 1 , alfo 

dP TT <iQ ^ TT 

dy ' du ^ Q ' 

W 

b. ^« -^ gleich einer Function oon z aDein ; baj^er ftnbet ^ier Ui m 

tegrirenbe Factor h es ef^^^ (Statt. Sntegrirt man nun bte Sifi* 
reniialformel 

(üy — X) e/^^^dx + e/ü^« dy 

nad^ ber Formel (100) ber oor^erge^enben 93orIefttng/ fo erlitt bk» 
ben 2(u$brucf 

ye/ü*«» — /Xe/ürf»dx 

{um 3ntegral} ba^er iß 

y e/ü*»« — /Xe/ü«*« dx = Con*t. ober 

(8) y es e-/Od« [Co/iÄi. + /Xe/u-*« dx] 

bie Integralgleichung ber gegebenen X)iffereniia(gleic^ttug (7). 

Die Sifferenjialgleic^ung ^ 

•(9) dj + üydx =3 Xy» dx 

lapt fi4>/ loenn man l—^t=:z fejt/ auf bie.gorra (7) rebucirc«/ 

unb fomit nad^ (8) integriren« 

Um bie Integration ber (Sleic^ung (7) buri^ 2(bfonberuDj Ux 
oeränberlic^en ®röf en ju oonjie^en / fep y =5 1 v , fo loitb 

dy = t)d{ -f- ^dvf 

fo(gIic^ oenoanbelt {i(^ bie gegebene ©leic^ung in 

vd^ -|- ^dv -^ U^vdx s= Xdx. 

Sa ^ier eine ber SVrößen $/ v ooDig wiDfurlic^ iß/ fo fep 
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dl 

2)tefe ©letc^unfl Qibt ^^ — Vdx, olfo |=d:e-/^'»«. 

2>a nun anäf (dv = Xdx fepn mu|^ fo ^at man 

dv Ä Xe/^-'^dx, la^ct v =a Const. '\- /JLef^^* dx 
unb y as e-/"**« [Co/i««, + /Xe/u^« dx] mie oben. 

Dcrfdbe Äunjigrtff fu^rt aud^ )uv Sntearatton dv 2)tjfer<nien« 
glet^ung 

(10) Ay + üy = X, 

mobei U unb X wiebe^Suncttonen oon x bebeuten. Z)enn,bie 2(nna^mr 

ytssgti gtbe AysssvAg + fAv+AvAJ. alfo 

vAf + {Av 4. AvAf + üfv = X. 

Cdßt man nun t^A^ 4- U|v a o femn/ fo ^at man 
A{ + Ug = o unb (|4-AS)Av = X. 

Um bie erflere @(eid[)ung ju tntegrtren/ geben totr t^r bie Sorm 

| + A€ = (i-Ü)€/ 
fo wirb i(| + Aö — /| =3 /(i— ü) . 
ober A/§ = i(i— ü), 
folglich Z{ = -?Z(i— ü) uiib | = e2'<"-^. 

2(ua ber anbeten (Sleic^ung erhalt man 

All = -^ = JL, e-^'O -U); 

alfo « = ^-2L e-2'O-ü)^ 
Z)emna(^ tfl / 

(.1) y = e^ni-V) ^JL^^-^Hi-V) 

bie verlangte Integralgleichung für bie 2)iffereniengTetcl^uug (10) *)• 

®tnb in berZ)iffereniiaIgIeid)ung Pdx-j-Qdycso/ P unb Q 
homogene Functionen \>on x unb y beffelben ©rabed/ fo (dßt ftc^ immer 
eine fo befc^affene homogene Function L berfelben 93ariablen au^fnbtg 
machen / ba^ bte:SiferenjiaIformeILPdx-f- LQdy integrabel wirb. 
Sd loirb ndmlt^f ^ieiu bloß bad 0tattf!nben ber ®(eic||ung 

LPx 4- LQy csa Const. 

erforbert/ worauf L =3 ^^' folgt. 21m einfac^flen tfl ea, bie 

*) @te läit ftcb/ »enn man £/(i ~ü) mitttl^ bec Sfdc^ung (44) Ut ein 
unb t»ter&igflen SBorfefung in ben Bogarir^mud (tne6 ^robucted P nm^aU 

ttt, einfa4^er barpeflen, »eil bann e^'<*~"^) in c'^äP fiberge^r. 



( 
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Sonflaute <= i ju fe^n. ^^r 3ntegratton ber oben genannten Stffc« 
rengiolformel mup jeboc^ bie in ber t>or^erge^enben 93orIefiing gelehrte 
angemeine 9J?ef^obe angen^enbet merben/ weil je^t LP/ LQ f^omogene 
Sun^tionen t^on ber Oi^bnung — i finb. 

^ie 2(bfonberung ber Variablen erfolgt ^icr/ menn man j = ux 
fe^t. ^ieburc^ ge^en P unb Q in 21uöbrii(fe oon ben Soi^men Vx^, 
Vx' ilber, wobei Ü, V.5«nctionen t?on u allein jinb/ unb r ben ®rab 
oon P unb Q anzeigt. 9)?an erhält bie ©leic^ung 

(ü 4- Vu) dx + YxdvL SS o, 
,- rix , V^u 

olfo 1- 



Ü + Vu 



bajer l x +jll~^ » Const. 
dlaif «errichteter Sutegration ber Z)iffereniiaIfonneI 



LI + Vtt 

fommt - an bie ®teDe oon u* 

X 

®pD eine Z)ifferenjiaTgreic^ung mit brei Derdnberlic^en Qtiftn, 
mie (5) ifl/ mittelfl einea S^ctor^ L integrirt metben fonnen/ fo muß 
ea möglich fepn, bie ©Uic^ung (6) für j'ebed ^aar biefer SSariairenio 
realiftren / b. ^. ea miiflen bie ©letc^ungen 



=: o 



dh Tt ^^ 

dz 5T 



jugleic^ befielen fonnen« X^a biefe ©leic^ungeu/ menn man fie, nad^ 
bem bie eri!e berfelben mit R/ bie {meite mit — Q/ unb bie htittt mit 
P muUipHcirt Sorben iji/ burd) 3(bbition vereinigt/ bie oon L freie 
©(eic^ung 

barbieten / fo ifl bie Sjrijlen j eine& folc^en ^actora / unb folgfic^ au(( 
bie 9)?ogIici)reit / baa integral ber X)ifferenjialgteic^ung (6) burc^ mt 
@(eicf)ung bariufleOen/ an bie Srfüdung ber Sebingung (i3) geboo« 
ben. ^ieraua fo(gt aber feineawegea / baß bie ©lei^ung (5) im ^aUi 
U^ ©egeut^eilea gar Feilt integral juldft/ mt mir in ber goTge fe^en 
werben. 
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^unf ünb fünfstgfle Sßorlefung* 

über bie3ntegratton ber Differenitalgleic^ungen 

ber erflen Orbnung/ worin ^o^ext ^otenjen bec 

X)tfferen)taUen erfc^einett/ unb ber 2)if{\eren)taU 

gleid^ungen ^o^erer Orbnungem 



' L wnt^dlt eine Stffereniialgletd^ung ber erfien Orbnung mit 
Itoti 9erdnberltd||en ®r9ßen x unb 7 ^$^ere ^otenjen hon dx unb dj^ 
fo laßt fte ftd^ nad^ SSBegfc^affuog ber ft^^ aUtnfaU über biefe Z^ijferen« 
gialten erflrecfenben SBorjeljeic^en auf bie gorm 

(i) rfy» + P,dy— »rfx 4- P.iij— «dx» + . • • , 

.... 4- ?_, rfydx-^» + Pj«dx« e= o 

bringen/ wobei Pi/ P»/ Ps/ • • • • P» Suncttonen von x unb j an« 

{eigen. Sa btefelbe/ wenn man fte burc^ dx» t^etlt/ in iBejug auf 

dy 

ben SiferenitalquQtienten -~- 00m m^^" ®rabe i{}/ fo muf i^r burc^ 

m ffierr^e Qi / Qi / Qs / • • • • Qm biefed £luottenten/ weldb^ f4mmt' 
lidf Suncttonen oon x unb 7 fe9n Knnen / ©enüge geleiflet werben/ 
unb fomit U$t ffe fid> in m 2)ijferenita[glei(^ungen ber erflen Orb« 
nung/ tveldSl^ bie 2)ifferen)ialten oon xunb 7 bloß in. ber erflen ^0« 
tenjentj^alten/ n(SmItc|| in 

(2) d7 — Q,rfxc=p/ <i7— «Qt^xcao/ 1*7 — (^^dxcso, tt* 

• . • • dj — Qm dx c= o 

jerfdllen. Spat man bie Sntegralten btefer 2)tfereniialglei(^ungen ge« 
funben/ jte feyen 

(3) -Fi(x,7/C0=3O/ -Fa(x/7/C,) = 0/ F,(x/ 7/ 0=0/ tc. 

. . . . -F«(x, 7/ C«,)c=3 0/ 

wobei Ci / C2 / C3 / • . . Cm wtOf urlicbe Sonfianten oorflellen / fo ifl 
jebe einjelne ber ®Iet4)ungen (3) furfidSi/ wie auc^ bad ^robuct zu 
ner beliebigen 2(nia^( berfelben atd ein integral ber Differentialglei' 
^ung (i) ju betrad^ten. Um bem integral lit aOgemeinfle ^Bebeu« 
tung ju geben/ wirb man ba^ ^robuct fdmmtlic^er m ®leic^ungen (3) 
nehmen. . . , 

£)er ?(bleitung ber ®Iei(^ungeD (s) au^COfieOenft^f aUeSic^wie« 
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ttgfetten entgigen / mt( welchen ix$ Tin^ifnnQ ber alsebratfd^en ©Ict* 
c^utigen ^utnupft jflw i9?an fann bettfelbeit mand^mal anei^eic^ti/ toeus 
m^n ber 9?ed)nuRg eine anbere Senbting gibt. 

Sommt j. 95. in ben Soefficienten Pj/ P»/ P3/ . • • * F. ber 
®lei4iung (i) bIo$ eine ber Sartoblen/ fagen mit x, allein totf nnb 
ifl nian im Staube bte genannte (Sleic^uitg in S&ejug auf biefe Q^artaUe 

aufiurofen/ fo ffnbet man/ wenn man ber ^fturje megen —rsa^ ftf^, 
X s=a y (p). 2(ber ed ifi* wegen dy = p dx 

y asy/prfx B= pr — /x<ip/ 

folglich y s= px — /y (p> . rfp. 

8df t ftd> nun bie ©iffeten jialförmel ? (p) rfp tntegriren/ fo braud^ 
mannnrmittelflber jwei ®reic^ungenxas9(p) unb y<=px — y^(p)^ 
bte ®xh^z p ju eltmtuiren/ um ein Sutegral ber 2)iffereniialgIet(tiiBg 
(>) ju erhalten. 3fl 9(p) oielbeutig/ fo mu^ bie SRec^nung mit icben 
SSBert^e biefer gunction inöbefonbere »orgenomraen »erben. 

Snt^dtr bte ©leic^ung (1) beibe ä^ariable/ jeboc^ eine berfelto/ 
j. »• y bloß xxi ber erflen ^otenj, fo ffnbet man, wie man Iei*t/iejr, 
rfysTrfx + üdp, wobei T unb ü Functionen oon x unb p jinb^ 
folglich wegen dy s= p^x 

(T-^p)dx + ürfp Ä= o. 

IDie Integration biefer ©leic^ung oer^Ift, wenn (te aiief%ba? 
tjl/ iu einer @(ei(^ung {wifc^en x, p unb einer wiaFilrlic^en Sonftante ; 
eliminirt man ayx^ berfelben mit ^i3Ife ber @Ieicl)ung (1) bte ©rofe 

dy 

P ** 7^ ' f^ ^^^ ^^" '^''^ Sntegralgleidjung ber ©iffereniialglei^ 
^ung (1). 

SBtr bemerfen np^, baß wenn bie jn tntegrirenbe ©ifferenjiflf» 
gleic^ung in »ejug auf x unb y ^omogen \^, bie ©ubjiitution y = ux 
gute2)ienfie leiflet. 2)enn babur4> gej^t x aud ber Sifereniiargleicbting 

weg, unb ea bleibt eine ®feicl)ung jwifcben u unb ^ = p^ mitterjl 

welcher xam eine biefer ®r6|en burc^ \\t anbere. au6brucfen fann. Slu 

ipt offenbar pdx = udx ^ xdu, foIglidSi ^ « -^ unb 

aÄfln «r^ält alfo/ je natf)6<m man p tur(!> u, ober u bnrt^p 
tarjufleaen wrnwä, mittelp bea erfien »uöbmcfee ix, fpIgUtfy' «ai x 
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als eine Function von n / unb mittel^ M {Wetten ^uMrucfe^ dU eine 
Function von p. SBegen 7 = ux tji aber aud) y burc^ btefelbe (Stb^t 
u obc( p gegebien / ba^er ftnbet man turc^ Sltmtnatton betfelben bie 
3nUgra(gIetd)ung jwtfc^en x unb 7. 

@e^r U\d)t laßt |t<^ bte Integration ber ©letc^ung (1) bemerf« 
(leütgen/ wenn P|/ P^/ P3/ . . • P« confrante ©rdpen ftnb. 2)enn 

bann i{l au(9 j^ = P ^'"^ beßfinbtge ®r$0e / folgl^ j ca p x -f C / 

T — G 

9)obet C eine tt>tUfurIt4ie Sonflante bebeutet ^ unb p ca : ' . 0ub^ 
flttutrt man btefen 2(udbru(f in (1) flatt -j^ / fo j^at man bte oerlangte 

A X 

Integralgleichung. 

SBa6 bte X)ifferen{talglet4)ungen ber erflen Of bnung mtt me^r dl$ 
jwet )>erdnberlt(^en ®r5pen unb ^6^eren ^otenjen ber 2)i{fereniialtett 
betrift/ fo begnügen n^tr und ^ter bamit ju bemerfeu/ baß eine folc^e 
(Stellung md)t auf eine einjige 3ntegralgleicf)ung fü^rt/ wofern ftc^ 
nic^t bie erf!e ^otenj eine6 !t)ifferenita(d burc^ bte übrigen in einem 
^in{t(f)tlic^ biefer Z)iffereniia{ien rationolen 2[ußbrucfe barflellen l&^t, 
toeld)tv außerbem nocf) an bie am ®c()(ti{fe ber oor^erge^enben %or(e^ 
fung erwähnte IBebtngung berSntegrabilitdt tntd) einen 3)?u(tt{)Itcator 
gebunben ifl* 

II. (Sine :DifferenjiaIg(eic^ung ^o^erer Orbnung mirb aU integrtrt 
betrachtet/ wenn man im @tanbe ifl/ bie Integration berfe(ben b(oß 
t>on Operationen abhängig ju machen/ welche bie Integration berlDif« 
fere'niialgleic^ungen niebrigerer Orbnungen betreffen. Sie ©renken 
unfered 93ortraged geflatten und nur :£)ij|feren5ialgleic^ungen biefer 2(rt 
3Wifcf)en jwet oeranberlic^en ©roßru/ unb oon biefen nur einfachere 
Sdde iu betrachten. 

Z)ie allgemeine Sorm einer X)ifferenjialgleic^ung ber {weiten Orb« 
nung iwifct)en 7 unb x, welche d^j unb d^x bloß in ber erilen^oteuj 
ent^dlt/'ifl 

(4) Md»7 + Nd*x +/^x, 7, 27) . dx^ = o, 

i9orin M unb N Functionen it^on x unb 7 vorfledem 

®oII bur^ biefe ©leic^ung 7 a(6 eine beflimmte Function oon x 
erfc^einen/ fo muß auf eine ber in ber oier unb oieriigflen ^orlefung 

angebeuteten ?(rten -j^ entweber unmittelbar ober mittelbar (in fo 

25 • 
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fern 7 obc» gar i^L m baö ®i)iel fömmt) älÄ eine gunction uon k/ 

' ^ dj 

mldft Yoit P nennen »ollen , gegeben fe^n. ®e^t man nnn j^ = P 

cbcr rfy s= p rfx / fo wirb 

d^Y e rfpdx + pd*x, welcher Tfnebrurfwegcn d»x==P<fx* 
in d^y ^=3 (dp --l^pPc^x) <2z übergebt. S^ietm^ nimmt bie »orge« 
legte ©lei^ung (4)/ )Penn man ber ^ut^e wegen . . 

. (Mp + N)P +/(x, y,p)«Q 

fe^t^ bte Oefialt 

(6) Map + (^dirrz o 

an / meiere fid) bnrc^ ÜffuUiptication mit p aud^ in 
(6) Mprfp + Qrfj t= o 

tranaformiren Idßt. 

3e nadjibem nun in M unb Q bie @roße y ober bie@ro^e x fe^It/ 
ergibt flc^ burc^ Sntegration ber ©lei^uitg (5) ober (6) eine mit einer 
»ittfurlic^en ffonjlante uerfe^ene ©leidiung saM'fc^en p unb x, obrrjwt 
f^en p unb y. Stellt man f!att p »ieber ben SijferenjtalquWenten 

dy 

-^ jurucf / fo ge^t bie. gefunbene ®IetdS|ung/ welche man ba$ erfle 

3ntegra( ber ^vorgelegten 2)iffereniialgleic()ung nennte in eine Stf 
fereniialglet^ung ber erflrn.Orbnun^ jipifc^en x unb y über, beren 
Integration ^^^ ^v^t'Mt ober le^te^ntegralber gegebenen IDif* 
ferenjialgleic^ung barbietet. Surc^ biefe Sntegration fommt abermat^ 
eine unbeflimmte Sonjlante in bie 9{e(^nung/ woraud erneuet , bdf 
bad 3ntegral einer :iDiffereniialg(eid)ung ber gweiten Örbnung in feiner 
attgemeinflen ©efialt mir {mei »illfürlic^en Son^anten terfe^en ifL 
£)iefe »erben beflimmt/ wenn man fowo^I ben SSert^ t)on y aM au(i^ 

dy 

ben SBert^ ^w ^ t= p fiir einen befonberen SBert^ ocn x fennt. Um 

and ber allgemeinihn 3ntegralgleici^ung wieber bie jugej^orige Sifferen- 
jtalgletcbung ber j^weiten Crbnung abzuleiten / muß man bie erjieu 
@(et^ung jwei ^^\ nac^ einanber bifferenjirenv unb auö i^r unb Nn 
beiben £)ifferenjia(ien bie jwei Sonflanten bur^ Elimination wegf(6af< 
fen. gliminirt man and ber Sntegralgteic^ung unb aua i^rem erjlea 
Siffcreiiital bloß eine Conjlante, fo er^dlt man baa erjle Sntegrorbft 
2)ijferengialgleid)ung , unb \i^ biefe le^ttre ©teic^ung jwet wefentli* 
oon einanber oerfc^iebene 5ormel^ annimmt , je nad^bem man bie eine 
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über bie anhtt$ ber Sottflünfim (i^e^^aft/ fo fle^t man/ baß jeber 
^DtfferenjtaTglet^ung ber jwetten Orbnung jwet verfc^tebene etfle 3nte« 
Qvameid)un^n juge^ören. Z)ie Sd'mtnatton bed Differeniialquott^nten 
aua benfeiben fü^rt offenbar auf bad s^^^i^^ Sntegrar. 

Saßt ftc^ mittel^ bea gefunbenen Sntegraia ber ©letc^ung (5) p 

burc^ X au«brucfen, fo bap pc=y (x) wirb/ fo ^at man ^ «a 91 (x), 

folgltd^ fog(et<( y 1=5/9 (x)dx. 3|l man aber lei^iter im @tanbe x 
bur^l p bariuflenen, fo baß x=^(p) wirb/ io^aimM 7=/pd^(f), 
unb burc^ SIimin(>tiott oon p aud btefen {met ©leic^ungen bte Snte^ 
gralgleic^iing jmifc^en y unb x. 2)a{feI6e laßt fi^ in äSejug auf bie 
©leid^ung (6) fagen. &iH i^r Sntegral p =» j» (y) , fo fiat man 

X c= A-—- 7 pnbet man aber aud bemfelben 7 = ^ (p)/ fo l^at man 

X = / «jLL , unb burdji dlimtnation oon p bte Sntegralgleic^ung 

im\d)tn y unb x. ^ 

Srfc^etnen in (5) ober (6) bie ©roßen x unb 7 jugTeic^z fo fann 
man biefe ®(eicf)ungen offenbar ni4lt integrtren / benn ed ftnb ba me^r 
reränberlid^e @r6ßen M !Differen jtalien oor^anben. Sd (dßt [td) alfo 
bie Integration ber gegebenen 2)tfferenjia(glei(4ung ber {wetfen Orb- 
iiung auf tiefem SBege nur in fo fern ju @tanbe bringen/ aH man bie 
@Ieic^ungen (5) ober (6) burc^ eine gefc^tcfte Sinfu^rung neuer 93a^ 
rtablen fo ju trandformtren oermag/ baß ftd^ barin bloß jmei oerdnber« 
lic^e ®r5ßen fammt i^ren 2>iffereniia(ien beflnben. 2(((gemeine SKegeln 
laffen |id^ über biefen ©egenflanb nid^t auffletlen ; bie anjuwenbenben 
^unflgriffe werben burc^ bie Sefc^affen^eit jebea tnbioibuellen %aUei 
beflimmt. Oft fann bie gegebene Siferenjialgleicbung felbfl jnr 2fn« 
toenbung biefer Aunflgriffe bnrc^ eine oorlduftge Umflaltung vorberei- 
tet werben. 

Sine ©leic^ung oon einiger 2(Ugemeinl^eit tfi folgenbe : 

(.7) d^y ^ Vdxdj + Yjdx* ea Xrfx»/ 

tn welcher U/ Y, X beliebige Suncitonen oon x anjeigen^ unb <i*x=so 
tjl. ®e0t man y t= uz/ fo wirb 

dy = zdn^ näz, d*y = zd*u -|. adarfz -[" ^^*^ > 
folglid^^ oerwanbelt ftc^ bie ©leic^ung (7) tn 
x(d*a + Udxdu4-Vüdx*) + u(i*« + 2rfnc/z4.üudxrfz = XrfxV 

93on ben jwei ©roßen u, zi^ eine ooUig wiOfürtid^/ man fanu ba^er 
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(8) cPn ^TJdxdü + Yudx^ s=s o 

(9) ud'z 4* ^dndz ^ Uucixcfz = Xdz^ 

wirb. Um bte ©lekl^ung (8) auf eine S)ifferenital3(etc^ung bet erfrei 
Drbnung {u rebuciren/ fep u=e*, fo ^at man du = e*dr unb 
d^nczs eM t^ -^ e^ei* t ^ baburc^ gel^^t btefe ©letc^ung nac^ SBegfc^af' 
fung bed allen ©(tebern gemeinfdiaftlic^en %actox^ e^ in 

ihtxp xot\i)c festere ©feic^ung für dteapdx wnb d»xi=ao feie 
bIo( p nnb X ent^altenbe iSiffereniialsfeit^nng ber erfien Crbnang 

(10) dp + (p« + Up + V) dx = o 

barbtefef. 93ermag man bie ©feic^ung (10) ju tntegriren/ fa er^^tt 
man eine ©leic^ung pvifc^en p unb x ; befltmmt man mineljl berfelben 
pburd^x, fo wirb aud^ t=:/pdx/ unb folglich auc^ u = e/F'« 
burcf) X audgebrücFt %ü^tt man btefen SSBert^ von u in bte ©leic^nng 
(9) ein/ unb fe^t man dz es qdx/ fo ^t man ed mit ber ^iffnea» 
iiolglei^ung ber erfien Crbnung 

ju t^nn / worin fic^ bloß bie oer4nber(tc^en ©rö^en u unb x befinbttti 
unb meI4ie unter ber in ber oor^erge^enben iOorlefung betra^^eten 
Sorm (7) enthalten ijl / alfo nac^ ber bort erfidrten SRet^obe integrirt 
tperben fann. £)a man ^ieburd^ q/ alfo and) z aI6 eine Function vos 
X fnbet/ fo tfl man enb(i(^ im ®tanbe 7 burc^ x audgubrücfen/ b. ^. 
bie 3ntegralg{ei(f)ung ber X)iffereniiatgreic^ung (7) ju bttben. 

SBir ^aben §ter burc^ bie ®ub{litution 7 s?? o z bie 3ntegratioD 
ber complicirteren ©(eic^ung (7) oou jener ber einfacheren (8) ai^in» 
gig geraaciit. ©iefer fiunjlgriff ijl fclbfl auf bie für d^x.^=zo geltende 
X^ifferenjialgleid^ung ber n^"* Orbnung 

(12) d»7 + P, d^-'jd^ + P2d"-*7dx» + P, d— 3jrfx3 ^ . . . . 

• . . • + Pm^id7dx"»-« -|- P„7dx'» ;= Xdx", 

worin Pi/ Pt/ P3/ • * • Pm^i/ P»/ X Functionen oon x auieigen^ 
anwi^bbar/ fo wie auc^ bie ©(ei4)ung 

(i3) d»7 4.P,d»-'7dx4.Pad»-^«ydx» 4.P,d»-37dx» 4 

• . . . + P«^,d7dx"»^« -|-P„ydx"»= o 

burd; bie ®ub|litutron 7 = c' auf eine 35i Ifereniialofeit^^ung ber (n— 1)^ 
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Orbitttns tebitcirt mtrb. SBtr moDen jeboc^tk. ^i(iu bienlic^n !K«<^ii 
tinngen nid^t au^fü^ett/ fonbern noc^ eine «on eagrange erfun- 
dene 3titegrationd«aRet^x)be fennen lernen/ oon melier and^ tn.anbe' 
ren Sdflen ein nmi^ex (Sebrauci) Qemc^d)t mttien fann. 0te befielt 
in ber 2tb{ei(ung bed allgemeinen 3ntegra(^ ber ©leic^ung (la) oua 
n ))artifu(dren (b. i. für fpectetle 93efltmmungen ber Sonflonten/ beren 
bie ju einer ^Diferenjialgleic^ung ber n^^nOrbnung ge^SrenbeSntegral« 
gleic^ung not^wenbig n enthalt/ genommenen) Sntegrah'en bei;®(et« 
c^ung (i3). 

Sd fepen ji/ y»/ ji/ . . . 7n Suncttonen »pn x/ welche flatt 
7 in bie ©(etc^ung (i3) fubfittuirt berfelben @enuge feiften; ferner 
fepen C^/ Q/ C,/ ^ « • C» befldnbige ©rofcii/ fo enffprt^ ofen« 

bar au^ ber 2(udbrucf 

• « 

(i4) 7 e3 C,7i + Ca7a + 0,7$ + • . . + C«y« 

biefer ©(eic^ung. 3fl nun feine ber ©rofen 7i/ 7i/ 73/ • • • 7> tin 
^rabuct einer anbern berfelben mit einer beftdnbigen ®riße t fo finb 
in (14) mirflic^ n unbeflimmte Sonflanten oor^anben (benn mdre 
}. S5. 7x ==s A 7 / fo gdben hie ©lieber C^ 7, -f- ^2 7% ben Tlu^brucf 
(Ct + ^Ca)7t/ b. ^. blof bad^robuct einer €onftante mit 71)/ unb 
befmegen ifl (i4) bie aDgemeinße 3ntegralg(ei^ung für (i3). 

&tatt ber ©rdßen C^ / C^ / C, / . « • C» loffen ft(b nnn folc^e 
Functionen ^on x ftnbeu/ ba^ ber 2(udbru(f (14) in bad allgemetne 
Sntegral ber ©leic^ung (12) übergebt. 93e^anbelt man biefe ©f&feti 
aU oariable/ fo er^dlt man . ^' . 

dj c= C^dy^ -f- Cirf72 + ^3^73 .+ •••+ C« ^7« 
+ 7i^C| -f- 7trfC» + 73^C, + • • • + 7* ''^« • 

SRan laffe 
(i5) 7,dCi + 7xdC» 4- 73 ^iC, + • * ,,+ y, dC«=:o 
fepn / fo mtrb 

(16) dy = C^dy^ + €»££7» + €3^73 + . . . + €„^7.; 

gerabe fo/ al6 ob C^/ Cj/ C,/ • • « Ca noc^ befldnbig mdren« 

9Ran neunte nun eben fo bie fuccejfioen ;DifferenitaIieu )>on dy, 
unb febe 



« 
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(17) dJ^dC^ +dj^dC^ + dj^dC^^.. . 4. dy. dCsso 



fo l^at man 

(18) d^j =3 C,rf»y, + C»rf»y, + C,rf»y, + . . . + C. cf»y. 

i/3y c^ C.d^j, + C.c/'y, + C,rf>73 + h C-^J- 

rf4y SS C^d^j, + C»rf*jt + C.(/*y, + . . . + C. d*y. 



*»y ep C|<A»y4 -|^ CjC^y^ + C,<^y, *{....*{. Cacf»y. 
4- </•-» y/</C| 4- rf"-« y^rfCa 4- tf'-» y,rfC» + . . . 4- rf*-> y, dC, . 

euWtmtt man Me Ttuabrücfe (14)/ (16) nnb (18) in bte®Iet' 
d^ung (13)/ unb htUntt matt, baf bte ®tifen 71/ y»/ ya/ • • • y« 
bie ®(et(^ung (i3) erfuQen/ fo bleibt 

(19) d^-^jxdC, + d»-y.(/C, 4- i^»ysdC, 4. - . . 

, ♦ • 4* ^'"* 7« ^C, t= Xdi" . 
fiBir ^aben nun n (Bleic^ungen / ndmßd^ (i5)/ (i7)nnb(i9)r 
mimifl meld^er flc^ bte SifferenttaRen dC^, dC^, dC^, . . . dC. 
tur4i X unb dx audbrucfen laffen/ wenn bte gunettonen jt, jxr 
yt/ « • • y» befannt/ unb t^re fucceffioen Siffereniialien beregnet 
fln^. m fe9 
dC|tsaX«dX/ dCftBXftdx/ dCicaXadx/ . « • dCii9X.dx^ 

fo ergibt {14 

C.aa/Xjdx, C»?=s yX^dx, C^^/X^dx, . • . C„e:/X,dx, 
folfllid^ 

(20) y =ay,/X,dx4.y,/X,dx + y,/X,dx4. hy»/X.dt 

ald bie aOgemeinfie SntegraTgleid^ung für (12)/ n^eil bie ^ifr oor^ao^ 
benen 3ntegralien bie n unbeflimroten d^onflanten mit fid^ führen. 
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0ec^e jinb fünfsiäjle SSorlefunä. 

mm 

Über bie befonberen ^uftofungen ber Sifferen« 

gialglei^ungem 




^enn man eine !Dt{ferenita(g(et^ung bet er{len Crbnung jwt« 
fc^en smet t>erdnberlic||en ©r&f en x nnb 7 / welche wir / in fo fern ße 
bie :&ifereniia{ien dx unb dy nid^t not^n^enbiger SSBeife in ber erfien 
^otenj enthält/ bnrcb 

i^orfiellen n^oOeu/ auf wod immer für einem SEBege tntegrirt / fo er' 
fc^eint tn ber gefunbenen 3ntegralglei4iung/ eorauagefe^t / baf bie 
9?ed)nnng in Ut gro^tmdglic^ften 3(Dgemetn^eit burcbgefü^rt n^orben 
tjl/ eine unbeßimnfte in ber gegebenen ^Dijfereniialgkicf^ung (1) xd^t 
torfommenbe €onfiante. IRennen mir biefe Sonßante a/ fo fönnen wir 
bte erwähnte Sntegralgleid^ung burc^ 

(a) F{x, y, a) tö o 

anbenten. Z)amte « einen beflimmten SBert^ erhalte / muf bie dteliu 
tion/ welche y mit x oerfnupft/ nd^er befannt fe9n. - 

UM ber ©Uicbung (a) er^dlt man eben fo oiele befonbere ober 
))artifu((lre 3ntegralien für(i)/ ald man ber Sonflante a befonbere 
SBert^e anmeifen mag. TiOein lat Umgefeb^te bieoon ftnbet ni^it im« 
mer k>%ati / b. b* ni^t l'ebe ©leicbung / meiere nacb oerricbteter Diffe« 
renjiation bi^ burd) (1) auagebrücfte Settebung jwifcben d% unb dj 
barbietet/ unb bepbalb al6 ein ^nregral ber ©(etcbung (1) betrachtet 
werben muß/ ifl ein burcb ®pecialtftrung ber (Eonflante a erzeugter 
befonberer gaO ber aOgemetnen ©leicbung (a). £0 Idfit ftcb ndmlic^ 
für eine gegebene 2)iffereniiarglei(bung nebfl ber aDgemetnett # xaH ber 
unbeßimmten Sonflante oerfebeneu/ Sntegralgleicbung nicbt feltennoc^ 
eine anbere auamitteln / mel^ie weber eine in ber 2)i{fereniialglei(^ung 
nicbt oorbanbene Sonfiante mit ficb fub*^^ / ^^^ ben 3ufa0 einer fol« 
(^en verträgt/ alfo aucb nic^t in ber aOgemeinen 3ntegralglei(bung 
entbaben ifl. 

@o gibt i SS. bie Z>iffereniialglei(bung 

dj^ — xdxdj -|- y</x* SS 0/ 
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wenn man ff« in SÖejug auf -r^ auflSfi: 

dj _ x + Vxa~-4y 

du a 

. X£^x — 1 dy , , 
ober ' — ■ + c/x er: o; 

Vx^-4y 
»oraud / weil ^ /""^ ^ eine integrale S)tf ereniialformel t(l / fo« 

gleich iai aUsemeine 3ntegra( 

V^x* — 4y + * + •«=" o 



ober andf x + * «= ^— ^x» — 47, 
b. ^« 4y + «ax.+ a* 5=s o 
folgt, toenn ndmltc^ a bie burd^ bte Sntegration ^erbetgeftt^rte Soim 
ftante oor^eOt ®d|^retbt man sa ftatt a/ fo nimmt bie Sntegralglei« 
^ung bie einfachere Sorm 

y*f-az»|«a^s=io 
an. Sifferenjirt man/ um bie 9ti^tigfeit ber Slec^nnng (u prüfen/ 

biefe ®leic||ung/ fo ^at man c/j + a rfx ss o/ alfo a s= — ^-j unb 

tvenn man mittelfl biefed }(udbrucfed a aud ber Integralgleichung wej« 
fc^ap/ mieber bie gegebene Z)tfferenitalgleic^ung. 

2(ber biefer 2)iffereniia(g(eic^ung mirb offenbar auc^ ©enüge ge« 
leiflet / tt)enn man 

X* — 47 =5 o . 

fe^t/ benn ^ieburc^ gel^t fle in ^^ 1= ^ über/ wel^e Solge mtt ber 

fflorau^feftung x» — 47=0 tbentifc^ ijl5 eö ifl alfo wd) x* — 4y=o 
ein Sntegral berfelben. X^a nun bie @(eic^ung 

, f -f- az 4* ^^ ^^ ^ 

für feinen eonflanten SBert^ oon a mit x* — 47 es o {ufammenfillt/ 
ba burd^ feinen eonflanten 9Bert^ oon a bie in ber erfleren ©tetd^ung 
nic^t oor^anbene ®roße x^ in biefelbe eingeführt merbenfann/ fo be« 
ftdtiget ber oorliegenbe %M bie Sticbtigfeit ber obigen 2(uafage. 

Snan nennt eint unter bem allgemeinen integral (2) ni<^t begrtf' 
fene SRelation jmifc^en x unb y, meiere ber ^tferen&iargleic^ung (1) 
©enuge leiflet / eine befonbere2(ufIofung berfelben. 

907an er^dlt eine befonbere 2tuflofung einer !Differenjialgtei^nng/ 
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»enit man / tnbem ntiin bie UMetäntttli^teit ber donftmU bed alU 
gemehien Sn^^S^^o^d aufgebt/ btefe ©rd^e eine fold^e Sunction ooti x 
tmb 7 bebenten li$tf baf bte burd^ bie 2>tfferenjialglet4iung audgefpro« 
c{^ene ^Jerfnüpfung ^mifci^en dx unb </j babet unperle|t fortbefle^t. 
SBie btefe Sunctton aufgefunben iperben fonne/ {etgt folgenbe S&e« 

^te iDtffereniioIgletcf^ttng (i) enfftel^t aua i^rem oDgemetnen 3»' 
tegral (2)/ trenn man biefeö leitete bifferenjirt / unb mtttelfl bed 9U« 
fultated btefer Operation/ meldj^e^ immer unter ber gorm 

(3) Pcfx -f Qdj c= o 

erfc^etnt/ wobei P unb Q Functionen oon z^ 7 unb a ftnb/ bte Son« 
flante a aud bem genannten 3ntegral megfcbafft. @obaIb man a aM 
eine oerdnberlic^e ®rdge betrachtet/ er^dlt man jum ^Differenital ber 
®Uid)unQ (a) bie Gleichung 

(4) Fdx 4- QcTj 4. B(/a es O/ 

iDortn P unb Q biefelbe Sebeutung ^aben mie in (a) / unb R ebenfaüd 
eine Function oon x/ y unb a ifl. 2)ie ©ktcbung (4) ge^t ntcbt nur 
allein für conftante SBert^e oon a/ in fiSejug auf me(ci)e c/a ss o tft/ 
fonbern aucf) für olle oerdnberttc^en SfBert^e oon a / burcb meiere R auf 
{Run rebucirt mirb / tn (3) liber. 2)iefe Unteren ergeben fid) burc^ 2luf« 
lofung ber ©leic^ung 

(5) R = o. 

Da nun ber Hergang ber Slimination einer (Srope an^ itoei ®Ui» 
d()ungen ntd)t burc^ bte 93efcbafen^cit btefer ®roße/ fonbern nur burc^ 
bie 2(rt i^rer 93evbinbung mit ben librigen bebingt mirb/ fo er^dlt man 
burc^ (SItniination oon a aud (2) unb (3) offenbar bieSnbgTeic^ung (1)/ 
audl^ tvenn man a aU eine oartable/ tutd) bte ©teic^ung (5) beflimmte 
©roge br^anbelt. gu^rt man nun Md alfo oerdnberlt'cb geworbene a 
in bie ©leicbung (2) ein, b. ^. fcf)af t man a aud (2) mitteljl (5) weg/ 
fo ^at tAan ebenfaUa ein 3ntegral fiir (1) oor ft(^/ melc^eö aber/ tn 
fo fern bie ©leic^ung (5) totrflic^ ein variable^ a barbtetet / unb ba4 
Srgebniß ber Elimination oon a aud (2) unb (5) nic^t auc^ burc^^ub« 
ffitution eined conflanten SBert^ed für a in (2) erjielt toerben fann/ 
eine befonber^ 2iuf[öfung ber vorgelegten 2)ijferen{ia(glei(^ung (1) fepn 
toirb. 

3n bem ©efagten liegt folgenbe Regel jur 2(b(eitung ber befon« 
beren 2(ufIofung einer 2)tffereniialgleic(;ung a«d i^rem allgemeinen 3»' 
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tegraL ^an biff^renjire btefea Snfegral in fISeitig auf bif barht U» 
ftnblfc^e ttnbeflimmte donftanu, tnbem man bte etgentltd^ oariaUen 
®r60en ald beftdnbtge betrachtet/ anb eihmntre and bem et^Itenen 
2)iferenjtal unb bem oorliegenben aOdemetnen Sntegral bte enoä^nte 
€onf}ante. 2)te Snbgletc^ung t|) eine befonbere Jtnflöfutig ber gegebe* 
nen IDtfferenitalgleid^ung / wenn {te. bur^l Specialifirung ber im aOs^ 
meinen Snt^gral t^or^anbenen Conflante al6 folc^en/ nid^t erjengt »er* 
ben fann. 

00 gibt un6 bie in obigem S3etf)»tere erhaltene ^utegralgleic^nnj 
y + ** + ****o/in *tiug auf a bifferenjirt/ 

X 4« aa CS 0/ alfo a s=s , 

»oburd^ biefe 3n|tgralgletd[|ung in bie befonbere 2(uf[ofun9 
y i^ _ ^ ea o ober x* — 4y =: o 

ber bottigen Z)ifferenitargleic^ung fic^ nmjlaltet. 

Sie obige SRegel tft unbrauchbar / ipenn iit aDgemeine SnUgrat 
gleid^ung (2) auf hie %otm 

(6) 9(x, y) e= a 

gebracht wivb, fo bap (tnfer ^anb bed @(etc^^cit0ietc^en6 a ni(^t er« 
fc^eint. 3n biefem ^aUe läßt pc^ bie 2lufgabe auf einem anberen SBege 
lofen. 

Denft man ficfi ndmli^^ ben 2(u$bru(f (6) in bie ©leic^ung (2) 
fnbfKtttirt/ unb bie ^kiuid} ent|ie^enbe ibentifc^e ©leid^ung 

(7) -P.Cx/ Yf 9i^f y)r= o, 

mld)e toit ber ^urje wegen burc^ F(x/ y/ 9) = o anbeuten »ot 

(eu/ fowo^I in 9}e^ug auf x aia auc^ in Kejug auf j bifferenjirt, fo 

muf auc^ jebed biefer }fattieüen 2)tfereniialien burc^ blopea gegcnfeiri* 

gea 2(uf]^eben aDer ©lieber oerfc^tpinben / b. ff. ed muffen bie ©(ei* 

c^ungen 

(8) ^^<^/ y^ ?) I, ^^(«. y. 9) £? ^ ^ 

_ .J . .-- :^ O 

dy df dy 

befielen, ^ier bebeutet — ^'— -^ offenbar ben Stfferenjtalque-- 

tienteu/ welchen man er^dlt/ ipenn man bte Function F{x, y, 9) in 
S3eiug auf x nur in fo fei;ne bifferenjirt / ala biefe 93artable auf er* 
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^0Xb bem IBeret^K Ut ^nttction f (x ^ y) etfc^eint ; ein ®Uii)t6 gtU 

Don j ^' ^ . ®e flimmen baj^er tiefe Sifferenjialquotienten mit 

ben Functionen uberein^ in meiere bte in (4) t)orfonintenben ®ropen 
P unb Q übergeben / ipenn mon and benfelben bie ©roße a mtttelfl (6) 

wegfc^afft. 2)nr(^ baffelbe »erfahren entfptingt ^-^^'j ^^ ?> au»R. 
TtuB ben ®Ieid[)ungen (8) fnbet man 

^?<*' y) ^ ^^(^/ y* ?) . ^^(^^ y^ f). 



liy ^y ^9 

bjefe le^teren ©leic^un^en finb eb|n fo n>ie bie ©leid^ungen (8)/ ou9 
n)eI4)en fie abgeleitet mürben/ ibentif4i/ bt ^. Jte befielen/ xoa^ man 
aud) immer für SSSert^e für x unb y annehmen mag/ alfo unabt^angig 
t)on jeber jmifc^en x unb y ®tatt finbenben Serrnü))fung. 9}?an laffe 
nun X ju jin bieienige 9te(ation treten/ n^elc^e iutdi bie befonbere 
2fuf[ofung ber ®(eicf^ung (1) audgef))ro(f)en n^irb/ fo muf b^bur^ ber 

pavtküe Sifferenjialquotient - — j ^' ^ feiner 97atur nad| in bie 

tRuUe übergeben ; benn berfelbe tfi offenbar ber erfle^^eil ber Snbgtei' 
c^ung/ auf weld)e man burc^ Elimination oon a aud ben ©(eic^ungen 
(3) unb (5) Kmmtj ia biefe O))eraiton atic^ baburc^ auagefu^rt mer« 
ben fann/ i<i^ man a an^ (2) fu^t unb in B fubßituirt. ©eßattet 
alfo bie vorgelegte Z)iifereniia(g(et(^ung (1) eine befonbere 2(uflofung/ 

fo PeUen fid) bie partiellen Sifferenjialquotienten ^ ,^' ■ unb 

" ^ J' ^ aW Ärüd)e bar/ beren Slenner burc^ genannte 2(ujlafung auf 

97ull rebucirt werben. 9}?an wirb burt^ biefe 93emerfung in ben Stpnb 
gefegt/ iic in ber i^rage (le^enbe befonbere 2fuf[dfung t^on (1) auc^ 
qM (6) auaftnbig ju machen; ju btefem Snbe i{l nid)td weiter not^igr 

aU bie 9?enner ber beiben })artiellen Sifferenjialifuotienten "^ \^^' ^^ 

unb ■ "^^^ '/ ober vielmehr ben gemeinfdjaftli^en S^ctor biefer 

dlenner gleid^ 9tuQ ;u fe^en, !9?an wirb aber/ e^e man bie baburc^ 
erhaltene SKtlation {wifc{)en x unb y für eine befonbere 3(ufI6fung ber 
2)tffereniialgleicf)ung (1) erfldrt/ naci)fc^en/ ob burd) biefelbe ntc^ 
etwa ber erfie S^eit ber ©leic^ung (6) iti eine conflante ©roße über- 
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ge^t/ mil man in betn te^feren gaDe blof etti pattWnUtti finU^ti 
von (i) gefunden ^dtte. 

93rtngt man bie 2)ifferenital3let^ung (i)/ tnbem tnan baraui 

--I fuc^t f auf bie ^orm 

(lo) g>dx 4- Clrfy Ä o, 

itnb f ennt man ben tntegrtrenben ^actot L ber (eiferen / fo muf ber> 
felbe/ wenn man 7 i^on x/ fo tt^te eö bie befcnbere 2(ufIofun9 UtZ\\' 
^feren^ialgleic^ung oorfc^reibt/ abfangen läft, gleichfalls bieStuDeii 
fnenner erj^alten* 2)enR ed muf offenbar 

fepn/ looraud bie Stic^tigteit unferer fBe(au))tung na(^ bem oknSe' 
fagten oon felbjl erhellet ; ba^ ftc^ hierauf ebenfalls ein 93erfa^r(n jur 
Sntbecfung ber befonberen 2(uflöfung ber ©(ei^ung (1) grunben Idftf 
bebarf feiner weiteren 2(udetnanberfe^ung. 

2)iefe SigenfdSiaft bed integrirenbeir S^ctord Idf r fic^ unmittctbac 
aus bem ü&egriffe einer befonberen 2(uflofung naci^meifen. 

Z>urc^ eine fo(c^e 2(nf[öfung ber ©(eid^ung (1) barf ndmlii bie 
Sunction^ welche wir 9(x/ 7) genannt ^abeu/ nic^t auf eine 6eilan% 
®röpe rebucirt werben/ benn fonfl wäre biefelbe ein partifuläre^ 3°' 
tegral ber ®(eicf)ung (1); eö barf atfo ba$Z)ifferenjia( d^{xi }')ni(tt 
öerfc^winben/ b. ^* ea barf L(q()dx + Cidy) ni4)t gfeic^ 9JuD »er» 
ben. 21ber bie befonbere 21uf[5fung ber £)ifferenita(g{eic^ung (1) nof 
ber ®fei4!ung (10) ©enuge leifieu/ alfo $<ix -|- Odj auf SRuEit' 
buciren; eS erhält bemnac^ burc^ biefelbeberSAuItipIicator L bieSiuIe 

tm 97enner/ bamit L (^dx -f- 0.dj) in - umgeflaltet merbe/ nn^ 

fomit bem 9Serfc{)winben entgehe. 

Z)ie Snet^qben jur 33eflimmung ber befonberen 2(ufIofung b(t 
2)ijferenjialgkicf)ung (1)/ beren wir bid jejt erwähnt ^aben/ fejen to 
j(enntni^ bed allgemeinen Sntegralö (2) ober (6)/ ober boc^Min" 
tegrirenben ^aü^x^ L oorauS. Sir wollen nun geigen ^ wie man D» 
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befonbm SnfCSfnng einer Z>tf ereititalglei^itng / wenn fle eine foI4# 
Qt^attet, o^ne biefe i^ulf mittel, blop an^ i^v feibfl ableiten fSnne* 

Denf en xoix una bie oHgemeine Stitegralglei^ung (a) bifferenjirt/ 
tV0bur(^ bte ©leic^ung (3) entfielet / unb auö biefer leiteten a gcfuc^t/ 
fo ^aben u^ir bafur einen 3(uöbrucf oon ber S^i^nt 

(I.) a«^(x,y,il). 

©ubjlituiren wir benfelben in («)/ fo ergibt fJ^ bie (Sleic^nnä 

ober furjer J?(x/ j/ ^) = o/ 

welche/ wenn jie mit ber ©iffereniialgleic^ung (i) nic^t DoIIig genau 
uberein jiimmt/ fic^ baoon nur burc^i einen gactor M / rnldfet x / y unb 

— entbalten fann^ unterfd^eibet» @e^en wir alfo 

(i3) . /(x, 7/ 37) « M . F{x, j, i), 

fo folgt 

ds(x, y, ^^ = Md/(x, y, ^) + i^Cx/y, +) . dM. 

'stun ifl 
''-F^C^/y/if) «; — ä7 — ^» i 57 — *'J'^ 3t '*^' 

unb bie jjartieHen Siffereniialquotienten j:^ -t '^- / 

welche in eben bem Sinne ju nehmen finb, wie bie oben erhaltenen 
f£<ii2i^, ^^^^;y-?> , unterfcl)eiben f!« oon ben in (3) oor- 

dx dj 

f ommenben Functionen P , Q blog barin , bap in biefelben flatt a ber 
3(uabru(f (11) eingeführt würbe, welker le&tere 2(u«brucf a«a (3) ent« 

fj3rungen \% weswegen ^i^ bie ©lieber — -j—- ^* + ' — i^^— ^J 

ol^ne 9lürf(tdE|t auf irgenb eine 93erbirtbung jwif^en x unb y tilgen/ unb 
bie ©leic^ung 
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it^t^t', m'r ^aitn btmnü^, mtm iwc hierauf Dtüifßc^t nehmen« «nt 

iufllei^ ^f(^f 7/ ^^ flatt -F(x, j, i) f<%telben: 

*'«^(»' r^äl)^^ TT— ''* + '^'^V' '' ^> 

Ser jn^ette %^eH rechter ^anb bed ©lek^^eitdietd^end unb liii 
©rdpe Ittifer ^anb beffeKen oerf4)n)tnben liegen (i)} bal^er muinäj 

(.4) ££%^ = . 

fepn. 2)tfferenitrt man iif (SUidjutiQ (i3) blop tnSßeiug auf ^cpi 
fo ftnbet man: 

— J? — "^^ — Ji -Ji + M^JF-^^''''^' 

«If» Wfgen (t4) unb (i): 

(.5) i%Ii^> « o; 

^ ^ > ^P 

unb ba 

06) j^; + j^ P = o. 

2)ie ©letc^ungen (i5) unb (i6) finb fomo^I unt^r ft(( ald an4 
mit (i4) g(etd)bebeutenb $ mit telfl einet ber beiben erßeren benSifc' 
renjtalquotienten p aw^ (i) tt^egfc^offen / ^ei^t olfo eben fo oi<(/aU 
biefe Operation in Sejug auf bie ©leic^ungen (14) unb (12) vfrri4' 
ten ; ober tt)et(p bort blo^ in f erfc^eint/ eben fo otel/ ahf .aud(U) 
unb (la) elimtniren. .^ierauö entfpringt aber not^menbig bieftlbe @l<i' 
AjViXiQ, auf weJdEfe man fimmt/ loenn man a aud (5) unb (s) elhni' 
uirt; folglich fü^rt \>k Elimination Don p fo^oo^I wt (i5)ud^(i> 
toie au^ au6 (16) unb (1) jur befonberen 2(uf[ofung ber ©leictfuoj (0/ 
tvenn eine folc^ oor^anben ifl. Um über btefen le^tern ^unct istQ^ 
Steine ju fommen , muf man beibe (Eliminationen jugleic^ torne^nifn/ 
unb abioarten , ob fle biefelbe Snbgleic^ung barbieten* Siefe^ S^fl"- 
{eichen ber befonberen 2(ufI6fung für (i) (dft fic^ auc^ babur«^ wü^^' 
(feu/ baß man fagt/ ea merbe burd^ biefelbe ber £iffereniia[(|uori(at 

*j^ = jjj^/ fo wie ec auö ber ©ijferenjiation ber gegeWnenSI«^ 
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4uRd(0 Ms^/ <)uf bte S<>tm - gebraut/ benn btefe6 SRefuIf at er« 
p&U man au9 ber ®(etd|^ung 

ax • tfy ' ^ tfp -^ 

mit 9tucfft4ltauf (i5) nnb (i6). 

Die ^ter nac^ Sagronge vorgetragene S^eorte ber befonbcren 
2(ufldfungen ber Z)tfferenitalg(ei4inngen ber erflen Orbnung mil {met 
93artablen U^t ftcf^ aud|> auf ®tetcl^ungen ton ^o^eren Drbnungen mit 
mehreren Variablen nnb mit Differenzen au6be^nen/ wa6 xoit jeboc^ 
{u übergeben genit^igei ftnb/ (umal/ ba ftd^ in ber Solge nodf ®e(e< 
^en Reiten barbieten werben/ einiget ^ie^er ©e^irige beizubringen. 



^ttln^t^üUn'i mat^' V^tUfat^w t, a6 
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« 

©icknunl) funfsigfle Sßorlcfung. 

übet bie S^^^^S^^^ti^" ^^^ ©leic^ungen mit par« 

tiellen Siffetenjialien. 



äß, 



ttnb bei! |jarttetfen Stffetenitalquotieuten -77/ -^rf Trrr • • • • 



enn ba6 ©efe^ ber 2(b$ätigtgfeit einer ©r&fe a von me^re-- 
ren anberen Xfj,.Zf %t. burc^ eine ©leic^ung {mifc^en a,Xfj,z,2c. 

du dn du. 
ffiu rf*u £i-u . £?^u €:^^u 

bert wirb/ biefe ^(b^ängtgfeit burc^ eine ©leic^ung barjuflellen/ ii 
welcher bloß bie 93ariabUn u,x,y,z,.... erfd^einen/ fo ^at man 
eift mit ber Integration einer fogenannten ®Ieid[)ung mit partieOea 
SDi^erenjialien gu t^un. 

X>a biefe ©Itic^ung eine gemiffe ^Inja^I ber Siffereniialijaotten/rn 
DoOig unbeftimmt (dpt/ fo muß auc^ i^r Sntegral bad ©eprdgeterUfl' 
beflimmt^eit an ft4 tragen. 93etrac^ten ivir / um einen ein jelnen gaO 
t^or 2(ugen ju ^abeu/ iene 93erf nupfung gn^ifc^en x^j^z, n^eld^eburd^ 

d w d 9 

bie ©lei^ung "^ = j~ au9gebrucft tvicb. .^ier bleibt bie Sebea* 

M 7 d Z 

tung ber 2)ifereniiaIquotienten ^/ -p an ft(^ unentf^ieben/ utA ed 

wirb bloß feflgefe^t/ baß baö ©ifferensial rfz = -j^</x + -j^dj 
tte Sonn 

befilje. gflr g- fann jebe gunctton t)on x-f-y ongenoramen toerbeiv 

unb ba fobann bad'Sntegral / 2" ^C^+y)« ebenfaW afö eineSnaC' 
tion oon 'x+y erfc^eint/ fo ^aben wir 

z sÄj 9 (x-j-y)/ 
wobei bie gorm ber gunction 9 o^aig wiDfiirltdb i{li t)ie ©let^ni^ 

« = 9(x+y) ijl «Ifo bad Sntegral ber ©letc^ung £^==^. 

@oa oon partiellen Z)iffereniialten einer ®r2ße überhaupt bt< 
•SRebe fepn fönnen, fo muß biefelbe wenigfienfl eine gunction juwä 
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9}artaU«n fe^n. SA mtrb flc^ bemnac^ eine ©tetc^un^ mit partiellen 
S)iffereniialten ment9ft<nd aufbret i)erdnberIk^^®ropen bejie^en. ^om« 
inen in einer fold^en ®(eic^ung hipf bret 9Sariab(e x, j , z, unb bipfl 

'tlz :Dif erenjialquotienten ber erßett Orbnung j^ / ^— in ber er jien^ 

^oten) por/ fo ^at fte/ menn tvir ber Itürse wegen ^^ ss p/ j- =: q 
fe^en/ bte Sorm 

(.) Pp + 9q = Ry 

wobei P/ Q/ R Functionen t^on x, y, z bebeufen. 

Um \>\t 3ntegration ber ®Ieid)ung (i) ju bewerf fteüigen / fc^af* 
fen wir w^^ i^r mittelfl ber ®(eic^ung 

(2) c/z c= p</x + qc'y 

einen ber Sifereniialquotienten p/ q weg* Slimtniren wir q/ fo er« 
galten wir , 

(3) (P</y — Q</x)p + Qc/z — B(/y =5 o. 

^Siefer ©teid^ung wirb offenbar burc^ eine foIcf)e Stelation jwi^ 
fd^en X / y r z ©enüge geleiflet / für welche bie ®Ieicf)ungen 

(4) P</y — Qrfx =3 0/ Q(/z — Bc/y ä o 

<S)i^Xi ftnben. 

^omnit in Pc/y — Qc/x s= o bie. IQerdnberlic^e z/ unb m 
Q(/z — R</y s±s o bie QSerdnberlic^e x nid[)t t>or/ fo fann jebe biefer 
©leic^ungen für fid) aOein ber 3ntegration unterworfen werben/ weld^e 
Operation wir^ier alA audfu^rbar ooraudfe^en/ wenngleid^eö nicf^tim« 
nier miglic^ ifl/ biefelbe nac^ ben bid je^t für bie Z)ifereniia(g(eic^ungen 
ber erflen Orbnung befannten SRet^oben {u ®tanbe ju bringen. SRac^ 
verrichteter Integration gibt und bte erf!e ber ®(eic^ungen (4) y atd 
eine Function oon x unb a^ unb bie jweite z ald eine Function oon y 
unbb/ folglich aud) ald eine Function 9on x/ •/ b/ wobei a unb b 
bie in ben Sntegralien enthaltenen witlfürlic^en Confianten finb. 

(Srfd)eint bloß in einer ber ®teic^ungen (4) eine ueränberlic^e 
@rSfe/ bereu iDiffereniial bafetbfl nicbt Dor^anben ifl/ fo muß man 
biefelbe mit <^u(fe ber anberen ©(eic^ung burc^ Slimination wegbrin« 
gen« ^ann aber auc() bie Sntegration biefer (enteren ®(ei4^ung nic^t 
SewerffieOiget werben/ fo muß man eine ber beiben ®(eic^ungen ({.95. 
bie erfle) bifferenjiren / unb man wirb immer im ®tanbe fepu/ wx^ 
ben nunoor^anbeuen brei ®(eic^ungen %m neue ®leid[^ung abzuleiten/ 

26 ♦ 



404 

In mldfct fid) blop jwet oeränberltc^e ®r4f en (x unb j) tiebfl i^es 
erften unb ixoeiten 2)ifferfn{to(ten beftnben. SBirb bie le^eere ®teu 
d^ung; nac^bem man bad jweüe S)tferenital einer t^rer 93artablea 
QUid) 97un gefegt ^at/ tntegrirt/ fo tfl man im @tanbe/ eine ber er- 
kvä^nten Variablen (j. i&. y) burc^ bie anbere (x) unb burd^i bte im 
Sntegral enthaltenen jiDei wiafurli4)en Confianten {a, h), unb mit 
Bujiejffung ber ©leid^ungen (4) auc^ bie britte 93ariable(z) burc^ bie 
fo eben genannten ©röfcn (x, h, b) auajubrucfen. 

äBie alfo aud|^ immer bie ©leid^ungen (4) befd^affen fepn mögend 
fo geben f!e un6 7 unb z ala Functionen ber oerdnberlic^en ®rdfe x 
unb iireier wiafürlic^^r Sonflanren a/ b, mli^z gmctionen ber®(ei= 
4^un9 (3)/ unb ba^er clvlA^ ber Dorgelegten ©(eic^ung (1) ©enüge (et* 
flen. 2)a ed n^egen ber Unbefiimmt^eit ber ©roße p/ n^elc^e j'eber 
Function t>on tl, y , z g(eicf) gefegt merben fann^ ani^ möglich tß/ bie 
©leict^ung (3) ober (1) gu reali|tren, oj^ne bie ©(eic^ungen (4) onjU' 
nehmen , fo ^aben wir ^ier nur eine einjelne bei! unja^ligen auflofun-- 
gen fennen gelernt^ welche ber ®[eic()ung (3) ober (1) entfprei^^ji. 
2)urd^ biefetbe fann jeboc^ \>Ci^ aQgemeinfie Sntegral biefer ©leic^nng 
auf fofgenbe Mrt gefunben werben. 

ea fep 

(5) F(x, y, 2) = o 

bie aDgemeine Integralgleichung für (1), fo muf fowo^l fie, wie tvOf 
bie aud i^r entfpringenbe* Differenjialgleic^ung 

(6) dF(Tf 7/ z) s=3 o ober 

dl ^^ + — 57 — '^' + —^rz — ^* = ^ 

burd> alle WelaHonen jwifc^en x , 7 , z erfilOt werben, welche ber ®ltU 
*ung (3) genügen. €« finben ba^er t>ic ©{eic^ungen (5) unb (6) om^ 
®tattf wenn man in benfelben, ben ©reidjungen (4) qemäf, junbm 
burcf) X , a , b au^brucft. Hücin ^ieburc^ erhalt (6) offenbar bie 6e* 
fialt ü(/x = o, unb biefe ©leic^ung befielt für ieben 5B3rrt^ ber tnbe* 
j)enbentett 93erdnbfrltcf)en x ; ferner fann ü dx auc^ alt ba« 3)iffereii* 
jial betraclitet werben, welcfted bie Function F(x, j, z) barbietcr, 
wenn man oor bera ©ijferenjiren 7 unb z burc^ x auöbrucf t : ^ map 
alfo biefe ©erdnberlic^e bur^ bie erwähnten ®ubflituttonen au$ ber 
Function F(x, 7, z) gdnjli* oerfc^winben , folglich festere Function 
lebiglic^ afö me Function ber eonjlanten a uui t> erfc^einen, wel^e 
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\»it iut^ V (a/. b) (esei^nen tvoITett. (SS fepen nun H/ N bie }(u<r 
brucfe/ ml^e man für a unb b et^&lt, wenn man Hefe don^mten 
mtttelfl Ut iwi\d)en benfelben unb ben 93ariabTen \, j, z befl^^enben 
©Mc^ungen befltromf/ fo tann auf bie ^ier befc^rtebene 2(rt F(z/ 7, z) 
fc^ ntc^t in <F(a/ b) oemanbeln/ mof^rn nic^t F(x/ 7/ x) felb^ 
SS3 ^(U/ N) i(l. (£« (ot foipii bie SntesralgUic^ung fü( (1) bteSarm 

(7) ^(M,N)t=o. 

2>te 93ef4iaffenl^eit ber Function ^ bleibt ^ter o^Oig unbefKmmf ; 
I4pt man atfo ^ eine mfOf urlic^e Function ber innerhalb ber klammern 
ief nblic^en ®ti^en bebeuten / fo ifl (7) bie jaUgenteine ^ntegralglet« 
i^ung ber vorgelegten ©leic^ung mit ))artieUen 2)ifereniialten. Z)a 
burc^ bie ©(eic^ung (7) eine ber ®r60en JML/ N a(6 eine Function ber 
4iiiber» «rflärt mirb/ fo (onn man biefer ©leic^nng ani^ bie (Seßalt 

(8) M =: 9 (N) 

geben/ loobei 9 ebenfaOa bad 3etcben einer loiOfurlidSien Function t|T. 

Um alfo bie ©teicbuttg Pp-|-Qq = H ju integriren/ wirb man 
Ou6 ben ©leic^ungen Pc/7 — Q</x = 0/ Q</z — R</7 = o bie 
Sntegralgletc^ungen M=a/ N=b/ wobei a/ b bie wiUfurlidyen Son« 
flanten ftnb/ ableiten/ unb fobann M = 9(N) fe^en. 

Sltminirt man oud ben ©Uic^ungen (4) bad Z)ijfereni{al dy, \o 
frnbet man P</z — Bc/xso; welche ®(eicbung man/ wenn man ei 
für iwecfmd^g erachtet/ flatt einer ber @Ietd|)ungen (4) in bie 9te(^ 
tiung einfuhren fann. Oft bürfte ed aud^ leichter fepn / auft ben ®{eU 
djun^en Vdj — Q</x ca O/ Pc/z — Rrfx = O/ Q</z — R(/7=:o 
burcb fc^icfti^e 93erbinbuttgen berfelben {wei integrable Z)ifferenjial' 
gleict)ungen mit brei oer<lnberIicf)en ©ropen abjuleiten / al6 V\e oben 
iefprocf)ene Integration einer X)iffereniialg(eidl>ung ber jweiten Ort« 
nung mit jwei oerdnbertic^en ®rö|en ooriune^men. 

X)ie ©reid^ung P</z — B dx s=s o bietet ftc^ fogleid^ bar/ wenn 
man ben 2)iffereniiaI<|uottenten p avA ben ©Uic^ungen (1) unb (a) 
wegfc^aft/ unb bie fic^ nun flatt (3) ergebenbe ©leic^ung auf biefelbe 
2(rt/ wie ea oben gefd^e^en i{l/ in jwei ®(ei(i)ungen jertegt. 

SBiQ man aud bem3ntegral (8) jur Prüfung ber 9ti(^(igFeit beö' 
felben bie gegebene ©leic^un^ (1) wieber ^erfleOen/ fo mup man ed 
fowo^I in Seiie^nng auf z unb x, ala auc^ in fi3ejie|^ung auf z unb 7 
bifferenjiren / unb bie tu ben beiben Stefultaten bief^r Operation erfc^et» 
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nenbe wiDfurlid^e Sanction/ X0tli)t offenbar eine onb btefeltc fejo 
witbf eltmtntren. 

2)te filr bie (Slet^ung (i) gebrau^ite SntegrattonSmet^Dbe 12^ 
ft<^/ I9enn man bie Integration aOer gewö^nltctien IStfferett&toIsIet« 
4iungen ald audfü^rbar voraudfe^t / aud(^ auf ®Iei(^ungen mit nr^r 
ald brei 3}artabUn anwenben/ toenn bie bann beftnblic^en ^»artieBcB 
2)i{ferenjiaI(|uottenten Moß'tn ber erjlen ^ptenj erfd^einen* 

<S^ fey i« il^. bie Skic^ung 

(9) Pp + Qq 4- Rr 8=3 S 

ju . integriren / worin P^ Q^ B/ 8 Functionen .t)on n, x, j, i 

iJorpteUeu/ nnb p e^s *r-/ q =1 -7-, r = ■-- ip. 

* du * rfy as 

Qliminirt man m^ berfelben ben Cuotienten r mittelfl ber Olli-* 

du 15= pdx 4" 9*^7 + rc/z, 
fo ergibt ftc^ 

(10) (Prfz — R(/x)p + (Qrfz — R(/y)q4-B(/u — 8c/a = o. 

fSJlan leite^ nun aud beu ®(ei(||ungen 
(n) Fdz — R(/zs=;a, Qrf» — Rrfy =3 O/ Rrfu — Sdzs^O/ 

ober avi9 anberen j^nen glei^eltenben ^ ixe 3ntegralglei(|>ungen 

(ia) ^ i:,s3a;l|=sb, Nbc 

abf worin L, M, N Functionen von n,T,j, z, unb a/ b/ e »ilU 
fdrlic^e Sonßanten bebeuten /. fo ifl 

(i3) L = 9(M, N), 

tooriu 9 eine wiOfurlic^e Function anjeigt / bie SntegraTglci^ung fit 
(9). Z)er 93en>eia für Die @u(tigfeit biefed 93erfa^rend ifl bem ob» 
gefd^rten d^nlidb/ unb fann ba^er 'füglic^ übergangen werben. 

!Sa in (i3) oier ^ariabte oorfommeu/ fo Id^t f[4> btefe®(ef-' 
^ung/ wenn man eine ber Variablen aB eine Function ber übrigen 
betrachtet/ brei 3}?al ))artie(I bifferenjiren ; in ben erhaltenen Z)iferen' 
{ialgteic^ungen erfc^einen jwei wiOfürlic^e Functionen / ndmlic^ 

— »Tut' ■ uno — j^jj — / 

rfM rfN 

bur(^ beren (Elimination bie gegebene ©leic^ung (9) entfielt, ^ierao^ 
erneuet jugleic^/ baß badSntegral einer partiellen Eiferen jtalglet<6ttn) 
ber erflen Orbnung mit brei Variablen bloß eine wiKTürlicIie Functiea^ 
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unb btefe nui: mit einer ©runbgrife «ertr<9(; benn baffetbe hkiit blof 
itoet pactteDe Z)tfferenitaIquottenten ber erflen Orbnung bar/ burc^ be/ 
ren 93erfntipfung ju einer ©(eic^ung ea ni4)t'nt6gltd^ tfl^ ntej^r al^ eine 
beiben gemeinfc^aftliclj)^ Function wegzubringen* 

Snt^dlt eine ©lei^^ung ^i^ere^ ^oten^en partieller Stfferen$ial- 
quotienten ber erflen Orbnung / fo lä^t fie ftc^ / tt^enn barin hlo^ bret 
93ariaMe erfc^einen / auf eine ©(eicl^ung mit tiet uerdnberlic^en ®t6' 
pen/ in xoeläfet bie partieOen 2)iffereniiaIquotienten in ber erflen ^o» 
tenj flehen / rebuciren. 

€a fep 

(»4) fix, J, Zf p; q) GS o 

bie %VL integrirenbe {»artieQe Sijfereniialgleicfiung ber erften Orbnung. 
Siferenjirt man biefelbe t^eilmeife in ^ejug auf x , 7 unb z / in fo 
fern man p unb q ald Suncttonen biefer oeranberlixf^en ©rofen betra(|!«' 
let/ fo erhalt man bie brei ©leic^ungen 

(.5) 



d-L "T" dp ' 


dp ^ df dq 

dx'TdTi ^ dx^^' 


dy "^ <ip 


dp , df -^q 


df ,df 
dz^ dp ^ 


dp . df ^q _ ^ 

'dz • d<i * dz ^ 



in meldten ber Äurje wegen / flatt f(x, j, z, p / q) fle^f * 

itommen in p unb q blop x i|nb 7 oor/fo^ ifi bekannter SRagen 

4^ SS 4^; ba mir aber \}xtt auc^ z in biefen ©rofen enthalten ben« 

dy d % 

Un / fo ^aben mir {latt biefer ©letc^ung 

dp ^^ dp dz ^^^ dq • dq dz 
'Ty '' Tb * 4y "^ 3T • , rfa * ^i^L 

{u fe^eu/ ober ma6 baffelbe ifl : 

^ ^. dq dp , /fff lip _ 

X)iefe ©leic^ung folgt unmittelbar auö ber in ber »ier uub fünf. 
Itgflen «Borlefung er^aitenen ®Ieic|)ung (i3), wenn man biefelbe auf 
bie Dijftjrenjialgteic^ung pc/x-j-qc/y-r-dzssso anwenbet / inbem 
man bafelbjl p/ q/ — i (latt P/ Q, R fd)ve\ht 

SKan fann nun aud ber ©leicftung (16) mit ^ulfe jweier ber 
©lei^ungen (i5) unb ber ©leidljung (14) «ac^ »elieben entweber 
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J^' j^' ^' ^^^^ '' 7x' 31 w^aWÄffe«/ wobat^ man eine j>at-- 
tkUe Si^erettiialgkic^uiig ber erfien Orbnnng {wifi^en ben mer SQ«> 
tiablen is:, j, z unb q ober p erhalt/ in welcher bie IDifereniialquo^ 
tieitten bloß in ber erften potent Dor^anben ftnb. 3ntegrtrt man bte« 
felbe na^l bem oben gelehrten ^erfa^ren, fo tfl man im ®Unbe/ mit 
9tü(f|?4t auf (14)/ fowo^I p a(d q butc^ x,j,z au^jubrucfen / fofg* 
lidf bie 2(uf[ofung ber oorgelegteu Jtufgabe nur no(^ oon ber Sntegro« 
tton ber ©leic^ung 



• 


— ■#""» 


dz SS pcf] 


c + qrfy 




ab^dlngig 


jn maxien. 










Sliminirt man 


oorWuffg ^ 


unb 


^' m9 (16) mitteilt k«r «a9 


(i5) ftc^ ergebenben Zu^itidt 










dq 
dx ^ 


-(^+ 


df 




df 
dl' 




dz ■" 


= -fö+ 


dp 




df . 
dl' 


fo ffnbet 


man bie ®leic^ung 








(«7) 

• 


dx ^ 


''dz r- ^p 


• J 


?, df 
t "^ dq 


dp 
• 57 



meiere noc^ mit ber ©lei^ung (14) combinirt merben muß/ um q and 
berfelben ju entfernen. Da biefe Operation immer audfu^rbar ijl/ fo 
fdnnen lotr q bafelbfl aU eine gunction oon x^ 7/ z/ p betrachten. 

Die 3n(^di^ation ber ®(ei(f)ung (17) ^dngt nun/ wenn man flatt 
ber ©(eic^ungen (n) tie i^nen gleic^geltenDen 

Tdj — Q(/x =s o/ Pof« — Rd X = O/ Prfu — Srfx a o 

iv4^lt/ unb mie ea ber oorliegenbe SaQ erfordert/ 

fe^t; oon ber Integration nac^fle^enber (SUi^un^en ab: 
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©eltngt btefelbe / fo bieten fte und bret SnUgralgletc^ungen 

(19) L=3a/Ms=3b, N=3c 

bar/ m welchen a/ b/ c müUxlidte Sonjianten/ unb L/ M; N 
Sunctbnen von x, y, Zf f anjetgen} unb ^ierouft folgt/ in fo fern 
9 eine wiütätlid)e Sunctio» anbeutet/ 

(ao) * L =5 9 (M, N) 

aH ba6 3ntegral ber (Sleic^nng (17). Z)tefed gibt und/ fobalb über 
bie Sorm ber Function 9 oe^tigt toorbenifi/ p ald eine Function 9on 
x/ 7/ s; wir ^aben folglifl^ audf q aU eine fold^e Function/ unb 
f!nb nun im 0tanbe bie ©(eic^ung c/s a pc/x -^ qi/j weiter ju be« 
^anbeln« 

i^ier itic^t ffc^ feboc^ bie 0d^tt>terigreit/ baf baa 3ntegral einer 
2)ifferen)ialg!ei(^ung ber erf!en Orbnung mit brei fSariablen eine toiOf« 
rurlid^e gunction {weier ®rdpen {u forbern fc^eint/ w4^renb/ wie wir 
oben bemerft ^aben / bie Statur ber Sac^e nur eine folc^e Sun(ti^>< 
mit einer ®runbgr5ße in bemfelben julaßt. Siefe 0c^wierigfett ^ebt 
Sagrange/ oon welchem ^k in biefer 93ortefung vorgetragenen 9}7e^ 
l^oben ^erru^ren / auf foigenbe Tlvt : 

aAnltipIicirt man bie er|}e ber (Sleid^ungen (18) mit q/ unb fub« 
tra^irt man fie fobanit von ber {weiten / fo ergibt pd) 

(<fz~ jfdx — qrfy) 5^= o. 

2)ie (S(ei(^ungen (18) ge^eu/ wenn man in biefelben bie an^ (19) 
folgenben 9Bert^e oon x/ 7; z fubilituirt/ offenbar in ibentifc^e über/ 
ba^er wirb baburc^ auc^ dz — p(/x -— qi/j ibentifc^ auf SRuD re« 
bucirt. (Be^anbelt man aber bei biefen 0ub|lifutionen bie wiDfurliddeit 
Conflanten a/ b, c a(6 variable ®rdßen/ fo ^eben ftc^ bie mit </p 
verbunbenen ©lieber be6 2(udbru(fea dz — pc/x — qdy wie vorritt 
Auf/ unb bie ©leic^ung dz — fdx — qdy =io oerwanbelt ftc^ in 

(ai) Ada -f Bdb + Cdc s o, 

worin A/ B/ G gunctionen von p/ a/ b/ c oorfteDen. {Run ifi aber. 
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Md) c c= 9 (a, b), folglich ^^ ~ 51 ^* + Jb ^^* «^$w^« »*' 

(22) [a + C^] c/a+[B + C^] db = o «ber. 

X)tefe Sletc^ung i{! not^menbtger fißetfe tntegrabel > e$ f ann alfo 
p in berfelben ntd^t ^ottommen / unb ed wirb Intd) i^r integral b aU 
eine Function oon a erflärt. Sd finb beninac^ b unb c Functionen oon 
a allein/ tt^el^e jebod^ ber (Steid^^ung (21) unterliegen/ fo baf / wenn 
toir bB=:9(a)/ cs=;^(a) annehmen/ 

fepn mu^ / woburd^ eine Stelatipn «iDtfclKn bett Sunctionen 9 nnb t^ 
feflgefe^t mirb/ unb beß^alb blof eine berfelben witlfürltc^ bleibt.. Z)ad 
Sntegral ber ©leic^ung (14) ergibt ftc^ alfo/ menn man aud ben {»et 
eieic^ungen Ms=:9(L)/ Na-^(L) bie ®rcße p tpegfci^af t. 

Z)a jebod|> bie $orm biefed 3ntegratd t>erwitfelter audfäHt/ aU fit 
ed früher war/ inbem fle nun ntittelfl breier ®(ei(||unden gegeben mxh 
unter meldten fogar eine 2>iffereniialglei^ung ft(|^ befinbet; fe ^t 
^oiffon fic^ perat^laft gefunbeu/ bie oben erwähnte ®(^tpt<rigfett 
auf einem anberen SBege ju befeitigen / welchen wir $ier in Ji;itrie an« 
beuten wollen, 

SDenft man fic^ eine ber ®leidS|ungen (19)/ j. 93* Lssa/ in S6p 
iug auf p aufgelöft/ woburcf^ man 

(23) p B» « (x, y, E/ a) 

ftnbet / unb biefen ^(uabrucf in bie beiben anbern Gleichungen einge* 
fü^rt/ welche baburc^ in bss^^^x/ 7/ z/ a) unb c=02(x/7/ z/ a) 
übergeben mögen; fo nimmt bie ©leid^ung (20) bie ©eflalt 

(24) a = 9 [*j (x, y, 2, a), «» (x, j, z, a)] 

an/ mit beren ^'ülfe ftd[^ ba6 in (23) oorfommenbe a burc^ r, j, ^ 
auabrucfen laßt. liDie %efcf)affen^eit oon a wirb ubrigend burc^ bie 
Sorm ber willfürlic^en Function 9 beflimmt/ f!att welc^^r man aucb 
eine Sonf!ante fe^en fann / in welchem S^lle a felbfl conflant audfäDt. 
Saßt man bie leerere 2(nna^me gelten/ unb bejctd^net man ^a^ auf ben 
obigen SBert^ oon p unb ben bamit in 93erbinbung fle^enben oon q H 
bejie^enbe integral ber ®leicf;ung (/s=ppcfx-f-q<^y burd^ 

(25) f (x/ 7/ 2r a) » U, 
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toohex k eine wtOtMiäte Sonftanfe tfl/ fo tdnn baf[eI6e attd^ no^ ouf 
aOe tibrtgeit.bitrd^ bte ©lejdi^ung (a4) fl^gebetiett SBert^e oon a audge« 
be^nnoerben^ meonfnait 

(^6) dF(. y...^) ^^ ^ ^^ 

fe|t / bamtt ba9 2)t{ferenitoI ber ©letd^ttng (26) baffelbe Bleibe / « mag 
be{l4nbig ober oerdnberltc^ fepir. SoO b mitttlft (a6) beflttnnit »erben 
f6nnen/ fo barf ber erfle S^etl biefer &Ui^nnQ x^ ji b ni^t ent^aU 
ten / b. ^. ea muf , 

(«7) i^iii^i^i^-^'C^k) 

fepn/ mobet ^eine toiUtüxlidje Function Dorfiellt. ^ierau6 folgt 

rfk aas 9^(a, k) da, alfo k == f (a), 

unb e9 perttHinbeln ftc^ bie ®Iei(^nngen (a5) unb (27) tu 

(28) i^(x/ 7/ S/ a) ü;? f (a) unb -^ -^ = —j^f 

welche itt^ei ©lei^ungen mit etnanber »erbunben ba6 aUgemetne 3nti^ 
gral ber vorgelegten partteQen Z)ifferenita(glet4)ttng barfleOen^ unb nur 
eine toUütMii^e Function mit einer ®rttnbgröf e enthalten« 

^ieraua erneuet {ugleic^ , ha$ ein ))arttfuI4rea mit einer miDfurf 
liefen Sonftante oerfe^enea Sntegral ber Oleid^ung (16)^ mie (25) ijl/ 
^inrei^t/ bae aDgemeine Sntegral ber gegebenen ))artieQen Z)tfferen? 
italglet^nng (u erhalten« 
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STc^t unb füttfsigfle QSorlefung. 

tieUen X)tfferen)ta(ten. 

(^ V t \ i 1^ u n ^.) 



cOjit ^aheti tn ber oor^ergel^enben Siortefung bie 3ntegrott0D 
yartuUer 2>tfferenita(glet(^ungen ber erjlen Crbnung ntit' bret 93arta< 
Men/ in welchen bie <Differen jialquof ienten nid^t b(op in ber erjlen 9pp» 
tenj flehen / auf bte 3ntegration partieQer Differeniialgletc^ungen ber« 
felben Orbnung mit oier oeränberlic^en ©rößen/ beren ^Differen^ialquo« 
(ienten in ber erflen ^otenj erfdj^einen f jurucfgefü^rt. 33erfud^t nan 
ein ä^nlidded 93erfa^ren bei wie immer gefialteten fürtieOen ^tfferen« 
jialgleic^ungen ber erflen Orbnung mit vier unb mehreren oeronberli« 
4en ®rö$en in 2(nivenbung ju bringen/ fo floßt man.ba(b auf betriebt' 
lid)t ^inberniffe *}. :Diefen ifl eine oon 3- S« ^faff erbaute attgef 
»eine 3ntegration6met^obe partieder ^Differeniialgleic^nngen ber erffen 
Orbnung (^(b^anblungen ber fdniglic^en 2(fabemie ber SBiJT^nfc^fteQ 
tn fDerliu/ m6 ben Sauren 1814 — i8i5. ÜRat^ematifc^e Jtlajfc, 
0. 76)/ welche ftc^ auc^ auf gewd^ntic^e Differenjialgletc^ungen er- 
ftttdt/ nidft unterworfen. SBir wonen biefelbe / i^^rem Srftnber feU 
genb/ juerfi bei partieQen 2)iffereniialg(eic^ungen mit bret SSoriailen 
in 2(nn>enbung bringen. 

Sd fey mit ^Beibehaltung ber früheren S&ejeic^nungen 

(0 /(x/ 7/ «/ p/ q) = o 

bie {u tntegrirenbe Sifferenjialgleic^ung» Srücft man mittelfi berftl* 
ben q burcl^ x ^ 7 / 2 / p m^ / fii bleibt in ber ©(eic^ung 

(3) dz ea fdx ^ €[dj 

p unbeflimmt. SRan fann ba^er biefe le^tere aU eine gewo^nlid^ 
£iffereniialg(eidliung mit oier i^erdnberlic^en ©roM x, j, z, p U^ 
ixaä)ten, in welcher jebocb bad 2)tfereniia( oon p bie 97u(Ie {umS^ef- 
ftcienten erhielt/ unb beß^alb nic^t oor^anben ifl. £)enfen mir nn^ 



*) Sine ni^ece TLn^abt bcrfelben finbet man in L a c r o i i'd Traite du cal- 
cul differentiel et du calcul integral ^ aecoade edlUon. Tome IL 
Nro. 748^ p. 567 ^tlc. 
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nun 2/ X/ p M Suncttonen ber uerjnberKc^ett j unb breter neuer un« 
beflimmter ©ripen a ^ b / c / fo Reiben bte Soi^ni^n bfefer SuncHoncti 
ebenfoDd unbefltmmt/ ba bte brei ©röpen a^ b/ c jur SBefltmmuns 
Don 2/ x/ p pöUig (^tnretc^en. Stefe formen fonnen olfo fo gmd^It 
iperben^ baß bte ®[etcf)ung (a)/ tvelc^eim 2(Ugemetnen nebfl a^ b/ c 
auc^ 7 entgolten u)trb/ oon ber le^tgenannten ©rope wie auc^ oon i^« 
rem Sijfereniial frei erfc^eint. 

ee fe9 

(3) dx = X(/y 4- X,(/a 4- X^dh + Xadc, 

wobei X/ Xj/ X^/ X,/ Z/ Z^, tc. unbefltmmte Sunettoneh oon j/ 
a/ b/ c oorfleOen^ ferner oermige ber (Sletc^ung (i) 

(4) </q = qi^x ^ q^cfy + qjrfa + q^rfp, 

wobei qi/ qi/ qs/ q4 befonnte Functionen von x, j, z, ^ bebeu« 
ten. :Dte Oleic^ung (a) gibt ut^ö mit J^ulfe ber er fteu jirei @Ieic^ungen (3) 

(5) oc=(Z-pX— q)dy + (Z,— pXO^/a + (Z.— pX^^b 

+ (Z,-pX,)c/c. 

:Da6 2)if^reniioI dj ft^U in biefer ©lei^iung / wenn 

(6) 2=ipX + q , 

tfli unb7# wenn bte in fiSejug auf biefe 93artable genommenen Xifft* 
reniialquottenten ber Soefftcienten oon db unb do in ber rucfflänbigeii 
©letc^ung 

w ' = ■" + ^^ ■"• + ^^/' 

gleich {RnO finb. S3eieic^nen wir ber Aürje wegen einen ^^artieKen Z)if« 
ferenitalquotienten ^ wie -t^/ burc^ <^7<<>>/ fo gibt un9 bie SJoraud' 

fe^ung (/j ^— ) 8=s o not^wenbig 

Nrf^M^Mc/^N = o ober ^ = ^, 

unb bte Cebingung bed 93erf4iwinbend Don 7 au9 ber ©leicbung (7) 
wirb bem ju golge burd|^ 

W z,-px, — 5Ä2-PX, Z,-pX3 

au9gebriScft« 
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{Run i(l dj (Z| — pXO a d, Z« r- prfy Xt — Xt <<> p; o*«^/ 
tt^ett bte ©letc^ungen (3) cf, Z« ss cf. Z/ </j X^ =3 </« X geben: 

dj(Z, — pXj) = rf. Z — prf. X — XjcT^p; 

weiset Hix^hvüi , mit bem tifSSejug auf a genpmmenen 2)tfferenjia( 
ber ©teic^ung (6) oerglic^en / tn 

c/y (Z, — pX^) sa (/« q -f- Xrf« p — Xi (/, p 
itierge^t; ferner tfl liegen (4) unb (3) 

sa q, Xj + qjZ, + q4P, unb c/^ p es P, (0(9(14 
/ft% <^y(Z,-pX.) _ qs 7^ > + fa , - P) X , + (q^ + X) P, 

W^ z,-px, — :^i-px, 

Sie duottenten ^i^^ "" l^^ unb ^^<^3-pX,) ^ ^^ ^^^ 

Zj — pXa Z3 — pX, ^ 

fo0let(^/ wenn man in (9) Z^ , Xi mit Z^, X^ unb Z3/ X^ t)erme(|fe[t 
;Der ©letd^ung (8) wirb offenbar @enüge geletftet/ wenn man 

(10) q4 + X 6=5 o, qi — P es — pq» 

fe^t / woburc^ ieber ber bret Cluottenten in qs übergebt* 
2(u0 (10) unb (6) fo^gt nun 

(11) X =a — q4, P=qi+.pqs/ Z rss q — pq^. 

äßerben alfo für X/ P, Z biefe SBSert^e^ welche/ mie man fie^t/ 
burdl^ befannte Functionen oon x, jf z, ^ audgebrucf t erfc^einen, %u 
loä^It/ fo ifl bte tranaformirte ®teic^ung (7) oon y unb dj frei/ unb 
enthalt b(op bie ®rogen h, h, c fammt i^ren 2)ifferenjialfen. Sd 
f ommt nun barauf an / bie Soefficienten biefer Z)if erenjialien in ber 
©letc^ung (7) burcb a, b/ c wirfUc^ bartuflellen. . 

3u biefem (Enbe betrachte man a / b , c in ben ®Iei(^ungen (3) 
ald beflanbige ®rSßen / unb fe^e bem ju golge 

(12) c/x = Xrfy = — q4a7 

dz = Z<fy = (q — pq4)</7 
rfp S3 Vdj = (qj + pqa) ^7. 

IDiefe ©leic^ungen laffen ft(^ fletd integriren , b. ^. e^ Idft {t4 
fletd jebe ber ©roßen x / z / p burd^ 7 auöbrucf en. 9)?an bifferenjire 
nämlic^ bie erfle ®Iei4)ung/ inbcm man dy ald confiant be^anbelt/ fo 
fnbet man d^xrs=.dX . dj, wobei dX bie ^orm 

Hrfx + Idy 4. K(/2 4- Lrfp 

^at. ^Diffe gej^t aber mit ^u{fe ber ®(ei(^ungen («a) in Udy über/ 
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Ici^ mirb d^xx^Vldy^f wobei H üon x/ 7/ 2/ p db^in^t 1£>uxd) 
2)ifffrenjtatton btefer {enteren ©(eic^ung ergibt fi<^ auf biefelbe ^rt 
d' X s=3 N dj^. 0(^afft man je^t aud ben brei ®(et(^ungen 

(i3) dxsaXdy, d»x = Mrfy», d^x = Ncfy^ 

bte ©ro^en z unb p iveg / fo bleibt eine 2)ifferenita(gleici[)ung ber brtt« 
ten örbnung jtvifc^en x unb y / mittelfl bereu 3ntegra( x burc^ 7 unb 
brei n^iOfurltc^e €oriflanten a, ß, y audgebrücft werben fann. S)te 
©Uic^ungen (iS) verhelfen fobann ju 2(udbrucfen fnr z unb p burc^ 
eben biefelben ©ropen. Siefe Integration dmet^obe ber ©(eic^ungen 
(12) tfl eine aQgemeine; in einigen befonberen SaOeu fontmt man je« 
boc^ aud^ auf einfacheren SBegen jum Bi^Ie. 

@e(t man nun in ben gefunbenen 2iudbritcfen für x/ z unb p 
bie ©roßen a/ b/ c flatt «/ ß/ y/ unb betrachtet man bie genann« 
ten ©roßen wieber ala oerdnberIid)e/ fO erfc^einen in dx, dz, c/p 
\üxX,Z,V not^wenbig bie oben bafür angenommenen Sßert^e (ü); 
jugletc^ aber ergeben ftc^ oon felbjl bie fci)tcf (ici)en SBert^e ftlr X^/ X^/ 
X3/ Z^, Z2/ Z3/ in ^ejug auf welche bie Soefficienten oon dh unb 
de in (7) bloß al6 Functionen oon a/ b/ c auftreten. 

9Btr ^aben ed alfo gegenwärtig nocf) mit ber X)iffereniialglei' 
dE)ung (7) ju t^un , welcf)e bie gorm 

(14) da 4- Bdb SS Cdc 

^at/ in We(d[)er 6 unb C befannte Functionen oon a/ h, c anjetgen« 
SBenn auc^ btefelbe ber in ber oier unb funfjigilen Siorlefung aufge" 
fiedten ©leic^ung (i3) nid^t ©eniige leiflet/ alfo fefn in einer einjigen 
©(eic^ung barfleObareö 3ntegra( oertrdgt/ fo fann jie bod^ immer burd^ 
ein ®9i!em jweier ®(eic{)ungen auf folgenbe 2(rt integrirt werben. SRatt 
be(ianb(e c anfänglich 'ald eine befidnbige ©roße^ unb integtire unter 
biefer Sioraudfe^ung bie ©leicf^ung da 4- Bdb ss o. 2)aö3ntegra(^ 
auf welc|)em SBege e0 immer gefunben fepn mag^ Idßt ftcb unter bet 
Form XJ = Consü barfleOeu/ wobei U eine Function oon a/ b/ c 
ijl/ unb bie (Sonflante nac^ Selieben oon c ab^dngen fann. 9Ran 
fe^e ba^er 

inbem man unter 9 eine wiDfurlic^e Function oerfle^t. 

93etrac^tet man je^t c ota oerdnberlic^ / fo ergibt fic^ burc^ !Dif« 

ferenjiation du a« ^(rfa 4- Bdb) + — do, wobei ^ ben inte* 
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gtircnben Sactor ber 2>i{ferenitaIfoniie( </a 4-B(/b on^etgt; ober»« 
gen da -f Bdb s Cde, mit SKucffic^t dtif (i5): 

06) xc + ^ = ^;^. 

Sie ©leid^ungeti (i5) uub (16)/ mit einanber oerbunben^ |teOea 
bod aDgemeinfle Sntegrol ber ©teic^ung (14) bar; meld^ed alfo/ »ie 
man fu^t, eine »iQfür(id)e Function mit ftc^ fü^rt 

Sie ®rößen a, b^ c fönnen aber burc^ t, j, z, ^ auagebrüift 
werben/ weil x/ z/ p alö Functionen oon y, a, b/ c gegeben ftni; 
man ^at Da^er/ t^enn man mit «^ülfe biefer 2(u6brucfe a/ b; c aitf 
(i5) unb (16) wegfci^afft/ {wet mit einer miQfürlic^en Function onfei 
^ene ©(eid^ungen jwifd^en y^ j/ z/ p/ welche nac^ DoD&ogenrr Sli» 
mination oon p bad integral ber vorgelegten partiellen Z)iffer(nii(l> 
gleic^ung (1) barbieten. 

SBir ^aben bei biefer ©efegen^eit ein aOgemeined 3ntegratira^ 
93erfa^ren fiir gewöhnliche SifferenjiaTgletc^ungen mit brei oetänbn& 
<^en ©rößen fennen gelernt. Sabei ifl nur no4) ju bemerfen^ Ui vm 
bie ©leic^ung (16) entweber für jlc^ aUein, ober wentgflend mitSa^ 
^ung ber ©leic^ung (i5)/ feine anberen oeranberlic^en ©rißmoUe 
unb9(c) ent^dlt/ bie Function 9(0) beflimmt/ unb fomit M%^ 
gral ber Siffereniiatgtei^ung (14) burc^ eine etnjtge mit einenoiÜtii< 
liefen Sonfiante oerfe^enen ©teicf^ung (wifc^en a/ b/ c audgcbrnA 
werben fdnne. (Sa tfl nic^t fc^wer ju beweifen , baf ber leitete U» 
flanb burc^ bie ©leic^ung (i3) ber oier unb funfjigflen OSorlefungl« 
bingt wirb. 

Sie ©leidliung (9) ifl ein befonberer ^aU ber adgeweinen Ü\(» 
4)ung jwifcf^en oter SSariablen z/ x/ 7/ p: 

(17) dz c=3 H</x + Rc/y -f. Ldp, 

tu welcher H/ K/ L Suncttonen von z/ x, 7/ p oorfleUen/ »<n 
man Hssp/ Ks±;q/ L=so fe^t/ unb q bur^ bte ©letc^ung (1) ftU 
eine Suiictton oon x/ 7/ p gegeben anfielt« 

Sad QSerfa^reu/ welc^eö oben jur 3ntegration ber ©leic^nns (s) 
biente/ fann auc^ jur 3ntegration ber ©leic^ung (17) gebraust weriei 

9J?an betrachte ndmlic^ < / 7 / P ^^^ Suncttonen oon z unb (<( 
brei ©rö^en a/ b/ o/ unb fe^e 

(18) (/x = X</z 4- X,(/a + X.cTb 4. X,</c, 
^7 = Ydz + Y,(/a + Y^c/b -f- Yjrfc/ 
</p = Pdz 4" Pf^'a + Pi^b 4" ^ide, 
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wcMbit dotiftcmtm btt mttUtn Ziffm^k\m m ber Amt noA 
«nteflimmt ftab; fecnej: . 

<i9) dB. = H.dx + H.dy + H.dp + H,dz, 

dK .= K.dx + K.dy + K,dp + K.dz, 

dL = L.dx + L,dy + Ladp + L,d«, 

wobef Ne €oeflficienten H„ H„ ,c gfgeWne ganctionen w« «, x, 

b«nL "*"' f" 3«'"« «'ff'«* W« ©leic^unflen (18) mit (17) om 

<ao) = (HX+HT+LP- .) dz + (HX. + KT. + LP.) d. 

+ (HX» + KY. + LPO db + (HX,+RT,+LP,)dc 
2>amtt aui titfet ®Ui^unQ dz wtQfaüt, fey 

^") HX4. KT + LP« ,j 

ferntt, bamit Die ©{«i^ung (so) fein z ent^ar«: 

(a.) '^' iU•ii^ + KY. 4- LP.) rf, (HX, + B Y, + LT'A 
UX. + KY, + LP. UX, + HY, + LP. 

__ ^.(HX, + KY3 + LP.) 
W^J +KY, + LP,* 

93«rri(^t«t man bie in bem Äuebrurfe rf. (H X. -|- K T, 4. l P ) 
«ngeietgte Siffereniiation ivittUd), uberfe^t man fobann bie auf z fik 
besie^«nben pmieUen Diff«enjiaI<,Mot«iiten in bie i^nen QUid)(itlt«u> 
ben in «ejwg auf a genommenen/ fp finbet man, bit ©ieic^ungen (19) 
vnb (ai) gehörig berürfjtc^tigenb, nac^ einer leii^ton diec^nung 

(a3) • A(HX. +I(Y. + LP.) _ 

HX, + KY. + LP; — 

= [(H.-K.)T+(H,-L.)P + HJX.^ 

•f [<"'-H»)X+(K,-L,)P + KJ T.l:(HX.+KY.+LP.), 
+ [(L._H3)X + (L,-K3)T+LJPJ ^ ' 

»orau« ficft buc(f> SSertaufc^ung uon X., T., P, mit -X,, T,, P, unb 
^3/ Y3 , Pj ä^nlidjt 2f uöbrucfe für 

rf. (HX, + KY, + LP,) A(HX, + KY, + LP,) 

HX, + HY, + LP,- «««> ^ UX^+KyI + LP. - 

ergeben. 2)er ©feic^ung (33) mirb ©endge geleitet/ nxnn 
(»4) K [(H. — K.) T + (H, — L.) P + HJ «a 

= H [(K.-H,) X + (K, - LO P + HJ 

unb , 

(36) L [(H, - K,) T + (H3 — L.) P + HJ = 

= H [(L. - H,) X 4. (L, — H,) T + LJ i(l. 
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a3e^mt man miltrffl Ut ©foi^tttigett (si)/ (s4)/ (^) ^^ 

tinbefannten @ripen X, T/ P/ fo erhält man , 

,^v Y L K4 — - K L4 + K3 — L^ , 

^^ HK3 — il^H + KL, — LH, 4- Lilj — HUi' 

Y TTL, -Ln, + L, - H, 

'^ IIK3 — H3H + KLj — LK^ + LHo — HLa' 

• • p . K H4 — H K4 «f- H2 — üi 

^ ™ RKj — H,R + HL, — LB, + LH., — HL^' 

wobiirc^ X, Y, P M guncttonen t>on z/ j, 7, p erfc^etn^n. 

S3e^anbelt man nun tn (18) a^ b; c ala beflanbig/ unb integrirt 
man bi# ftc^ ^tebur4) ergebenben ®(etd)ungen 

(27) dx = Xrfz, rfj = Yrfz, dp S3B P<iz, 

tnbem man aud benfelben burd) (Slinitnatton zweier ber ©roßen x/ j/ 
Zf p unb i^ret £)ijfcren$ialten auf d^nttcge SBeife^ wie bieß oben mit 
ben ®[cid)utiQen (3) gefd^el^^n i% eine 2)ifferen{ta%letc^ung ber btftten 
Orbnung itt>ir4)en ben betben übrigen ber genannten ©roßen ableitet/ 
unb le^tere Sifferenjialgleicf^ung tntegrirt, fo i^l man im ©tanbe/ x, 
7/ p burd^ z unb brei n)iUfürnd)e Sonflanten a^ b^ c au6in^ru(tett. 
iäpt man nun sl, b/ c oeranberlic^ werben ^ fo gibt \>ic in bieferiBe« 
jie^uiig oorgenommene DIfferenjtation ber für x, 7, p gefunbenen 
Äuöbnlcfe unmittelbat bie SBert^e ber Soeffici^nten ber £>i{fereniialien 
da/ dh, de in bin ®Iei(f)ungen (18)/ burd) welche z aud ber ©lei' 
c{)ung (^o) Wegfdtit. t>ie {wifc^en ben ®r5ßen a/ K/ c nun oor^am 
bene S?i{ferenjia(gletc()utig taun, wie toiv eben gefe^en ^ahen, burd^ 
ein ®9{}em (Weter ©leic^ungen integrirt werben / worin ftc^ im aflge-- 
meinilen ^aUe eine wiUfurlic^e Function beftnbet: ba^er gilt/ wenn 
man a^ b/ c wieber burcb %^ jf z, p audbrucft/ baffelbe anc^ ocn 
ber oorgelegten lBlffereniiaIgreid)ung (17). 

a3e5eirf)nen wir bur^ F, F, f befannte, unb burcb i eine will- 
Utlid^e gunctiou/ feifner burc^ d/^ ben in feejug auf bie gunctton/ 
M ©runbgroße genommenen IDiferenjialquotienten ber Function f / \9 
erfc^eint bad Sntegral fowo^I betr partielTen ©ijfereniialglet^ung (1) 

mit brei Variablen x, 7, z, wobei p = ^ ~ tfl, ald aud^ ber ge« 

w6bnlt<^eö (17) Mt oter ?8ariableit x/ 7, z/ p in beni ©pfleme jrteier 

@Iei(^uugeu oon ben S'oi^m^n 

(fl8) Fix, 7, z, p) = ^[/(x/ j, z, p)] 

^(«/ 7/ «/ p) s= rf/^ [/(x, 7, r, p)]« 
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Sd li^t [tdf htmifen, bap bad Stefuftat (s8) ber ))or^erge^en« 
ben SJoriefung bomit DoDfommen uberetnjltmmf. 

®p wie bte Integration einer Qtxoö^nlid^tn 2>iffereniialgtei4iung 
mit brei 9}artablen bemerfflelltget werben tonnte, inbem man eine bte« 
fer QSariablen anfänglich a(6 confiant betraci)tete/ unb bte nun uor^an« 
bene X)ifferen$talgleici)ung mit jwei Variablen integrirtf/ Idpt ftc^ audf 
eine !Z)iffereniia(3leic^ung mit fünf 93ariab(en uor ber ^anb aU eine 
©leic^ung {wifc^en mer verdnbertid^en ©röpen be^anbefn/ unb mt^ 
^ülfe ber fo eben aufgelößen 3(ufgabe tntegriren* 

ea fep 

(29) ^a ssi H^^x 4. HfJy -^^ Ld± + Mdp 

bte ju tntegrtrenDe S)ifferenitalg(ei(^ung (Wifc^en ben fünf 93artab(eti 
Q/ x/ jtZfji. SBirb anfänglich p a(6 confiant angefe^en/ fo ^abenwtc 

(30) du = Hrfx + Kdy + Lrfz, 

S)ad 3"tegral biefer 2)iffeiJenjiaIgIeicf)ung Wirb/ ber Sojtmel (a8) 
gemäß/ burc^ ba^^ S>pf}em (weier ©leicf^üngen/ Wie folgende 

(3i) J(u, X, y, 2, p) = ^ [/(u, X, y, a, p), p] 
I 
F(u; X, y, z, p) = d/^[/(u, X, y-, z, p), p] 

{tnb/ au^gebrücft. ^ier i{l p ebenfatlö ^inter bie Sunction^ieid^en 

1 
^f ^f/^ i 9^U^t worben/ weil bie betreffenben Sunctionen biefe 

(Sroße aU eine befldnbige in fic^ enthalten bürfen. Um nun ba^ 3nte« 

gral (3i) auf ben Sali/ wenn p oecdnberlicf) ifl/ au^iube^neu/ biffe« 

ren jiren wir Ue erfle ber baifelbe- bilbenben Gleichungen, fo ftnben wir/ 

wenn wir ber ^ürje wegen Ffiatt F(u, x, j, z, f) fc^retbeu/ unb 

eben fo mit ben übrigen Functionen oerfa^ren : 

d^Fdu+d^Fdx + dyFdj-^d^ Fd« + dp JPdp eta 

«£= d/^ • d/ + dp-^ . dp = F(u/ X, y/ Z/ p) • [d«/du 
-f^'./^x + rfj/dy + di/dz + dp/dz] + dp^dp. 

®uc^en wir aua biefer Gleichung bad £)ifferenital du/ fo er^al« 
ten wir bafür einen 2(udbrucf oon ber ^otin 

(3a) da =3 ^dx 4. ^dy 4- Sdz + ^df, 

wobei bte 9Bert^e ^0n Sp, &, i, ^ fid) (eic^t angeben laffen. Z)ie er« 
flen brei biefer ©rof en ^dngen b(of oon befannten Functionen ab ; nur 
tn bem 2(tt9brucfe ber oierten erfc^etnt bie wtUfürltc^e Function dp f. 
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2)a wir für dp = o We (BUiä)unQ du = S^dx + **'7'+ 8^* ^^' 

polten / unb tieft; ou6 (3i) obgelettet wiirbe/ fo muf bicfdbe/ iD«an 

itnberd (3i) baa^ntegtd für (3o) if}/ mit (3o) jufamineitfallen/ b.^. 

f« muß «^ = H, Ä=tK, C = L fepn; fe^t mon nun auc^ üRs=M, 

fo fiimmt (3a) mit (29) uberetn. Z}ie le^tere 2lnna^me fu^rt auf eine 

®UidfixpQ Don ber ^ctm 

« 
(33) P(ay-x, 7, z, p) s= dp,^ [/(u, X, y, z/ p), p]. 

X>itU muß difo noc^ (u (3i) ^tnjufommen , um ba6 3ntegra( ber ®Icv 
^uuQ (29)/ worin p alö oerdnbertic^e ®r6ße oorfommt/ {u erhalten. 

So (aßt ftc^ bemnac^ i'ebe mit fünf verdnberlic^en ®rdßcn verfe* 
^ene ©leic^ung mit 9em6^nlid)en Z)ifferen{ialien burd) ein ©pflem breter 
(Gleichungen integriren^ worin eine wiütürltdie Sunction jweter ©rö* 
ßen , fammt ben ouf^biefe jwei ©roßen ftc^ be^tefienben partiellen Stf« 
fcreniialquotteiiten berfelben/ erfci)eint. 

@o fann man nun weiter fc^reiteu/ unb {eigen/ baß jebe fau 
tielle !jDifferen^ia(gIeic^ung ber erjlen Orbnung mit oier oerdnberfic^rn 
©roßeu/ we(cf)e immer ald eine ®(eic()nng mit gewöhnlichen iDi/fereo« 
jialien unb fe(i)d Variablen betra.c^tet werben barf/ worin aber bad 
Z)iffereniial einer btefer 93ariablen fe^(t ; ferner aud) eben fo jebe ooO* 
fldnbige @(eic^ung mit gew6^n(icl)en £)ifferenjia(ien nnb fecf^d ^Sario« 
bfen [\d) auf eine gewo^n(ict)e :Differenjia(gIcicf)ung mit fünf oerdnber' 
lid^en ©roßen rebucireu/ unb bemuact) burc^ ein @p|!em breter @(ei< 
d)nngen integriren (dßt/ weßwegen aucf) bte Integration einer gewöhn« 
liefen Sifferenjidlgleic^ung mit fieben S}artablen nur ein Spflcm ocb 
uter ©I^id)ungen forbert 

3m angemeinen fann jebe ®Iet*/ung ber erj!en Drbnung , mit 
gewöhnlichen 2)ifferenj'ialien unb.2n— 1 ober 211 Variablen, u^ieau^ 
jebe ©leic^ung mit partieüen Sijferenjialien unb n + i «öarioblen/ wo» 
i>ou tie beiben (enteren fici) auf eine gewöhnliche Z)iffereniiaIgTei(^unj 
ber erjleren ?(rt rebuciren lajTen, burc^ ein ©pfiem oon n ©Ieid)ungeii 
tntegrirt werben. ?niein bie Mebuction einer gewöhnlichen 2>ifferen' 
i;iargleic{)ung mit 211+1 öariablen auf eine SJifferenjialgleicfcung mit 
an Variablen, Idfit ftcft auf bem ^ier betretenen fflJege nid)t oollirini 
gen, wofern lüdjt iwifcften ben (Eoefficienten ber Stffereniialien in Uv 
felben eine bejlimmte 5Äe(atiou (S>tatt pnbet. 4)ifOon fann man ff4 
burc^ bie Betrachtung eineö befonberen gaOe« feiert «berieugem «ef 
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fu^t man eine ®Ietd}ung mit bret SiariaMen auf «ine Moß mit iwei 
SSariableu uerfel^cne $u rebuciren / fo finbet man t)ad (Gelingen biefer 
ttmflaltung )>on ber befannten ^ebingungi'^gleicf^ung ber Sntegrabilitdt 
(t^ier unb fünf^igfle 93oi(efung / i3) abhängig. 

3Bad bie ©feic^ungen mit ^avtieUen £)tfferenjtalten bcc 'j^weittn 
unb ber ^p^eren Orbnungen betrifft/ fa ^at man bid je^t nur fpecteDe 
3ntegrationdmet^oben fir biefelben. 9)?eijlend fuct)t man biefe ®Ui» 
d^uttgen auf ntebrigere Orbnnngen ju rebuciren. 9Ba6 bid jej^t oorge^ 
trogen mürbe / reicht ^in / bie tu ber ^ol^t vorfommenben Sntegratic 
iien Hl Dtrfle^en. 
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0icun unb funßiöfle QSortefunä« 

übet ben ©ebrau^ ter X)ifferen)ta(« unb ^ntf 
atalrec|)nung bti ber @ummttun() ber ^unctio« 

nen unb SRei^en* 



•s • 



A^it ®umm( ieber SuncHon M^t flc^ mit ^ülfe bea Saylor'« 
f4)en Ce^rfo^ea oyf folgenbe 2(rt burc^ dne SXet^e oudbrucfen : 

@e^t man 
fo tft / bem S a 9 1 P r'fc^en @a^e infolge : 

A/(x)=/.(x).Ax+/.(x).i^+/3(x).^+/,(x).-^+- 

I 

• • • • +-^* W . r7rxT:i+/..t.(x+eAx). ^^;^;;;;^,^ . 

ivobet eine bie Sin^eit nic^t uberfletgenbe )>ofttii?e 3a^I Anseigr. 

Stimmt man nun bie Gummen beiber Steile biefer (Sleid^ung/ 
tnbem man Ax a(d beflanbig betracf)tet/ fo ergibt ftc^ 

STOan fc^reibe in biefer ®Ieic^ung/(x) |latt/,(x), aIfo^(x)<ft 
f»att/(x), unb/,(x),/,(x),/3(x),:c ilatt/,(x),/3(x),/4(x), «^ 
fo f nbet man 

(2) ;?/ (x) = -L-L. _ _ :?/. (,) _ ___ :sA (x) 

^fi (x) — V • . . 



I •9.3-4 



• • • • 



}(u6 ber ©leic^ung (i) felbjl forgt7 wenn man in berfelben 
n — I flatt n fcfct: 
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(3) o=/(x)-Ar^/.(x)-^^/,(x)-'^2/.(x)--.,.. 

ivobft 01 fbenfalld ntc()t groger ifi aU i / jeboc^ aber oon t oerf4)tebeit 
fepn fann. Sdpt man tn biefer ©letc^ung nac^ unb nac^/(x) in/, (x)^ 
/3(x)^/s(x)/ tc. übergeben/ verringert man fie bei jebem Schritte 
um ein ®(ieb/ unb multiph'cirt man fte jebea Wial mitäXf fo er^4K 
man bie ®(eid^ungen 

(4) oc=/,(x)Ax — Ax^JS/.Cx)— i^-^-^'W — 

^ ""' -2/—. («) - rrf t"— T -sy» (« + 0« A x), 



• • • • 



i.a.3...(n — a) "^ ^ ^ i.9.3...(n — i) 
o =/»(x)Ax» — Ax»^/,(x) , 



• • • • 



^/_. (x) - .., ,_ ., -2/. (x + e, A x) 



i.a.3...(n — 3) '^ i.a,3...(n — a) 

U. f. lU. / 

enblic^ 

O =/n-. (X) AX«— — AX» ir/n (x + ö» A x). 

9y?u(ttpliciren wir nun bie ©leic^nngen (3) / (4) ber Steige nad^ 
tnit ben vor ber ^anb nod) unbcf!immten> ®rößen H, / H^ / H, / tc. 
Hn / unb abbiren tt^ir bie erhaltenen ^robucte jur ©(eic^ung (2) ; lof' 
fen u>ir ferner iwx\d)en biefen SOIubiplicatoren bie ©leic^ungen 

(5) H, + -1. = o, 



1 .a 






i.a ' i.a.3 ' i.a,3«4 
tt. f. W. * . 

befielen/ fo ^aben tuir 

(6) :S/(x) =-^^H± + H,/(x) + H J*.(x)Ax + H,/.(x)Ax» + . , . . 

. . . . + H„/„_,(x)Ax— « + R« + ConsLf 
tooUi 

. . . . 4- H. ^/. (x + Ö. Ax)l A x- . 
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fflirfc 

(8) H, S3 At/ Hj es — L, Hj =s -/ ••#• H 



o 



/ 



gefegt/ fo oemonbeln ftc^ bie ©leicf^ungen (5)/ ba ein 93ruc^ von bee 
gorra- r — '*'" , • bem ©inomialcoefftcienten (") 

" I .2.3...r.i ,a*3,..(n — r) U/ 

gletc^ fommt/ m 

(9) » + (:) A. - 

•+(?)a. + g) A, = o, 

u. f. It). 

ICtefe ©letdduYtgCYt ^oben wir bereite in ber jwei unb üierjijfin 
fflorlefung oufgeWfl; wir fanben Aj s= — f , ferner 

As sa Ä5 =3 Ay = K. =3 O 

unb A» = Bj,. A4 s= Bj, Ag = ßj, jc./ 

wobei B,^ Bs^ B,/ tc. bie JßernpuIIi'fd^en Sagten corflcD»: ba« 
^er ijl 

(lo) H, s=5 — I, Hg = H5 = H^ = tc- •= o unb 

rr ^^ ®« TT ,— , ^^ n ®5 ,, , 

* i.a' ♦ i.a.3.4' > i.a.3.4.5.6' 

alfo 

(..) ^/(x)=:-^^H£i_i/(x)+-»L/.(x)Ax 

»otei ' • 

».r «= — r o \ , , ^/.r (X + OAX) 

+ —. ^—. ^ ^S» (x + fl, A X) 

' i.a.i.a.3...(ar — i) * ' 

~ i.a.3.4.i.!i.3...(2r — 3) "'" '^'^ » "^^ ^ " 
H ^- -2^/"(x + fl.r Ax)l Ax„ tjl. 

fBBtr woDen bie ftc^ uq9 (ier barbietenbe ®elegen^ett brnü^en/ n^ 
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etnifle wti()tt8e iSigeiifd^afeen bcr »er nouHi'fc^n Säulen fcnnen ju 

lernen. 

Sie gormel (iSg) ber ein unb jwoniigllen SSorlefung gibt un^/ 

mim wir in berfelben jrz = x, alfo « =3 - ""^ 



2K, ^ 

IC* 

u, f. ». 



= + C, 



(>«) * + jr + ä? + ^ + •••• = ^* 

*+k + ä^ + ^ + ^** 

*+?+g(r + Jä + ""* 

tt. f. »• 
fe|en : 
(i3) ' cot.x = 1 — Cjx + C»x» — CsX« + tc. 

mun tjl ber am angeführten Orte aufgejleaten gprmel (i3i) ge- 

m&% COLT 5= ' t ^^' '''' ober co«,x . sin. 2x =3 1 + co*. ax-, fer* 

^ 51/1. ax 

«er (neunjel^nte Säotlefung (87)) 

,ii.2x = 3x — — ^ + TTrXTTö " rTTTöX; •** 

+ W.J 



coi. ax 



«»X» 



«*x4 



ed befielt bemna^ bie tbenttfc^e ©let^iung 

a — aCjl 4-aC 1 — aCj 



^7x7 



*«X« 



•/ 






— aC, 1 + aC, 

_ _!L.i ** 4- ^^^^ 

77äT5 j * 1 . a . I 



a»a, 



3 ^ x« 1 . a . 3 

a» I __il£*_ 

T" L.a.3.4,dJ i«a.3*4* 

a^ 



X« ^ IC. = 



i,i.3.4*d*6*7' 
a^x« , a*x* a«x« 

i.a • i.a.3.4 i.a.3.4-ö.o 



:•/ 



tvoraud 
(14) C, + 



I .a 



1 ..a .3 
^* "T ,.a.3 ~ i.a,3.4.5 i.a.3.4 

• "•" i.a.3 • i.a.3.4.0 ^ i,i.3.4.6.6.7 i.9.34*d 

U« f. ». 
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m 

folgt. 93rtngt man btefe ©Teilungen anf tte Sotmen 

(»5) £^ 4- J5i. j — ]_. — o^ 

a* » i.a.ä'a* * i.a.3.4 "" i*a.3.4.5 ' 

a« "T" 7^ • 37 T i.a.3.4.6 * a* *^ i.a.3.4.ö.6 "^ i.a.3.4.5.6.7 

U* f. »./ 

• • • ■ 

wobei Hl = — f tfl, fo ieiflt bie gSergtei^ung berfelben mit ben ©In« 
(jungen (5) / bap 

-i «=5 Hj , ^ s=3 H^/ j^ B» H(j / jc. 

fepn mup. Sir l^abeit fomit 

(16) C, = ^^j C, = 77775^/ Cs =S -____, K.r 

alfo 

^ ^ 1 a«B.x , a^BjX' a^BjX« , 

(17) coUx 6Ä L. -| . . ' ■ __-_-4- IC.; 

^'^ X i.a ' i.a.d.4 i.a.<J.4«o.6' 

ferner 

^ i«a i.a.ö-4 i.2.o.4*<^-o 



^ ^ * + ;7 + ^u + H + • • • • 



•^.x_ 



1 



a^ • 3^ « 4» ■ ' ' ' ~ I.a*' 6 ^^ ^ 

*+5^ + 34i^4?^ *= ,.a.3.4 90 

? «C — — 



+ 5Ä + 3« + Jö + ' • • • 



^* 



4« ' - - - - i.a.3.4.5.6 945 

u. f. w. 

Sd laffen ftc^ alfo bte in ba6 Unenblic^e fortlaufenben Steigen ber 
reciprofen ^otenjen ber natürlichen Sagten mit geraben Sjrponenten 
mittelfi ber iBernoudi'fc^en Ballen fummiren. 9)?erfiotirbig tfl e^/ 
ba$ biefe Gummen auf ben (£x))OHenten bed SSer^dltnijfe^ {wifc^en ber 
£rei6perip^erie unb bem Durc^meffer rebucirt mcrben UnnenJ 21ua ben 
Oleic^ungen (18) er^eOet jugfeic^/ baß bie iiumerifc^en SBert^e bet 
©lieber ber Steige B,/ B2/ B3; B4/ k. not^wenbig mit abwec^felu« 
ben Seichen )>erfe^en finb/ wa& \iti) aua ben früheren Scrmeln für btefe 
3a^Ien nic^t ergibt. 
, 2)a im ?iagemeinen 

• 2» ' d«n • 4tB I V / i.a.3...an 
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1 . 1 

• • " • 



_._v. ^"^'P"^' JJ«tt 

~^ -^ • i.«.3..*an(an+i)(an + a) 

t(l, fo ^o*en wir 

• Kn "^ Bn • (in + 1) (an + 4) 

^_ Bnti il* l 

^""^•^■(■+i)('+;)" 

Caffen tt)tr nun n unenbli^ warfen , fo ergibt fl4>/ Da tn biefeu. 
^injtc^t offenbar 

«m« — ^ — 25S — tim« — • 

Dn Ä 

(£6 bilben alfo bie nurnerif^en SSSert^e ber »ernonlli'f^en 
Sagten (welche , wie Die «ec^nung jeigt, bid swr britten obne^raen, fo-- 
bann aber warfen) eine fieigenbe JRei^e / beren ©lieber nt*t nur aU 
lein jebe gegebene ®röße übertreffen Mnnen, fonbern au* in einem 
größeren ffler^aftniffe iune^meui ald bie ©lieber jeber benfbaren geo« 
inetrif*en ^rogreffion. 

' 2lud ber Summe ber 9tei|e 

laffen jl^ bie ber Meißen 

• 3o ^^ 5» "^ 7» ^ 

*unt> 
leicht ableiten, (gd ifl ndmli* offenbar 

(.,) T. = 8.-l: = (.-i;) 8, = (.— .)?: 

. i&i«rau« folgt aud^ (ein unb iWftniigjle «Dotlefung (141)) 
. («o) %.x = (a»-i).-^^(«*-«).7:73::f + 



f 
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tinb (neunje^nte ^orlefung (^o^)) 

(21) Z M/i.x = Zx i . X» ^ -^'. — 5--^ . - + :c. 

^ ' i.j ■ 1.2.0.4 ^ 1.2. 3.4. 0.6 a ' 

X>ie gormel (11) fann in eine ollgemetne^ummirungöforraelb« 
Steigen umgeflaltet iverbeti/ beren allgemeine ©liebei: a(6 Sunctioneo 
ber juge^ortgen S^ig^i^ gegeben ftnb* 

G« fep nimlic^/(x) ^a^ bero Seiger x cntfprec^enbe ®Iieb einet 
Steige/ welche mit bcm ©liebe, beffen Seiger = 1 tfl/ beginnt/ unb 
bte^®umm( ber x erflen ©(iebeir biefer Steige =S. , al\o 

8, =/(!) +/(2) +/(3) + +/«. 

fo tfl/ ber in ber ein unb mcrjigjlen iöorlefung gegebenen gcrmel (47) 
getndf / totnn man bafelbjl x fiaf t n fc^reibt : 

S« = ^/(x+0; 
meldjie 0umme in Sejug auf Ax => 1 fo beflimmt werben rauß^ baf 
fie für XS3 oerfc^ windet. SRun i|l 

folglich/ )»enn man flatt ^/(x) ben 2(uabrucf (ti) fe^t/ inbm n^n 
bort A X S3 1 nimmt : 

(32) S. c=//(x) dx + i/(x) + ^/, (0 + 7^/3 (X) + . '. • 

• • • • + 7T"^ — ^7*^«— (*> + "" + ^'"'•' 
toobei 

ifl. !&ie Sonftante muß fo beflimmt werben / baß S, für x:=:o vtc 
fc^minbet ; ge^t ba^er bie ^otmel rectaler ^anb bed ©(eic^^itaieic^en^ 
cl^ne bie Conflante für xs=o in A über/ fo ifl Const. &= — A. Oft 
Idpt fldb ber SBert^ oon A aud ber Formel (23) nic^t entnehmen; in 
biefem Solle berechne man bie (Summe ber oorgelegten Steige für einen 
anberen SBert^ oon x, j. $B. für x=^n/ burd) mirfUd^^e Ti^l>itm t^rer 
©lieber ; ferner für eben biefen SBert^ ^on x ben 33etrag aller ©lieber 
ber %otmel (23) rechter ^anb bed ©(eic^^eit^eic^end o^ne bie So»- 
ftante ; ber Unterfd;ieb beiber 9iefultate wirb offenbar ber SBert^ biefer 
Conflante fepn. 

Sd ifl bemna^^ wenn wirber angenommenen iBeieic^nunH^' 
treii bie burc^ wirflicf^e 2(bbitiou gefunbene @umme ber a erfien @Ii^' 
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ber ber tjorgelegten Steige S. nennen/ nnb /-i(x) jlatt ff {tu) du, 
ferner ^{r, x) Jlatt B,, fd)reiben: 

(23) S. t=/.. (X) + J/(X) + 3-/, (X) + ^/3 (X) + . . • . 

wobei 

Comt. = S /_. («) - i/(a) - 5i^ /. (a) - -^Z, (a) - . . . . 

ifl. SSBirb für /(x) eine ganje rotionoU gunction Dom m*«" JRönge 
angenommen/ fo Derf^^ii^uiben bie 2)ifferenitaIquottenten /mti (x)/ 
/inf«(x)/ K«/ unb bte Siei^en/ n)eld^e ftc^ tn biefen |$orme(n rechter 
ipanb bcd ®Ietc^6ettdjetc^en6 befnben/ brechen ab. 3n jebem anberett ' 
Salle fann man biefelben beliebig meit fortfe^en. 2)a fie aber bann^ 
wenn/i {%), /»(x), /aCx), . • . • nicf|t juiejt iinenblid^ Mein werben^ 
ber. oben naci)geiviefenen Stgenfdjaft ber 93ernouIIi'fc^cn Säulen in» 
folge/ bioergiren/ fobarf man bieSrgdnjungen -^{r, \), ^ {r, a) nic^t 
unberücfflc^tigt (äffen. X>ie genaue 2(ngabe biefer Srgdnjungen ifl je» 
boc^ nid)t minber fc^wierig/ atd bie S&erec^nung ucn S. felbfl^ man 
mu^ fid) ba^cr begnügen/ biefelben baburc^^u beurt^eiten/ ia^ man 
für jebed einjelnefölieb ber obigen dtei^en eine ©renje auffnd)t/ it^el^e 
\>\t baju ge()orige Srgdnjung nic^t überfc^reitet. g^tgenbe nad[) Sr« 
c^inger'd Einleitung angefleQte 33etrac^tungen werben un6 \ia\fx oer« 
Reifen. • • ^ 

®e^t man bie 9?ei^e rechter ^anb be6 ®reic()]^eit6ieid)end tn (23) 
über bie Srgänjung f (r/ x) ^inaud fort/ fo ergibt ftd) offenbar 

(24) ^ (r/ X) = ..,.3!!(Vr+t) '^"^- « + T:^^^)'^«« W + - 

fflun i(l vermöge (i8) 
(25) ?li^^ _(_,)r.3r.J_^+^l_^+.J_^+ 1 

_JEli!___/ iVf. ^r ' I _» L_I L . 1 

« 

Br + w /NX n* I* 1^ ,T 
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folgli^ ^ot man 

+ g^/«*— W + ^* 

+ (6«)«t.W^"**^-' (^^ + ^« 

menn man ndmlfc^ bte (Srgdnjung ^(r-f- w/ s)/ tnbem man fte ontet 
bte cinjelnen ^orijontaten SRet^en / fo n^te ed bad fBilbuiigdgefe^ ber« 
firli)en forbert / Dert^etlt benft/ 

^ w, + w^ + W, + fe|t. 

93eieic{)net man iie Zotahvett^e ber ^orijontalen Steigen bat<l^ 
5t,, X^, X3, K. , fo ergibt flc^ füi' (—0* • i + (^z x) ber Unenb* 
lic^e 2fiiebrucf 

(26) X, + 1C, + X, + 

3m '2((Igemeinen tfl 

}iu6 biefer ©letd^tng folgt/ in fo fern bieSRet^e red^ter i^anb be$ 
®(etc^^eitöietc^end in ba6 Unenblic^e fortgefe^t/ eine conoergirenbe i^ 
tutd) jn^eimaliged !&tf erenjiren berfelben in KtiuQ auf x : 

(»8) ^ + ("-)* X- - (1^/"*« W « •• 

2(ber btefed Stefultat ifl Don ber Sefc^affen^ett ber Sunctioa 
/«rf I (x), weld)e bte Sonvergent ber erwähnten Steige bebingt^ unah* 
gängig/ e6 befielt ba^er in ollen fallen. 

2)te ^nt^gt^ation ber 2)iffereniiarg(etd||ung (38) ^angt/ tt^te in ber 
fünf unb fünfjigjlen 3$or(efung gefagt ivnrbe/ von jener ber ®ltiä)uns 
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(«9) ' S^+(^n^)tX«o 

ab. 3w<t )»arttfulare Sntegtalien berfelben finb 

Xtt s= «in. an^rx Hub Xa es cox^.anxrx^ 

ba^er ffnbrt man nac{) ber in ber angeführten 93pr(efung ertj^eilten 2(n« 
leitung : 

XC05. »nnx-^ /st 
51/1. «nirx-^ yvt 

2(ber n tfl eine ganje 3a^I; ber Sert^/ ivelc^en x nac^ verriß« 
teter Integration erhält/ ifl ed aud^: folglidi) ifl außerhalb *ber 3nte« 
gral^eic^en ^m. 2nirx = 0/ cos.2^n9rx= i/ unb ba^er 

Xa C= r^f/nrii (x) d'x sin^fln^X. 

(a n7i)«'T i 

S>er numerifc^e Sert^ oon «in, snsrx ift nie großer aU bteSin« 

^titf fol^lid) ifl jener »on Xn nie großer al$- TTTT-^f*^^^ (*) ^'^z 

b. ^. nie großer ald \/^^; + C, wobei C eine bejldubige ©rfipe 
bejeic^net« Siefe fonnen loir ju ber in (23) erftcbtHd^ gemad^ten Sonflante 
binguidblen , baber ijl Xn nie großer aU ■- ^" ^ ■ . Äiera4$ folgt 
offenbar^ baß ( — i)' 7 i> (v, x) ntc^t größer tfl al9 

((^0^777 + (4^)7777 + Töb^ + ) ^"^^^' *^^'* 

(-.y.^r.x) < a[^+_;^,^ + --L- +....] /„(,) 

ober -f(^/')< .. 3.3.. .,, /»(')/ 

tvoburc^ ftc^ ^er ®rab ber ©enauigfeit eined mittelfl ber Sormel (28) 
ir^altenen 9tefu(tated leicht beurt^eÜen Idßt. 2)aß ha^ ^ier ®efagte 
anc^ auf bie ^ovmd (n) angewenbet werben fann/ ijl für ftc^ Aar* 
00 lange bie Differenjialquotienten /j(x),/j(x),/3(x), ic 
eine faQenbe Steige bilben f ifl um fo me^r 

b. ff* unter biefer 93orau6fe^ung ifl in ben Steigen uä)tet ^anb bed 
©ieic^^eitdgeic^en^ in (28) ber numerif^e Slßert^ ber auf jebed ein« 
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{eine (Slteb folgenben Srgdniung fidner/ alS W genantffe ®Iicb 
felbp. 

SBtr n>oDen nun ncd) einige Srgebntjfe ber l^ter enfwicfeften %ot' 
tneltt/ welche ft(^ auf ®e9ea{i4nbe früherer SSorlefungen bcjte^en/ in 
ber Aärje- beruhten. 

65 tjl 

ii{z+i) = («+i)7T(«), folglich in(z+i)—ln(z) r= 2(H-0; 

ober/ wenn im'r Aze=s i' annehmen/ A 1/7(2)-= ^z + 0^ worauf 
fic^ ln{z) = ^/(2-}-i) ergibt. SBir erhalten bemna^ mittelfl ba 
Sormet (n) megen fdzlz c= zlm — fzdlz s= siz — s 

weld^e Formel aber nur auf ))0{tttoe SBert^e t>on z anmeubbar^ nnb 
junt practifcben ©ebrauc^e um fo taugli4^er tfl^ je me^r z bte Sin^tt 
iiberfc^reitet. 3ur $8ef!tmniung ber Sonftante fönnte {»ar ber oben 
angebeutete SSBeg etngef<^(agen werben; alletn folgenbe SBetrac^tnng 
fi^vt foQltid) jum 3te(e. 

Cajjen wir in festerer ©leid^ung z eine ganje fofiti^ 3a$f fepn 
unb unenblid[^ wad^fen^ fo jinben wir 

Const. t= lim. [in (2) — (z + 1) Zz 4- z] 

s= lim. [/ (1 . 2 , 3 . • . z) — (2+ v) ^z + *] ; 
ober wenn wir az flatt z fe^en: 

Const. = lim. p (i • 2 . 3 • • • 22) — (sz-j-f) Zsz-J-Ä«] > 

ber erflere STu^brucf Idpt ßc^ aber aüd^ auf bie Sorm 

Const. = lim.[l (2. 4. 6.. .22) — zZ2 — (a+D ^*"i"*l 

bringen; welche ©(eic^ung/ oon ber oor^erge^enben abgciogeii, 

o SS lim, [Z (1 .3.5. • .22 — 1) — (z+v) ^2 — zlz -f- «] 

gibt. Sieben wir biefe ®Ieic^ung oon ber i^r oor^erge^enbeti ab / fo 
er^Iten wir enblic^ 

Const. = Um, Vi '•46- -O'-^) •(»)• ^ i,"] 

L 1.0. ö (az — i) * J 

L i.d.o (»« — i) _J r * ' ^ ' 

(Sd tfl alfo 

(3o) iiT(z)=(«4.i)fz— « + ifaT + -5i-+:-5l.-4-3 — L,j. 
v/ v/ \-ri/ -r., 1^ , ,.B "^ a.4.«» T^ 5.6.«» "^ 
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2)iff<retiitreit mr btefe QUtiä^nnQ, fo ergibt fic^ mit Sliicf jic^t auf 
bte in ber {wei nnb funfydfleii Oorlefung gebranc^tf SJesetd^nung : 

(3.) y(z) = lz + l-5L_!i_2L_ 

Suc ein ^inret4ienb grofed s ffnbet man ben SBert^ oon 9^(«) 
mklelfi btefer S^rmel fa genau al6 man will« %t6 bemfelben laffen 
ft4ibie9Bert^ biefer Sunccion für Heinere z Uidß ableiten. S^enn U t|l 

folglich fdr jebe ganje ))ofUioe 3a^I n 

ir(«+n) «:« y(«) ^-L.^--^-|.^4....+ ^, 

unb fomit 

(Sa) Wiz) e y(«+n) i^ ^ — -^ 

3n6befottbere iß 

(33) y(o) =:r ^(n) - , _ I - J - ^ - . . _ 1, 

:&tefe ©(eic^nng/ oerbunben mit (3i), fann int ^^re^nung i^on 
yf(p) Btt — H (jmei unb ftinfitgfle 9}or(efung) gebraust werben^ bie 
fid^ ^ieburc^ mit jeber beliebigen 0(^arfe bemerf jleDigen M^t. ^ie mirN 
lic^e 9te(^nung gibt für nfiaaio 

W(o) tsx — 0*5773156649015395 . ♦ . •/ 

mobei bie verlebte IDecimaIßeOe no6f richtig iff« 



I 

4 



-te-M*«JbfltariMi 



t»lftfl«(<iiifeN'i Mof^. «0r(efunfien. t. ^8 



434 



<S cc^Siajlc 1Ö0 riefung. 

Übet iie S^ariation^rei^nung. 



e, 



'6 f<9 u eine gunttion ber üon'einauber uiiab^dngtgen vetan« 
berltrf^en ©rößen x, y, «, . • . ., welche »eiie^ung »ir X>ur4 to 
®Ie1cf)ung 

(i) ü = 9(x, y, e, . . . .) 

au6brucfen moUen. 9?e]^men wi't an , t>ie Hxt unb Seife / wie u ton 
X, y , z, . . . . abf^d'ugtf;^. ^. ^te gorm bct Sunctio» f 4nberi fi<^/ 
biefe Function gc^e j. U5. in ^(x, y , z^ *. '. . .) über/ fo wirb u bef- 
l^alb eine 2Cnberung erUibi-n/ bereit 93etrag 

. = iKx, y, »f . . . .) — f i^f Yf z/ - . . .) ♦'^ 
iflf unb bei ber unenb(ic{)en 2(nnd^erung ber gunitron ^ an 9 in beit 
Bußanb bed unenblic^en ?(bne^menä übergebt 

SDtan nennt eine btirc^ ^ie Sormdnberung einer Function tritü^tt 
xmenblid) ffeiii werbenbe ^nDerung berfelben i^re >öpri»ition, unb 
^ bejeic^net fie burd) Un ber gunctipii borgefejten iöuc^|laben & S$ i\l 
bemnac^ >n ^^ejug auf H^ fo eben ©efagte 

(2) Ju = ^ (x, y, Zf . . . .)..— ? (^/ 7/ 25/ ....)• 

97ebfl bem Übergänge ber Sunctipu 9 in ^ fcnnen au(^ no4 ^^ 
©roßen x, y, z, . . . ^ felbfl um 'unehbftd) abne^hienbe Unterfc^i^öe 
gednbert werben , unb baburc^ auf bie Variation uon u einwirfen. 
S)iefe Unterfc^iebe feigen ebenfalls 93ariationeti ber juge^origen 
®r6ßen f unb loerben burd^ bie oben angegebene $6eieicf|nung bemerf- 
lid) gemacht. 3m aQgemeintlen vSiune i\t alfo 

(3) ^a=^(x + ^x,y + ^y, z + Jz, . .• .) — 9(x, y^ z, ....)• 

Cbfd)on biefen Srfidrungen jufolge jiDifc^en iOariadonen oiib 
S)ifferenita(ien t>erdhberlic^er ©röpen ein iDefentlidf^er Unterfc^ieb in 
bejie(?en fc^eint/ tnbem erflere eine 2(nberung ber jwtfrfien biefen ®ro« 
$ei\ be{!e^enben 93crfnuf}fung/ (ej^tere aber gerabe tat ®egent^et( oor- 
auefe^en / fo laffen ftd) boc^ bie SJariationen auc^ ald S^iffgrenjiaticn 
betrachten / unb erförbern forait im ®runbe feine eigent^umlic^e SBe- 
ieic^nung. 

9Ran fann fid) ndmli^' immerhin oorffeden/ bie ®cppe u ^n^t 
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ttid^t Uof tton. Xf j, X, . . . •; fottbern äbethi«^ itoc^ i^oit ber 93a- 
ttaUm't bergefkilt ab/ baß ber Tfu^briiicf (i) nur ein fpecielleir/ ber 
Tfnna^me t=c/ tt^obei c eine befianbige ©rpße bebeutet/ enlf))rec^en« 
ber Sali ber üttlation 

(4) « = *(x/ y, a, • . • . t) 

ifi; unb bie ifnberung ber 93eiie|^ung, in welc(;er ujux/j/z^.... 
(le^t/ fep md;td weiter/ alö ein Srgebntg ber^nberung be* ®ert^ed 
ber ©rJge u Step o^rauögefebt/ brurft baö partielle 2)ifferenjial 

(«) . . 57*^» 

nnter ber 2(nna|^me tsse bie 93artatt4>n von u im @inne ber &lth 

^urtQ (2) an^. 

. 3n fo fern aber an^ x, j, z, .... oarttren foUen/ ifl ed/ u>ie 
bte S<^lge {eigen ivirb/ uoQig J^inreic^enb, biefe 93ariablen al6 unbe« 
flimmte Sunctienen ^on t gu be^anbeln. S)a^er ijl bie 93ariation oon 
Q im @tune ber @Ietc^ung (3) 

Wpbei man nacf^ t^errid^teter £)lfferenjiation t =^ € gefegt benfen muß* 
2fnein burd) ben ©ebrauc^ ber früher aufgefledtcn ';i5ejeic()nun9 
mtrb ber 2((gorit^mu6 ber Sariation^rec^nortg ungemein vereinfacht/ 
unb beßwegen n^olfen xoix und berfelben bur(l)ge^enb$ bebienen. 

3n allen anat9tifci)en Unterfucbungen/- »xl^e bed ^^artatiotiö-' 
GEaleula bebürfen / erfd)eint bie 9?elatit>n iivifcf)en ben babei in @ru>d' 
gung ju jie^enben Variablen al^ t'mz unbefltmmte/ unb meijlend ifl 
eben bie 2iudmittelung biefer Sfelation ber ^xotit ber Sied^nung. 

Sd fen nun u eine unbeflimmte Function uen x, y , z, . . . ., 
y l^tngegen eine bcjlimmte Sunction ber ©ropen n, x, y , z, , . . . 
unb ber ISiffereniialquotienten 

dxx du du d^vL ' dru 

d\ dy du dl?' dxdy 

fo ffnbet man bie bard^ bie Umioanbtung oon u/ x/ y/ z., '« . . . in 
u + Jo, x-f-^x/ y+S'J/ Ä + Jz, .... erjeugte ?Öariation oon V 
offenbar raittelfl berfelben 9te4inungaoperationen/ mittelfl toeld^er man 
baa S)ifferen jial oon V erj^alten tpurbe/ nur txiii babei bad ^Sariationö^ 
jetd^en an bie ^UMt bed £)ifferenitalieicbena. 

SBir fonnen ^ier m&ji unbemerft laffen/ baß ed/ wenn mt&to^t 
l^inter einanberten Operationen bea 2)iffereniiten6 uaD beö ^ariivena 

a8 * 
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1« «ntemctfen tfl/ auf bat 9te{iA4l bec 8te($iiitiid fernen €iafht0 $dte^ 
»el^e biefer Oi^eratt^nen tnaii («erft Mmiannt ; ober tu 3et(^m : «4 
ift ftir iebe <8artab(e m 

(7) ^dz s= d^z. 

Senn ta ^(z -f- ^<) &= }z •{- idz ift, fo ^aben wir 

3Cber in ^s bte Variable z tn z -f- dz übergeben Taffen/ uabfi« 
bann iz baoon abfielen / (eift ^4 bffferen jiren / ba^er ifl and) 

5(z + dz) — »z =5 dJz, . 

werand bte Sttc^tigfett ber ®Uid)un% (7) von fdbjl folgt. SBtr f dnsc« 
nun weiter fd^Iief en / baf 

(8) }d«z t=3 iddz s= dfrdz s=s cfd}z t= il^^z/ 
»d^z s Sd^dz &=;: d^^dz =& d>d^c c= d>}z, 

unb allgemein S^d»« = d^ }z fe9n muß. 

9?e^mrn wir, um einen einfacheren %aU oor 2fugen ju ^abeu/ jii« 
er{l an I V enthalte b(of {M^t oerdnberlic^e (Srigen y unb x / »ovott 
bie erfle eine nnbeflimmU Function ber {weiten ifl / nebjl ben Stffereii' 
{ialquofienten 

dy du da dr - _ 

f« $i«t b«« :piifereRi(<i( von V ^it gor« 

äY « j-dx + -dy + 5-dp + ~dq + j-^dr^ 



dy ^ ' dp * "^ dq 

hieran« ergibf fid^ / wie wir oben erinnert ^aben : 
(U ifl aber 

^ ^dy Sdy dyidx ^ dir dSx 

'^^^ . dx dx dx» ~^r «^ dx 

d(?y — p8») I dp ^ d(>y — p»x) , ^, 

ferner / ba q {u p unb r in berfelben iGesie^ung fle^t/ wie p i» y 
unb q: 

d(8p>-q8x) d«(gy~p»x) j. 

unb aua bemfelben ®runbe 
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U. f. »•/ 

menn namltd^ dz ket bem Sifferenitren aU conflant be^«iibeU xoixb. 

0e(eii wir ber Aurje »regen ^7 — p^z ss Sw/ iiiib führen wir 
btefe SKefuftate in ben obigen ün^htudl fnr ^ Y eiti/ fo er^Iten luir mit 
StucFfic^t atif bie ®(ei(^ttng 2y = pSx4-S^w; 

. <iV ^ , </V diu , dV «J»5» , dV d*ia , 
' <<y ' <ip <ix * <tq dx* ' <ir «x» ' 

ob(t weil 

/dV dV , dv , dV , dV . \. ._ ._ 

(9) JV = 

welcher Tln^ixuä bie allgemeine %otm ber 93ariation j^ber SunctioQ 
ber ©rö^en x/ 7 unb ber ^Differeniialquotienten 9on 7 barfiellt* Sit 

bemfelben fie^t ^ ^ T flatt -^7 um feine Serwec^^Iung biefea Clno« 

tienten / in toeld^em d \ ba^ t^oOfi^fibige IDifferensiat ocn V bebeutet/ 
mte bem in SBejug auf x genommenen fattkücn 2)ifferenitaIqnotienten 
{u oeranlaffen. 

Srfc^einHnVnod^ eineanbere i»on x ab^dngenbe 93ariab{e s nebfi 

ben :Differeitita(<|«ottenten ^^ sas p, ^ ^ es q, , -^ = r^ / «•/ fo 
muffen (u bem ^uöbrucfe (9) nodji bie ©lieber 

dV ^ r dV di», ♦ dV d^ii», , dr d^i»^ 

^iaiugefügt werben / m meieren «»« s ^2 — p^ Sx ifl. 

Sd fe9 {weitena V eine Sunction oon x/ 7/ z unb ben fi^ anf 
X unb 7 a(a tnbe)>enbente ©roffn bf jte^enben Z)t{feren|ia(qttfttfnteii 
Den «/ ndmlid^ 

<28 <i» d^K d^Z ci^B ^«M 

dx ^ dy ^ d\^ dudy rfy* f 1 » 

+ 7; ''• + 51''' + -•' • 
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foTfill* 

d Y = -:r- Jx + -T- tfj + -;-* 8^2 + T- ^P + -j- ^^ + 1— ^«^ 

dx ' dy ^ * dt ^ dp '- ^ dq ^ ^ dr 

"T" "j— " O S -+- -r-- t -4- • • • 

' ds ^ dt * 

9Iun fabelt tPtr 

ax £ix *^ ax rfx • dx 

9Sttvad)ten wit ber (^infadj^tit ber 9tec(;nung nfl^gen ^7 alö eine 
I90n X unabhängige @r6pe ^ fo f onnen wir obiger 93artatipn bU %orm 

* rtx * dx • £^y '' 

geben« Huf gleiche SBeife erhalten n>ir , ivenn wir ^x von 7 unab^äo' 
flig fepn lajfen: 

*^ 57 + 'rx^^ + dy^^' 

ferner Sr « J ^^ = ^ - ^ . ^ 

' ^ dx dx dx dx- 

= dTr —l^-dl^'^'^Ty^^' 

d\dy ^^ dx ~ dy^ ^ 

rfy* ^ dx * «iy ' 

U. f. W. 

.^ieburc^ mtt, menn mir Sz — pS^x — q^7 = ^^ fe^en/ we» 
gen Jz c=spS'x4^ q2i7+ ^w: 

Vax * rf« £^x ' ap ^x ' </q #i{x ' ££r dx * J 

i/^ytdV dz dV dp.dV dq .dV dr . \^ 

'^\dj^d^'7ry'^di'''dy^d7i* Ty'^dJ' Ty'^'**y^^ 

, dV ^ , dV <2Su , dV dit^ , dV /^Sü , dV d^^u 



dz ^^ dp* dx ^^ dq* dy ^^^ dt* dx"^ *^ ds ' dxdj 
+ 5T' £iy» + 

2(ber bie (Sroßen^ welche mit ^x unb iy muttipticirt erfd)einen/ 
ftnb offenbar bie in 93eiug auf x unb auf 7 genommenen partieaeo 
ÜDifferenjialien oon V/ in fo fern bie ®roße z bereite burc^ x unb 7 
auigebrücf t worben tfl ; bl^jetc^nen ivir biefe Z)ifferengta(quottenten ^er 
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« 

ten wir 

(10) JV = 

'Sd.fi?9. nun bie SJariation ted ZnttQtaU /\ dx ju berechnen/ 
tn ivetc^ent Y eine gegebene gunction ber ocn x auf eine nnbefltmmte 

SBetfe ab^dngenbenSropen y, ^ = p, g « „ 1? « r, k. 

*' 77 "= >?*' ^ — '»' 77 = ''*' ^^- ^^'^P^"^- 

®e^en mir /V rfx = W/ fo folgt 

dW = ydx unb dJW «= S(Vrfx), 
folflfic^ JW =/i{Vd^), b. $• ^/Viix =/J(Vrfx), 

»ber ee ijl »(Vdi) = SVrfx + VdJx, alfo 

J/Vdx =/(»Vdx — VdJx) =3 VJx+/(JVdx — rfV>x); 

weil/ ber gormel (Ö2) ju golge/ »elc()c wir in ber jwei unb funfttg» 
flen 93cr(efung fennen gelernt ^ab^u, bfe ©Teidiung 

/Yd^x = VJx — /dVJx 
befielt $ ba^er ftnben wir/ wenn wir bie %omel (9) ju ^ulfe nehmen: 

i/Vdx = 

= VöX + / (-—dCOflX-l r— ad CO 4 -— . ; [- 

* ^ \dy 'dp ' dq dx ' 

1£>a bie fo eben erw4$nte Sormel (82) ber jwei unb funfitgf^en 
SSorlefung 



-— rfdco = .^^ ^o 1 d -— - tf( 

dp r/p ^ rfp 

i/q ' £^x . dq* du ^ 

,dV ^ , r^ ,. dV 
dq \J du dq 



dV dim 
dq * d% 
dV dica i ,dV ^ , Tt .. dV 

dq* dx dx 

u. f« m. gibt / fo bermanbelt fit^ biefer 2(uebru(f in 
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(I.) */Vdx« 

+ • • • • 

T^ Vsn 3i *^ + ^ rfx 

^ V^ir» } dt^ 

+ 

+J Lfe~5x-d(? + ^a^^ 2^-35 ''^a7 + -)*« 

+ (ji"^7. ^^7,+ 35 ^*3i:-^:2S?^3r, + ••••;*«- 

+ 1 «£x. 

2tuf biefelbe 2(rt wirb man bie 93artatton einer ^ntegralfonnel 
oon ber ®eflalt f/Y dxdy batflellen fonnen/ tn n^eI4ier bte eine 3^* 
tegratton^blo^ auf bie oeränbernd^e x / bie anbere hingegen blof anf 
bie oerjnberlic^e j fid^ be{ie^t/ unb V biefelbe Sefdi^afen^ett beft^tf 
'bie ber %^xmtl (lo) (ttm ®funbe liegt Z)a# (ier ®efAgte tti^i t^ 
bie tn b^r %ol^t oorfommenben Steigungen Derflel^en (u Knnen. 

S}ie Sormel (n) bieNt und Gelegenheit bot/ eine wichtige Se- 
merfung {ü machen. :&ie {Wifc^en j unb x/ wie au<^ itt^ifdS^en s uab 
X u. f. 1». befle^enbe Süerfnupfung tft oiOig unbefKmme gelaffen loor« 
beu/ unb nur wenn biefe gegeben tfl/ fann im 2C0gemeinen ^k ^ntu 
grattott ber :&ifereniJa(formeI ydx bewetffleOigee merben. VOetn H 
finnte and^ Y fo geflaltet fe9n / i^^ ftc^ biefe 3ntegration Kna(|i&ig^ 
von ieber (mifc^en ben genannten SSoriablen 0tatt finbenben 9teIation 
audfii^ten U0t/ wa9 offenbar ber %M fepn wirb , tHnn Vax nnmtt« 
telbar burd^ ^Differentiation einer beflimmten Snnction biefer Htindtf 
liefen ®rdpen unb i^rer :CiffereniiaIquotienten entfianben tfl. Skmag 
man aber /T d z bnrd^ einen ber Integration ntc^t me^r unterliegen« 
ben 3(ndbrurf anzugeben ^ fo muf iSief aud^ mit ber 93ariatioit biefe* 
Sntegrala gef^e^en f (nnen ; unb baffer wirb e* unter ber gMo^tev 
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SSorauftfr^ung gemiß mSgTtc^ U^ti , bd^ Sntegral ui^ttt ^nb bea 
®(etc^^ettdjei4)^nd in ber S<>fntel (ti) wrcjoi^ringen. 2(ber wegen bet 
Unbeflimmt^eit ber S<^cto(^n ^co/ ^c^^/ tc. fann bte an b^m angeführ- 
ten Orte angejeigte Integration nic^t it^irflic^ t^erdc^tet wetben ; X>Ci= 
^e^rebuciren ftd)' bieKudbrucfe unter bent 3ntegralietd)en auf bteSIuUe/ 
ivaa ivieber nur in \o fern angebt/ ald bie ®(et(^ungen 

^ ' rty fi{x ap * tfi* <<q ax» rfr • 

^iz £tx <ip( * dl?- £fqi cfi' ar^ ' 

Ü« f. 19* 

Befielen« Siefe ©leic^ungen brucfen ba^et bte SSebtngung ber unmtl^ 
telbären l^ntegrabtHtat bed Z)ttferenital^ Y if x aua. 

£)er wic^ttgile ©ebrauc^ ber 9^ariatian6re4)nung befielt in ber 
^mvenbung berfetben auf bie fbeßtmmung ber Stelationen/ welche \^)»U 
f(f)en ben in einer ^ntegralformel erfc^einenben verdnNrIicf)en ©roßen 
^tait ftnben muffen/ bamtt biefe Sntegralforniel ben größten ober 
fleinfien SBert^ erhalte/ bejfen fte in SJe^ug auf gegebene ©renken ber 
SBert^e ber 93ariablen fä^ig ifl. 

Um t)on ben jur ?hif{5fung ber 2(ufgabett biefer ?(rt btenlt^en 
Stec^nungen eine SJorfleHung ju gewahren , wirb ed ^inreicf)enb fepu/ 
einen einfacheren %cXi {u betrachten. Z)ie weitere Srdrterung biefed 
©egenfianbed laßt ftc^ am jwecfmäßigflen erfl in ber Solg^ oorne^men/ 
wo wir ea mit ben 2(nwenbungen ber ^(nalpfia auf ©eoraetrie unb 9}7e' 
(^anif ju tl^un |aben werben. . 

ea fep V eine Function )iw x/ j/ 3^ '^ P^ 5^ ^™ '' 
j-5 s=3 r, ic./ ünb bie ÖleidE)ung jWifc^en x unb y anjugeben / 'ftlr 

welche baa Sntegrol / Y cf X / von tcaea bia x&=b genommen /rtri 
Srißtea ober Xleinflea wirb. 

SSenn / unter ber 93orauafe0ung j es 9 (x) / 

^ydx^F{B, b) 

tfl; unb an bie Stelle ber ©leic^ung 7 s=: 9>(t) ixt ftd^ l^r unenblic^ 
annd^ernbe y = f (x) tritt/ fo erleibet i^(a/ b) eine ^nberung / be- 
reu unenblic^ abtie^menben ^Betrag bie 93ariatton $F(a/ b) attabrücft. 
@oU F{hfh) in ^ejug auf jebe anbere S3erbinbung/ Welche jwifc^en 
X unb 7 ^tait ßfnben fonnte/ ala ein 9)?arimum ober SRinimum er» 



/ 
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fc^etuen / fo mnß / ben in Ut fünf unb Dierjtgflen 93otIefung MMnan* 
brr gefegten ©rünben {ufo^-ge^^i^Ca/ b) uerfcf)Wtnben/. unb iu^tetd^ 
bte erfle ntc^t verfc^wtnbenbe ber ^i^eten aSanationen ^^i^(a/ b)/ 
i^F(afh), ac. Don geraber Orbnung fepn. 3e nac^bem biefe ifo^tw 
ober negativ audfdilt/ beft^t F(a/ b) ben fletnfien ober ben ^roftcn 
Sert^/ beffen genannte ©rdße fd^tg ifl. 

Um bte t)t ber Srage fle^enbe Stelatton iiotfc^^n x tinb 7 ju fn« 
ben / fe(e man alfo 

(i3) » f^Ydx = cu 

Z)ie ^artqtzon bed 3ntegrald / V^x fann miüelfl ber S^r^ 

ntel (iq) fo bargefleOt werben^ b^af fein IDtfferenital ber 93artattonea 
ix unb iy unter bem SntegraTjet^en ftc^ bejtnbet« Sebenfen xoit in« 
gletc^^ baß ba( 3ntegral fiir xsssa oerfc^totnben foQ/ unb nad^ oer* 
xidfUUv Integration b an bte Stelle oon x Hmmt, fo muffen bteSBer* 
t^e / ioe(c^e bte in ertoa^nter Sormel oor bem ^ntegraljetc^en Dorf om* 
uienben QUteber für x=: a erhalten/ t?on jenen fubtra^trt ioerbev/ 
welche bte Subflitution x es b barbi^tet. ^teburc^ vrgibt fi<^ Ut 
©feic^ung 

wobei ^<o = S'x — p Jx ijl, ferner B unb A bie 0nmmen ber SSBer- 
tbe oorfiellen/ meiere bie bem 3ntegraliei(^en iit (10) oorange^enbcn 
©lieber für xsb unb x = a annehmen. 

i?ter fönnen nun jtvei SdUe ®tatt ftnben ; ea ftiib bie ©rengoi^r« 
t^e ber 93ariablen x/ ndmlic^ a unb h, entmeber burc^aud unoerdnbet» 
lic^e ®röpen/ ober fte (tnb felbfl oeränberlic^ / unb bie i^nen {uge^ori« 
gen SBert^e uon y werben burc^ 18ebingungdgteic()ungen befltmmt. 3nt 
erlTen ^aü$ (äffen a unb h loeber 93arfationen noc^ Sifferenjialien i>on 
93ariationen ju; bie ®roße i<o, auf x=:a unb xsab bejogen/ Der^ 
fc^minbet/ unb beß^alb oerfc^ivinben aud) B unb A/ woburc^ bte 
©leic^ung 

« 

^« L»y dx dp ' rix» rtq J 

iurücf bleibt / an$ toetd^er n>egen ber llnbe|ltmint^eit oon ^co 
, ^^ dv ^ . dv . ^ ,dv 

(i5) — — ^ — d — -4- d^ — -«- • • • • e=5 o 

folgt. ;Diefe leitete Gleichung gibt nd^; oollbrac^ter 3ntegratron bir 
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ju fud^enbe ©(etc^ung itmfd^en z uqb ff. bte aber n^^^.bev.oben ange« 
beuteten 9>rüfung ju nnteriie^eit tfl/ wenn niä^t etxoa bte Statur ber 
i^orgelegten 2(nfgabe über bte (Sjrtjleni bed SJJajrtmum^ ober 9J?(ntmum A 
feinen ^weiftl übrig lapt. 

3m jmeiten ^aQe fleOe man f!^ vor/ man ^cAe bereitft.fir a unb 
b bte/enigen SBert^e gen)d^U/ meiere bte ©fetdliung (14) realtftren/ 
ttnb laffe btefelben unoevinberlic^ fepn , fo fimml lian »teber auf bte 
©leic^ung (i5)/ morau0 ju erfe^en i|l/ ha^tti ^erinberlid^fett 9on 
a unb b auf bte iwifd^en % unb y im 3uflaqbe bed 9D?ajrtmumd ohet 9Slu 

ntmum> Se'a Shte^rald / Y^x topteflhfbe flSerbtnbung fetnetf Sin- 

fuß auaübt 2(u«(i5)*4tny.i^4) folgt nut^B~iPs=;^, <tff^b^b ^ 
oon a nld^t ift^dnj^/'B^^p, Adbo; loelqe ©(etc^ungen über bte }ur 
Sofung berj)OMeIegten- 2(ufgabe qöt^ige SSefd^affen^it opn a unb b na« 
^eren 2(ufAu| erttttteg, 'J .'./ *. ' ' V.-. .\ ' .:. /^l v.- . .. 
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